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Resumen
En este trabajo se muestra como la repre�

sentaci�on de una se�nal recurrente� como el

ECG� mediante expansiones ortogonales con

un n�umero reducido de coe�cientes se compor�

ta como un �ltro tiempo variante peri�odico�

Se analizan sus respuestas impulsionales y fre�

cuenciales instant�aneas tanto para el caso de

estimacion con producto escalar como con el

algoritmo adaptativo LMS�

� Introducci�on�
La representaci�on de una se�nal en t�erminos de un

conjunto de funciones ortogonales es una t�ecnica co	
nocida en procesado de se�nal que permite representar
funciones complejas como una combinaci�on lineal de
componentes simples y elementales ��� Por otra par	
te� una adecuada elecci�on de las funciones ortogona	
les permite que cada uno de los coe�cientes que des	
criben la se�nal posean informaci�on complementaria e
independiente� Por ejemplo� componentes de distin	
ta frecuencia utilizando la transformada de Fourier�
valor de la se�nal en un instante de tiempo usando
la transformada identidad� componentes frecuencia	
les localizadas en el tiempo usando la transformada
wavelet� etc�
Es de desear que estas transformadas logren re	

presentar una gran parte de la energ��a de la se�nal
mediante un n�umero reducido de coe�cientes� Ana	
lizando este reducido conjunto de coe�cientes se han
presentado herramientas de an�alisis de la se�nal ECG
con diversas aplicaciones� compresi�on de datos ���
detecci�on y an�alisis de diversas patolog��as ��� �ltra	
do o cancelaci�on ��� etc� En este trabajo se realiza un
an�alisis del efecto de utilizar un n�umero reducido de
coe�cientes en las transformadas cuando se estiman
con dos t�ecnicas habitualmente utilizadas� produc	
to escalar y estimaci�on adaptativa con el algoritmo
LMS� Se comparan ambos m�etodos� utilizando des	
cripciones en el dominio temporal y en el dominio
frecuencial�

� Producto escalar�
El producto escalar �PE� de la se�nal a estudiar con

las funciones base de la transformada es la forma m�as

com�un de estimar los coe�cientes cuando la relaci�on
se�nal a ruido es alta� Es la soluci�on al problema de
minimizar el error cuadr�atico medio entre la se�nal
original y su representaci�on como combinaci�on lineal
reducida de las funciones base� Cuando se utilizan
todas lasN funciones del espacio� se logra representar
toda la energ��a de la se�nal� con lo cual se puede decir
que el sistema de estimaci�on se comporta como la
funci�on identidad� Cuando el n�umero de funciones
se limita a una fracci�on p�N� ciertas componentes
de la se�nal se descartan� produci�endose un efecto
de �ltrado� que es el objeto de estudio del presente
trabajo�
Para interpretar el PE con p funciones base como

un sistema expresamos la relaci�on entrada salida para
instantes del ciclo recurrente k

yn� �

p��X
i��

ci e�in�� �k���N�n�kN�� ���

siendo e�in� la extensi�on peri�odica de cada funci�on
base �in� y ci los coe�cientes del producto escalar
de la se�nal del ciclo anterior para que el �ltro sea
causal

ci �

�k���N��X
j��k���N

e�ij�xj�� ��i �p��� ���

Sustituyendo la ecuaci�on ��� en ��� se obtiene la
relaci�on entrada salida
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�k���N��X
j��k���N
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�
p��X
i��

e�in� e�ij�

�
� �k���N�n�kN��

���
donde se observa que la salida en el instante n se
puede ver como una combinaci�on lineal de la entrada
de todo el ciclo anterior �retardo de N muestras� por
valores de las funciones base� pero que varian con el
instante n� es decir� es un �ltro variante en el tiempo�
Para cuanti�car este efecto se estudian las carac	

ter��sticas de este sistema �respuesta impulsional y fre	
cuencial� en funci�on del n�umero p de funciones utili	
zadas� Para ello se utiliza la transformada ortogonal
�optima de Karhunen	Lo�eve �KL� ��� pero se cumple
de forma similar para el resto de transformaciones



ortogonales� Las bases de la transformada de KL se
han estimado a partir de un conjunto de se�nales de
las bases de datos MIT	BIH Arrythmia y ESC	STT
�remuestreados todos a ��� Hz�� La respuesta impul	

sional hn� j� �
Pp��

i��
e�in�e�ij� del sistema depende

del instante j en el cual se aplica el impulso� y esto
obedece al hecho de que la morfolog��a de las funcio	
nes base son variantes con el tiempo� En la �gura �
se muestran las respuestas impulsionales cuando el
impulso se aplica en diferentes instantes j dentro de
cada latido cuando se utilizan p��� funciones� La
respuesta al impulso tiene duraci�on �nita �duraci�on
del latido N���� muestras��
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Figura �� Respuestas impulsionales con PE p��� funcio�

nes de KL en varios instantes de tiempo j�

En la �gura � se muestran las respuestas frecuen	
ciales correspondientes a varios instantes de tiempo�
que en la �gura se ubican respecto a la primera fun	
ci�on base de KL �esquina superior izquierda�� Es muy
signi�cativo notar que el sistema presenta un com	
portamiento pasobajo� pero de forma variable para
cada instante� En la zona de las ondas P y T la
frecuencia de corte es notablemente inferior a la zo	
na del QRS� Este resultado concuerda con las com	
ponentes frecuenciales de cada una de las ondas del
ECG� con�rm�andose que la transformada �optima de
KL con p��� funciones mantiene dichas componentes
frecuenciales� Este comportamiento recuerda el hecho
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Figura �� Respuestas frecuenciales con PE p��� funcio�

nes de KL en varios instantes de tiempo j�

de que esta tranformada se construye a medida para
un conjunto de se�nales ECG� y por tanto sus primeras

funciones base recogen su morfolog��a� La descripci�on
del PE como un sistema lineal variante en el tiempo
mediante sus respuestas impulsionales�frecuenciales
instant�aneas es un buena herramienta para escoger el
n�umero p de funciones id�oneo para no producir de	
terminado tipo de distorsi�on en la se�nal�

Otros tipo de transformadas como la DCT o fun	
ciones seno	coseno tienen sus funciones base con una
�unica componente frecuencial� no siendo tan id�oneas
para la representaci�on de la se�nal ECG� que presenta
componentes frecuenciales diferentes a lo largo de un
latido�

De forma anecd�otica se puede observar la presen	
cia de la interferencia de la red el�ectrica ��� Hz en
USA y �� Hz en Europa� en las respuestas frecuen	
ciales de la �gura � debido a que las funciones base se
calculan a partir de un conjunto de se�nales de apren	
dizaje con dichas componentes� La mayor��a de los
registros se almacenaron en cinta anal�ogica con equi	
pos port�atiles con bater��as� por lo que la interferencia
de la red el�ectrica aparece en el proceso de digita	
lizaci�on� Como algunos registros se digitalizaron a
velocidad doble de la de grabaci�on� aparecen adem�as
componentes de �� Hz�

� Algoritmo LMS�

Cuando la se�nal tiene componentes de ruido impor	
tantes� se suelen utilizar t�ecnicas adaptativas para la
estimaci�on de los coe�cientes� ya que permiten ate	
nuar el ruido incorrelado con la se�nal ��� aprovechan	
do las caracter��sticas recurrentes de la se�nal ��gura ���
Las entradas de referencia al sistema adaptativo son
las extensiones peri�odicas de las funciones base de
la transformada e�in� �deterministas y ortogonales��
por lo que su an�alisis presenta ciertas peculiaridades
frente a las aplicaciones m�as habituales donde las en	
tradas de referencia son se�nales aleatorias�
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Figura �� Estructura linal adaptativa para estimaci�on de

coe�cientes�

Varios autores han estudiado el comportamiento de
este sistema ��� demostrando que se comporta en el
caso m�as general como un �ltro lineal variante en
el tiempo� Cuando se utilizan todas las funciones
base del espacio �n�N � para la estimaci�on de los
coe�cientes� el sistema equivale a un �ltro lineal
tiempo	invariante� cuya funci�on de transferencia es
id�entica para todas las transformadas ortogonales�
en particular� la transformada identidad� que se
ha demostrado tener una respuesta frecuencial tipo



peine �� ��� Cuando se utiliza un n�umero reducido
de funciones base� el sistema es tiempo	variante� pero
con comportamiento peri�odico� por lo que se puede
abordar su estudio en un periodo�
Aplicando de forma repetida la cl�asica ecuaci�on de

actualizaci�on de los coe�cientes del algorimo LMS
Wn��� �Wn���� en� �n� �siendo �n� el vector
con el valor de las p bases en el instante n� es f�acil
describir el sistema como la ecuaci�on en diferencias
�nitas �EDF� ��

yn� � ��

n��X
i��

ei� �e�T i� e�n�� ���

siendo

en� � dn� � ��

n��X
i��

ei� �e�T i� e�n��� ���

Esta EDF es recursiva� de orden variable n creciente
con el tiempo y donde los coe�cientes son tiempo	
variante e�T i�e�n� � rin� pero con comportamiento
peri�odico� ya que rin� r�i�N�n� ri�n�N�� Cuando se
utiliza una base ortogonal completa �p�N �� los pro	
ductos escalares rin son no nulos �unicamente cuando
i�n� kN � En ese caso particular se ha demostra	
do que el sistema se comporta como un �ltro lineal
tiempo	invariante� equivalente a un promediador ex	
ponencial con funci�on de transferencia �� ��

Y �z�

D�z�
�

�� z�N

�� ���� �� z�N
� ���

Sin embargo� no tenemos constancia de que se ha	
ya realizado dicho an�alisis para un n�umero reducido
de funciones base� como es habitual en las aplica	
ciones de compresi�on de datos� an�alisis y detecci�on
de patolog��as� etc� En este caso� el sistema resul	
tante resulta ser lineal variante en el tiempo� pero
con comportamiento peri�odico� Para analizarlo� se
propone determinar las respuestas al impulso unidad
ubicado en cada uno de los instantes j del periodo
fhn� j� � j � �� �� � � � � N��g� de forma similar a como
se ha realizado en la secci�on anterior para el PE� Co	
mo el sistema es recursivo� la respuesta impulsional
en este caso ser�a in�nita�
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Figura �� Respuestas impulsionales para LMS con �� fun�

ciones de KL y �����en varios instantes de tiempo j�

En la �gura � se muestran varias de estas respues	
tas impulsionales del sistema de la �gura � en varios

instates de tiempo j cuando se utilizan p��� funcio	
nes� Pueden observarse las diferencias respecto a la
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Figura �� Respuesta frecuencial 	con zooms
 para LMS

con �� funciones de KL ����� en j���� ms�

respuesta impulsional cuando se utiliza una base com	
pleta �tren de deltas con envolvente exponencial de	
creciente dependiente del valor de �� ��� para el caso
presentado�� Calculando la transformada de Fourier a
cada una de las funciones anteriores se obtiene la res	
puesta frecuencial de cada instante j� Se obtiene que
la envolvente de la respuesta frecuencial para LMS
��gura �� coincide con sus correspondientes del PE
��gura ��� pero tienen un comportamiento tipo peine�
Por tanto� atenuar�an las componentes no repetitivas
�incorreladas de la forma peri�odica� con la alineaci�on
de los latidos� Este comportamiento se degrada cuan	
do en aquellas frecuencias en que los m��nimos de los
l�obulos del peine �que tienen amplitud �������� su	
peran el valor de la envolvente frecuencial� A modo
de ejemplo se muestra en la �gura � la respuesta fre	
cuencial del LMS con � � ��� en el instante j���� ms�
Si se utilizan valores de � m�as peque�nos� los

m��nimos de los l�obulos son m�as peque�nos� y el
�ltro tipo peine tendr�a por envolvente a la respuesta
frecuencial del PE en un rango de frecuencias mayor�
En la �gura � se ilustra este efecto donde se compara
la misma respuesta frecuencial que en la �gura �
utilizando valores de ����� y ����� Este efecto explica
desde un nuevo punto de vista el cl�asico compromiso
de elecci�on de � �velocidad de convergencia respecto
a errores cometidos en la se�nal de salida� desajuste��
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� Aplicaciones�

��� Compresi�on de datos�
La aplicaci�on m�as directa es la compresi�on de da	

tos� donde la utilizaci�on de un n�umero p reducido de



funciones es la clave de la compresi�on� Con el an�alisis
presentado se puede cuanti�car qu�e componentes fre	
cuenciales de la se�nal quedan representadas en cada
instante de tiempo de la se�nal ECG cuando se utiliza
un n�umero p reducido y variable de funciones ortogo	
nales� Por ejemplo� las �guras � y � muestran c�omo
p��� funciones son su�cientes para representar las
componentes frecuenciales de la se�nal ECG� A su vez�
el an�alisis propuesto es un buen banco de pruebas que
permite comparar las prestaciones de diversas trans	
formadas ortogonales entre s�� para representar se�nales
con un n�umero reducido de coe�cientes�

��� Detecci�on de isquemia con la KLT�

Recientemente se ha aplicado la transformada de
KL sobre los segmentos ST	T para la detecci�on
de isquemia como un marcador m�as sensible que
las cl�asicas medidas de nivel de ST y posici�on y
amplitud de onda T ��� Utilizando � �o � funciones
base de KL se logra representar la mayor parte
de la energ��a del complejo ST	T� Si se aplica el
an�alisis presentado para estos valores se obtienen las
respuestas frecuenciales en un punto del segmento ST
��� ms despu�es del punto �ducial del QRS� y en otro
de la onda T ���� ms despu�es del punto �ducial del
QRS� mostradas en la �gura ��
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Figura �� Respuestas frecuenciales aplicando � funciones

de KL al complejo ST�T�

Se observa como con s�olo � funciones de KL no se
representan bien las muy bajas frecuencias en la zona
del segmento ST� que tienen una alta informaci�on
cl��nica para la detecci�on de isquemia�

	 Conclusiones�
En este trabajo se ha analizado el comportamiento

del producto escalar y el algoritmo LMS para estimar
los coe�cientes de transformadas ortogonales con un
numero p�N reducido de funciones� Se demuestra co	
mo ambos sistemas se comportan como un �ltro lineal
variante en el tiempo de forma peri�odica� El producto
escalar tiene una respuesta impulsional �nita variante
�dependiente del instante de aplicaci�on del impulso��
mientras que el algoritmo LMS tiene una respuesta
impulsional in�nita variante� En cuanto a las respues	
tas frecuenciales �tambi�en variantes� ambas tienen la
misma envolvente� produciendo el mismo efecto de
�ltrado variante en el tiempo� pero con la diferencia
de que la respuesta frecuencial del algoritmo LMS es
tipo peine� por lo que logra atenuar las componentes

no repetitivas� y por tanto no correladas con la se�nal
ECG� Ello hace que la estimaci�on adaptativa de los
coe�cientes sea id�onea para se�nales con componentes
de ruido importantes�
El an�alisis presentado permite saber a priori qu�e

componentes frecuenciales se logran representar o ate	
nuar respectivamente al utilizar p�N funciones orto	
gonales� Por tanto es un criterio �util para la determi	
naci�on de p� Algunos campos de aplicaci�on directos
son� compresi�on de datos� an�alisis y detecci�on de pa	
tolog��as mediante expansiones ortogonales reducidas
y �ltrado de se�nales� Los resultados se ilustran con la
transformada de KL� siendo directamente extrapola	
bles a otras transformaciones ortogonales�
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