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Resumen

En este trabajo se muestra como la repre-
sentacion de una senal recurrente, como el
ECG, mediante expansiones ortogonales con
un namero reducido de coeficientes se compor-
ta como un filtro tiempo variante periédico.
Se analizan sus respuestas impulsionales y fre-
cuenciales instantaneas tanto para el caso de
estimacion con producto escalar como con el
algoritmo adaptativo LMS.

1 Introduccidn.

La representacién de una senal en términos de un
conjunto de funciones ortogonales es una técnica co-
nocida en procesado de sefial que permite representar
funciones complejas como una combinacién lineal de
componentes simples y elementales [1]. Por otra par-
te, una adecuada eleccion de las funciones ortogona-
les permite que cada uno de los coeficientes que des-
criben la sefial posean informacién complementaria e
independiente. Por ejemplo: componentes de distin-
ta frecuencia utilizando la transformada de Fourier,
valor de la senal en un instante de tiempo usando
la transformada identidad, componentes frecuencia-
les localizadas en el tiempo usando la transformada
wavelet, etc.

Es de desear que estas transformadas logren re-
presentar una gran parte de la energia de la senal
mediante un nimero reducido de coeficientes. Ana-
lizando este reducido conjunto de coeficientes se han
presentado herramientas de andlisis de la senal ECG
con diversas aplicaciones: compresién de datos [2],
deteccién y andlisis de diversas patologias [3], filtra-
do o cancelacién [4], etc. En este trabajo se realiza un
andlisis del efecto de utilizar un nimero reducido de
coeficientes en las transformadas cuando se estiman
con dos técnicas habitualmente utilizadas: produc-
to escalar y estimacion adaptativa con el algoritmo
LMS. Se comparan ambos métodos, utilizando des-
cripciones en el dominio temporal y en el dominio
frecuencial.

2 Producto escalar.

El producto escalar (PE) de la sefial a estudiar con
las funciones base de la transformada es la forma mas

comun de estimar los coeficientes cuando la relacién
senal a ruido es alta. Es la solucién al problema de
minimizar el error cuadratico medio entre la sefial
original y su representaciéon como combinacién lineal
reducida de las funciones base. Cuando se utilizan
todas las N funciones del espacio, se logra representar
toda la energia de la senal, con lo cual se puede decir
que el sistema de estimaciéon se comporta como la
funcién identidad. Cuando el nimero de funciones
se limita a una fraccién p<N, ciertas componentes
de la senial se descartan, produciéndose un efecto
de filtrado, que es el objeto de estudio del presente
trabajo.

Para interpretar el PE con p funciones base como
un sistema expresamos la relacion entrada salida para
instantes del ciclo recurrente k

y[n] = pi:ci ®;[n), (k—1)N<n<kN-1 (1)
=0

siendo ®;[n] la extensién periédica de cada funcién
base ®;[n] y ¢; los coeficientes del producto escalar
de la senal del ciclo anterior para que el filtro sea
causal
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Sustituyendo la ecuacién (2) en (1) se obtiene la
relacion entrada salida

ci = O<i<p—-1. (2)
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donde se observa que la salida en el instante n se
puede ver como una combinacion lineal de la entrada
de todo el ciclo anterior (retardo de N muestras) por
valores de las funciones base, pero que varian con el
instante n, es decir, es un filtro variante en el tiempo.

Para cuantificar este efecto se estudian las carac-
teristicas de este sistema (respuesta impulsional y fre-
cuencial) en funcién del ndimero p de funciones utili-
zadas. Para ello se utiliza la transformada ortogonal
6ptima de Karhunen-Loeve (KL) [5], pero se cumple
de forma similar para el resto de transformaciones



ortogonales. Las bases de la transformada de KL se
han estimado a partir de un conjunto de senales de
las bases de datos MIT-BIH Arrythmia y ESC-STT
(remuestreados todos a 360 Hz). La respuesta impul-
sional h[n, j] = Y070 ®;[n]®;[j] del sistema depende
del instante j en el cual se aplica el impulso, y esto
obedece al hecho de que la morfologia de las funcio-
nes base son variantes con el tiempo. En la figura 1
se muestran las respuestas impulsionales cuando el
impulso se aplica en diferentes instantes j dentro de
cada latido cuando se utilizan p=3&0 funciones. La
respuesta al impulso tiene duracién finita (duracién
del latido N=430 muestras).
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Figura 1: Respuestas impulsionales con PE p=30 funcio-
nes de KL en varios instantes de tiempo j.
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En la figura 2 se muestran las respuestas frecuen-
ciales correspondientes a varios instantes de tiempo,
que en la figura se ubican respecto a la primera fun-
cién base de KL (esquina superior izquierda). Es muy
significativo notar que el sistema presenta un com-
portamiento pasobajo, pero de forma variable para
cada instante. En la zona de las ondas P y T la
frecuencia de corte es notablemente inferior a la zo-
na del QRS. Este resultado concuerda con las com-
ponentes frecuenciales de cada una de las ondas del
ECG, confirmandose que la transformada 6ptima de
KL con p=30 funciones mantiene dichas componentes
frecuenciales. Este comportamiento recuerda el hecho
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Figura 2: Respuestas frecuenciales con PE p=380 funcio-
nes de KL en varios instantes de tiempo j.

de que esta tranformada se construye a medida para
un conjunto de senales ECG, y por tanto sus primeras

funciones base recogen su morfologia. La descripcién
del PE como un sistema lineal variante en el tiempo
mediante sus respuestas impulsionales/frecuenciales
instantdneas es un buena herramienta para escoger el
nimero p de funciones idéneo para no producir de-
terminado tipo de distorsién en la senal.

Otros tipo de transformadas como la DCT o fun-
ciones seno-coseno tienen sus funciones base con una
unica componente frecuencial, no siendo tan idéneas
para la representacion de la senal ECG, que presenta
componentes frecuenciales diferentes a lo largo de un
latido.

De forma anecdotica se puede observar la presen-
cia de la interferencia de la red eléctrica (60 Hz en
USA y 50 Hz en Europa) en las respuestas frecuen-
ciales de la figura 2 debido a que las funciones base se
calculan a partir de un conjunto de senales de apren-
dizaje con dichas componentes. La mayoria de los
registros se almacenaron en cinta analégica con equi-
pos portatiles con baterias, por lo que la interferencia
de la red eléctrica aparece en el proceso de digita-
lizaciéon. Como algunos registros se digitalizaron a
velocidad doble de la de grabacién, aparecen ademés
componentes de 30 Hz.

3 Algoritmo LMS.

Cuando la senal tiene componentes de ruido impor-
tantes, se suelen utilizar técnicas adaptativas para la
estimacién de los coeficientes, ya que permiten ate-
nuar el ruido incorrelado con la senal [6], aprovechan-
do las caracteristicas recurrentes de la senal (figura 3).
Las entradas de referencia al sistema adaptativo son
las extensiones periédicas de las funciones base de
la transformada ®;[n] (deterministas y ortogonales),
por lo que su andlisis presenta ciertas peculiaridades
frente a las aplicaciones mas habituales donde las en-

tradas de referencia son seniales aleatorias.
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Figura 3: Estructura linal adaptativa para estimacion de
coeficientes.

Varios autores han estudiado el comportamiento de
este sistema [7], demostrando que se comporta en el
caso mas general como un filtro lineal variante en
el tiempo. Cuando se utilizan todas las funciones
base del espacio (n=N) para la estimacién de los
coeficientes, el sistema equivale a un filtro lineal
tiempo-invariante, cuya funcién de transferencia es
idéntica para todas las transformadas ortogonales,
en particular, la transformada identidad, que se
ha demostrado tener una respuesta frecuencial tipo



peine [7, 8]. Cuando se utiliza un nimero reducido
de funciones base, el sistema es tiempo-variante, pero
con comportamiento periddico, por lo que se puede
abordar su estudio en un periodo.

Aplicando de forma repetida la cldsica ecuacién de
actualizacién de los coeficientes del algorimo LMS
Win+1] = W[n|+2ue[n] ®[n] (siendo ®[n] el vector
con el valor de las p bases en el instante n) es facil
describir el sistema como la ecuacién en diferencias
finitas (EDF) [7]

sl =20 Y el @) ()

siendo .
eln] = din] +2p 3 _ eli] (@7 2[n).  (5)

Esta EDF es recursiva, de orden variable n creciente
con el tiempo y donde los coeficientes son tiempo-
variante ®7[i]®[n] = r;,, pero con comportamiento
periddico, ya que rin =T (i1 Nyn =Ti(ntN). Cuando se
utiliza una base ortogonal completa (p=N), los pro-
ductos escalares r;,, son no nulos unicamente cuando
i—n =kN. En ese caso particular se ha demostra-
do que el sistema se comporta como un filtro lineal
tiempo-invariante, equivalente a un promediador ex-
ponencial con funcién de transferencia [7, 8]
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Sin embargo, no tenemos constancia de que se ha-
ya realizado dicho andlisis para un nimero reducido
de funciones base, como es habitual en las aplica-
ciones de compresién de datos, andlisis y deteccién
de patologias, etc. En este caso, el sistema resul-
tante resulta ser lineal variante en el tiempo, pero
con comportamiento periédico. Para analizarlo, se
propone determinar las respuestas al impulso unidad
ubicado en cada uno de los instantes j del periodo
{h[n,j]; j =0,1,...,N—1}, de forma similar a como
se ha realizado en la seccién anterior para el PE. Co-
mo el sistema es recursivo, la respuesta impulsional
en este caso serd infinita.
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Figura 4: Respuestas impulsionales para LMS con 50 fun-
ciones de KL y p=0.3en varios instantes de tiempo j.

En la figura 4 se muestran varias de estas respues-
tas impulsionales del sistema de la figura 3 en varios

instates de tiempo j cuando se utilizan p=30 funcio-
nes. Pueden observarse las diferencias respecto a la
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Figura 5: Respuesta frecuencial (con zooms) para LMS
con 30 funciones de KL p=0.3 en j=250 ms.

respuesta impulsional cuando se utiliza una base com-
pleta (tren de deltas con envolvente exponencial de-
creciente dependiente del valor de u, 0.3 para el caso
presentado). Calculando la transformada de Fourier a
cada una de las funciones anteriores se obtiene la res-
puesta frecuencial de cada instante j. Se obtiene que
la envolvente de la respuesta frecuencial para LMS
(figura 5) coincide con sus correspondientes del PE
(figura 2), pero tienen un comportamiento tipo peine.
Por tanto, atenuardn las componentes no repetitivas
(incorreladas de la forma periddica) con la alineacién
de los latidos. Este comportamiento se degrada cuan-
do en aquellas frecuencias en que los minimos de los
16bulos del peine (que tienen amplitud p/(1 — p)) su-
peran el valor de la envolvente frecuencial. A modo
de ejemplo se muestra en la figura 5 la respuesta fre-
cuencial del LMS con p = 0.3 en el instante j=250 ms.

Si se utilizan valores de p mas pequenos, los
minimos de los l6bulos son méas pequenos, y el
filtro tipo peine tendréd por envolvente a la respuesta
frecuencial del PE en un rango de frecuencias mayor.
En la figura 6 se ilustra este efecto donde se compara
la misma respuesta frecuencial que en la figura 5
utilizando valores de u=0.3 y 0.05. Este efecto explica
desde un nuevo punto de vista el cldsico compromiso
de eleccién de p (velocidad de convergencia respecto
a errores cometidos en la sefial de salida, desajuste).
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Figura 6: Detalles de las respuestas frecuenciales en
k=250 ms para PE y LMS con p = 0.3, 0.05 para

p=30 funciones de KL.

4 Aplicaciones.

4.1 Compresion de datos.

La aplicacién mas directa es la compresién de da-
tos, donde la utilizacién de un numero p reducido de



funciones es la clave de la compresién. Con el analisis
presentado se puede cuantificar qué componentes fre-
cuenciales de la senal quedan representadas en cada
instante de tiempo de la senal ECG cuando se utiliza
un ndmero p reducido y variable de funciones ortogo-
nales. Por ejemplo, las figuras 2 y 5 muestran cémo
p=30 funciones son suficientes para representar las
componentes frecuenciales de la sefial ECG. A su vez,
el andlisis propuesto es un buen banco de pruebas que
permite comparar las prestaciones de diversas trans-
formadas ortogonales entre si para representar sefiales
con un numero reducido de coeficientes.

4.2 Deteccién de isquemia con la KLT.

Recientemente se ha aplicado la transformada de
KL sobre los segmentos ST-T para la deteccién
de isquemia como un marcador més sensible que
las clésicas medidas de nivel de ST y posicién y
amplitud de onda T [3]. Utilizando 1 6 2 funciones
base de KL se logra representar la mayor parte
de la energia del complejo ST-T. Si se aplica el
analisis presentado para estos valores se obtienen las
respuestas frecuenciales en un punto del segmento ST
(85 ms después del punto fiducial del QRS) y en otro
de la onda T (345 ms después del punto fiducial del
QRS) mostradas en la figura 7.
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Figura 7: Respuestas frecuenciales aplicando 2 funciones
de KL al complejo ST-T.

Se observa como con sélo 2 funciones de KL no se
representan bien las muy bajas frecuencias en la zona
del segmento ST, que tienen una alta informacién
clinica para la deteccién de isquemia.

5 Conclusiones.

En este trabajo se ha analizado el comportamiento
del producto escalar y el algoritmo LMS para estimar
los coeficientes de transformadas ortogonales con un
numero p< N reducido de funciones. Se demuestra co-
mo ambos sistemas se comportan como un filtro lineal
variante en el tiempo de forma periédica. El producto
escalar tiene una respuesta impulsional finita variante
(dependiente del instante de aplicacién del impulso),
mientras que el algoritmo LMS tiene una respuesta
impulsional infinita variante. En cuanto a las respues-
tas frecuenciales (también variantes) ambas tienen la
misma envolvente, produciendo el mismo efecto de
filtrado variante en el tiempo, pero con la diferencia
de que la respuesta frecuencial del algoritmo LMS es
tipo peine, por lo que logra atenuar las componentes

no repetitivas, y por tanto no correladas con la senal
ECG. Ello hace que la estimacién adaptativa de los
coeficientes sea idénea para sefiales con componentes
de ruido importantes.

El anélisis presentado permite saber a priori qué
componentes frecuenciales se logran representar o ate-
nuar respectivamente al utilizar p<N funciones orto-
gonales. Por tanto es un criterio 1util para la determi-
nacién de p. Algunos campos de aplicacién directos
son: compresion de datos, andlisis y deteccién de pa-
tologias mediante expansiones ortogonales reducidas
y filtrado de sefiales. Los resultados se ilustran con la
transformada de KL, siendo directamente extrapola-
bles a otras transformaciones ortogonales.
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