Densidad Espectral de Potencia en Senales de Ritmo Cardiaco Muestreadas

no Uniformemente *

Pablo Laguna, George B. Moody, y Roger G. Mark

Centro Politécnico Superior, Univ. de Zaragoza, Maria de Luna 3, 50015 Zaragoza, Espana

Resumen - En este trabajo se analiza el método de
Lomb (MLO) para estimar la densidad espectral de po-
tencia (PSD) en senales de ritmo cardiaco (HR) mues-
treadas no uniformemente (MNU). Cuando la no unifor-
midad del MNU se puede modelar como si fuera uniforme
mas una desviacién aleatoria, el espectro de la senal re-
sulta ser una repeticién periodica del espectro de tiempo
continuo con periodo el de la frecuencia media de Ny-
quist, mas un efecto de filtrado paso bajo en las bandas
superiores que depende de la dispersién del muestreo.
La estimacién en la banda base es no sesgada con una
dispersién despreciable. Los resultados tedricos se han
comprobado con senales de HR reales. Se ha compro-
bado como el MLO evita los problemas de filtrado paso
bajo generados por métodos cldsicos que necesitan re-
muestrear la senal, mostrandose mas adecuado que estos
ultimos para este tipo de estimaciones.

I. INTRODUCCION

La variabilidad del ritmo cardiaco (HRV) se ha convertido en
una herramienta 1til para analizar el sistema cardiaco [1]. La
HRYV se analiza a partir de la serie dada por el HR y que consti-
tuye una senal muestreada no uniformemente. La PSD de la senal
HR parece ser uno de los indices que mejor recogen la informacién
clinica presente en dicha sefial [1]. La estimacién de la PSD con
métodos cldsicos (FFT y métodos autoregresivos) necesita realizar
un remuestreo de la senal HR para que éste sea uniforme. Este
remuestreo introduce desviaciones en la estimacién de la PSD.
Los latidos ectépicos introducen un ruido de banda ancha en el
espectro, la eliminacién de estos ectopicos y la posterior inter-
polacién introduce nuevas alteraciones de la PSD estimada. Esta
problemdtica ha sido recientemente abordada [2] usando un méto-
do de estimacién de PSD que considera directamente las muestras
no uniformes sin necesidad de remuestrear. La técnica esta ba-
sada en el método original de Lomb [3] de estimacién de PSD
sin remuestreo. En este trabajo se presenta un estudio analdtico
detallado del comportamiento frecuencial del MLO, comproban-
do los resultados de este andlisis con senales reales de HR. Este
andlisis permite obtener una frecuencia limite a partir de la cual
el espectro puede no estar libre de aliasing.

II. EL METODO DE LOMB DE ESTIMACION DE PSD

El Método de Lomb para estimar la PSD de una senal se basa
en la minimizacién del cuadrado de la diferencia entre la sefial en
estudio y unas funciones base [3]. Sea z(t) la senal de tiempo con-
tinuo que se quiere estudiar y b;(¢) la base ortonormal que define
la transformacién. Los coeficientes ¢(i) que representan a z(t)
en el dominio transformado son aquellos que minimizan el error
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cuadratico e(c) definido como: e(c) = [ (z(t) — c(i)bi(1))? dt.
Cuando la sefial z(¢) se tiene solo en unos instantes de tiempo ¢,
espaciados no uniformemente, Lomb [3] propone estimar el espec-
tro de Fourier ajustando el modelo z(tn) + e, = ¢ bi(tn), de tal

modo que la varianza de ¢, sea minima, esto da un valor de ¢

1 N N
(i) = Z 2_: 2(tn)bi(tn). k= 2_: b2 (tn). (1)

Este resultado puede interpretarse como una generalizacién del
MLO para estimar transformaciones de datos MNU. La potencia
de senal en el indice ¢ de la transformacién (P,(z)) serd [3]

P(i) = k- (i) = é%(d) é(i) = e(i) Vk (2)

si se trabaja con la transformada de Fourier (TF) entonces k = N
y P:(i) = Pu(f) = é*(f). Posteriormente, en [4] se presento un
algoritmo rdpido para estimar la PSD de Lomb. La incégnita
que perdura es: ; Como es la relacién entre esta estimacién de la
PSD y el espectro original de la sefial (t) (J=(f)|?)? A partir de
la ecuacién (1), y reescribiendola en otro modo en funcién de las
deltas de Dirac §(t) se tiene.

1o X
i) = = / 2 olt) 8t =)0 (3)

Se puede ver que estos coeficientes asi obtenidos son aquellos que
resultan de la proyeccién de la sefial z4(t) = £ SN a(t) 6(t —tn)
sobre la base b;(t). Ello significa que el espectro de Lomb es
el espectro de la senal de tiempo continuo z4(t), y por tanto es
el espectro |z5(f)|2. Nétese que se ha sustituido k por N dado
que YN |e27ftn |2 = N. La relacién entre z4(f) y z(f) dara la
relacién entre el espectro estimado y el real.

ITI. PSD CON MUESTREO ALEATORIO

Conocer z4(f) requiere conocer la distribucién de ¢,. Sin em-
bargo, en senales como HR la distribucién de la series ¢,, puede
ser modelada, sobre periodos estacionarios, como un muestreo
uniforme (MU) con una variacién aleatoria. Este hecho nos hace
considerar el caso particular en que la distribucién ¢, satisface
Elt, — tn-1] =T y E[t, — nT] = 0 Vn. Entonces, ¢, puede ex-
presarse como t, = n T + ap donde a, es una variable
aleatoria con media nula y funcién de densidad de probabilidad
P,, (ap). Aunque z(t) se supone una sefial determinista a esti-
mar, la variable aleatoria oy, hace z4(t) un proceso aleatorio, y
por tanto su TF z4(f), es también un proceso aleatorio. En este
caso vamos a considerar la media E[zs(f)] y la varianza oy, (s
para tener informacién de como la estimacién de Lomb de la PSD
|zs(f)|? estd relacionada con el espectro real de la sefal |=(f)[2.
Calculando el E[zs(f)] se tiene:

js(f):\/_ﬁx(f)*[Pa(f) (fs > 5(fnfs)*W(f)>]» (4)

n=—oo



donde fs = 1/T es la frecuencia media de muestreo, W(f) es
la TF de la ventana aplicada a la sefial y Py, (f) es la funcién
caracteristica de Py, (a,). Esta expresién nos permite ahora in-
terpretar Efz,(f)] en términos de la TF de un MU. Efzs(f)] es
la convolucién de la TF de la senal original (f) con la TF de la
funcién de MU enventanada por el intervalo finito de observacién
W (f) y pesada por la funcién caracteristica del MNU aleatoria-
mente distribuido Po(f). de nuevo aparece el teorema de mues-
treo para evitar el aliasing donde ahora la frecuencia de Nyquist la
determina el intervalo medio de muestreo 7'. Par tanto para tener
una correcta estimacién de la PSD de la sefial la frecuencia media
de muestreo debe ser mayor que dos veces la mayor frecuencia de
z(t). Las bandas frecuenciales superiores representan (en media)
la repeticién de la banda base pesada por el valor de la funcién
caracteristica Py (i- fs) evaluada a miltiplos de la frecuencia me-
dia de muestreo fs. Cuando P,(a) es una distribucién Gaussiana
con desviacién estandar o, la funcién caracteristica es también
Gaussiana, P,(f) = e= (2 f20%) y representa un filtro paso bajo
con una frecuencia de corte (f;) a -3 dB de f. = 132.5/0. Por
tanto la estimacién de la PSD con el MLO en la banda base es
no sesgada y cada i-esima banda superior (en media) esta afecta-
da por un factor que depende de la distribucién del muestreo ¢,
através del valor de o y del orden de la banda i.

De estos resultados se observa que la banda-base (en media)
estimada con el MLO es una estimacién no sesgada de z(f). Sin
embargo, queda por estudiar cual es la varianza de la estimacién.
Calculando esta varianza se obtiene

Ol < 2 Eles(DIElzs(f)]* +2(nonfo)?\/2(zon o). (5)

donde n es el orden de la banda, y entonces en la banda base
(n = 0) la varianza se convierte en nula y corrobora la estimacién
de Lomb como una buena estimacién de la PSD de la sefial z(t).
Nétese que la desviacién incrementa con el valor del espectro a
una frecuencia dada. Si la sefial esta muestreada uniformemente
(o = 0) se recupera el espectro cldsico para estas senales. A
medida que aumenta el orden de la banda n > 0 aparece un sesgo
en la estimacién y la varianza aumenta, con el orden de la banda,
la frecuencia de muestreo y la dispersién de este.

IV. ANALISIS DEL PSD DE LA SENAL DE HR

En la figura la se muestra una sefial de HR de un paciente
con marcapasos perteneciente al registro 102 de la base de da-
tos de ECG del MIT-BIH. En este registro (idealmente con HR
constante) se introdujo un pico de frecuencia (0.167 Hz) de forma
artefactual, debido a un eje no simétrico usado en el sistema de
lectura de la cinta magnética, al digitalizar la sefial ECG. Este pi-
co espurio y sus armonicos servirdn como senal de prueba para el
MLO. En este caso la hipdtesis de MNU estacionario se satisface
correctamente. La figura 1b muestra la PSD de Lomb estimada
sobre estos datos. También se muestra en, lc, la PSD estima-
da mediante remuestreo a una frecuencia de 2 Hz y estimando
la PSD con la clasica FFT. La frecuencia media de muestreo en
la serie de HR original es de 1.21 Hz y la desviacién es de 31
ms. Analizando el espectro de Lomb se comprueba que aparece
la periodicidad predicha con periodo la frecuencia media, 1.21 Hz.
Aparecen en el espectro tres picos arménicamente relacionados a
frecuencias 0.16, 0.30 y 0.45 Hz que corresponden con el artefacto
introducido por el sistema de lectura magnético. Se puede notar,
fig. 1b, como estos picos tienen menor amplitud en la segunda
banda (0.6 - 1.8 Hz) que en la primera (-0.6 - 0.6 Hz) como re-
sultado el efecto de filtro paso bajo debido al MNU. En fig. 1d se
tiene el espectro de Lomb para varios ciclos de la frecuencia media
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de muestreo. Se puede corroborar la periodicidad del espectro y
el efecto de filtrado paso bajo.

Considerando ahora el espectro obtenido con el remuestreo y la
cldsica FFT, fig. 1e, se comprueba que el espectro a altas frecuen-
cias se atenta como resultado del remuestreo. El tercer pico del
espectro esta mucho menos marcado que en el caso del espectro
de Lomb. Este efecto de filtrado paso bajo introducido por el
remuestreo es importante y desaconsejable en estudios de HRV
donde se mide el cociente entre la energia en distintas bandas fre-
cuenciales como indice clinico [1]. Esto corrobora que el estudio
tedrico realizado sobre el MLO se corresponde con la esperimen-
tacion y que este método es el més aconsejable para estudios de

HRV.

V. CONCLUSIONES

Se ha presentado el andlisis teérico del método de Lomb para
estimacién de la PSD en sefiales muestreadas no uniformemente.
Cuando esta no uniformidad se puede modelar como un MU con
unas variaciones aleatorias respecto a una media, la PSD de Lomb
es periédico (en media), resultando ser un estimador no sesgado
de la PSD en la banda base con un efecto de filtrado paso bajo
en bandas superiores que depende de la distribucién del mues-
treo. Estos resultados han sido comprobados con senales reales.
Una comparacién con métodos clasicos ha mostrado la limitacién
del remuestreo previo a la estinmacién de la PSD. Respecto a la
sefiales de HR se a visto que el método mdas adecuado para re-
alizar estudios basados en PSD es el MLO, ya que la relacién de
potencia en las distintas bandas del espectro se preserva mejor
que en los otros métodos, y es relevante en el diagnéstico clinico.
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