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de acceso a la información” (MCYT Ref. TIC2001-2167-C02-02). Años 2002–2004.
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Resumen

En la presente tesis doctoral se estudian técnicas de análisis para investigar los periodos de
repolarización y depolarización del ciclo cardiaco a partir de la señal electrocardiográfica (ECG).

En relación a la repolarización cardiaca, diversos estudios cĺınicos han puesto de manifiesto
la estrecha relación que existe entre las anormalidades en este periodo y la génesis de arritmias
malignas que pueden desembocar en muerte súbita cardiaca. En esta tesis se realiza en primer
lugar una revisión de distintas aproximaciones publicadas en la literatura para estudiar la repo-
larización cardiaca y posteriormente se plantea una nueva forma de caracterizarla a través del
estudio de la relación entre dos intervalos de la señal ECG: el intervalo QT y el intervalo RR.

Se propone un modelo para describir la relación QT/RR en el que la serie temporal de
intervalos RR se considera como señal de entrada a un sistema, la serie de intervalos QT se
considera la salida del mismo y dicho sistema se asume compuesto de dos bloques. El primer
bloque es un filtro FIR invariante en el tiempo, que describe la memoria del intervalo QT y
permite cuantificar su histéresis, mientras que el segundo bloque es una función no lineal bi-
paramétrica tiempo-invariante, que responde a uno de entre diez posibles modelos de regresión
representativos de un amplio espectro de los patrones QT/RR fisiológicamente plausibles, y se
utiliza para describir la evolución del intervalo QT respecto de la medida ponderada RR ob-
tenida a la salida del primer subsistema. Considerando como objetivo la identificación de cada
uno de estos dos bloques partiendo sólo del conocimiento de las señales de entrada (RR) y
de salida (QT ), se analizan las caracteŕısticas del problema inverso planteado y se muestra la
necesidad de incorporar restricciones, tanto para garantizar la unicidad de solución como pa-
ra poder extraer interpretaciones cĺınicas adecuadas de las estimaciones. Se estudia también la
condición de ‘ill-posed’ del problema y se propone su regularización para estabilizar la solución.
La estimación de los parámetros del sistema se lleva a cabo desde la perspectiva determinista y
desde la perspectiva Bayesiana. Se revisan diferentes estimadores dentro de cada una de estas
categoŕıas y se examinan sus caracteŕısticas para el tipo de problemas planteados en esta tesis.
Las prestaciones de los distintos estimadores utilizados se evalúan a partir de datos simulados
en condiciones realistas y considerando diferentes caracteŕısticas de linealidad y/o aleatoriedad
del sistema definido. Se estudian condiciones bajo las cuales algunos estimadores deterministas
y Bayesianos proporcionan resultados coincidentes. Se dan las indicaciones acerca de cómo de-
be elegirse el estimador cuando se analicen registros reales y desee resolverse el problema de
identificación.

La metodoloǵıa propuesta se aplica con el objetivo de caracterizar la relación QT/RR en
pacientes post-infarto de miocardio, algunos tratados con el antiarŕıtmico amiodarona y otros
con placebo, a los que se les realiza un seguimiento cĺınico durante dos años. Para cada paciente
se determina su perfil de histéresis, con el que se cuantifica la influencia que sobre el intervalo
QT ejercen cada uno de los intervalos RR previos. A partir de estos perfiles se comprueba que
el tiempo medio de adaptación del intervalo QT es de aproximadamente dos minutos y medio,
si bien hay gran variabilidad entre pacientes. Se proponen además un conjunto de marcadores
de riesgo, para los que se demuestra su alta capacidad en la estratificación del riesgo entre
pacientes tratados con amiodarona. Los resultados obtenidos sugieren que la relación QT/RR
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puede utilizarse para evaluar prospectivamente la eficacia del tratamiento con amiodarona.

El modelo propuesto se extiende posteriormente al caso tiempo-variante, en el que se con-
sidera que tanto la memoria del intervalo QT , representada a través del filtro FIR, como la
función que relaciona QT y RR pueden tener dependencia temporal. Esta función QT/RR se
asume representada en un entorno de cada punto por un polinomio de Taylor de un cierto gra-
do P . Con este modelo pretenden detectarse heterogeneidades en la repolarización ocurridas
en instantes puntuales del registro. Para el problema inverso que queda planteado se analiza
la incorporación de restricciones, aśı como la necesidad de regularizar el problema. Se revisan
los fundamentos de la teoŕıa de la estimación basada en representaciones estado-espacio, tanto
lineales como no lineales, y se deducen las implementaciones de algunos filtros de tipo Kalman
para el tipo de problemas con los que se trata en esta tesis. Para la resolución del problema de
identificación, se proponen tres metodoloǵıas distintas: la primera se basa en la linealización del
problema utilizando series de Volterra para después formular un modelo estado-espacio lineal
que se resuelve con el filtro de Kalman; las otras dos metodoloǵıas tratan directamente con un
modelo estado-espacio no lineal y lo resuelven utilizando el filtro de Kalman extendido y el filtro
de Kalman ‘unscented’, respectivamente. En las tres metodoloǵıas se incorpora una técnica para
la estimación de las matrices de covarianza de la correspondiente representación estado-espacio.
Se evalúan las prestaciones de cada una de ellas mediante pruebas de simulación realizadas con-
siderando distintas condiciones acerca del sistema. Se dan las indicaciones para la elección de la
metodoloǵıa más apropiada en función de las caracteŕısticas del problema.

El análisis tiempo-variante de la relación QT/RR se aplica al estudio de registros obtenidos
de sujetos mientras éstos siguen un protocolo de cambios posturales. Tras cada cambio postural
se produce un cambio brusco del ritmo cardiaco al que el intervalo QT debe adaptarse. Se
comprueba que el tiempo medio de respuesta es de algo más de medio minuto cuando se trata
de una aceleración del ritmo, mientras que alcanza casi un minuto para las deceleraciones. Estos
resultados sientan las bases para el análisis QT/RR dinámico en otros estudios cĺınicos.

Por otra parte, se analiza la depolarización cardiaca como herramienta para la monitorización
de la isquemia. Se propone la cuantificación de las pendientes y las amplitudes del complejo QRS.
En estudios previos publicados en la literatura se sugiere la evaluación de las componentes de
alta frecuencia del QRS como método para detectar cambios isquémicos que no se manifiestan a
través de una desviación del segmento ST. Mientras que dicha técnica requiere del promediado
de señal, la medición de las pendientes que se propone en esta tesis supone una alternativa más
robusta, ya que puede calcularse directamente a partir del ECG. De manera más importante,
los ı́ndices propuestos muestran una sensibilidad a la isquemia mayor que la de la alta frecuencia
y la de otros ı́ndices tradicionalmente empleados para el diagnóstico. Los resultados se basan
en datos tanto simulados como reales, obtenidos de pacientes sometidos a una operación de
angioplastia coronaria, por lo que aportan información cĺınica útil.



Abstract

In the present PhD thesis processing techniques applied to the electrocardiographic signal (ECG)
are studied with the purpose of investigating the repolarization and depolarization periods of
the cardiac cycle.

As far as cardiac repolarization is concerned, a variety of clinical studies have acknowledged
a close link between abnormalities in that period and the genesis of malignant arrhythmias
that can lead to sudden cardiac death. In this thesis, different approaches for the analysis of
repolarization reported in the literature are first reviewed and, subsequently, a new approach
for its characterization is proposed through the analysis of the relationship between two ECG
intervals: QT and RR.

A model is formulated to describe the QT/RR relationship in which the time series of RR
intervals is considered to be the input signal to a system, the QT series is considered to be its out-
put and the system is assumed to be composed of two blocks. The first block is a time-invariant
FIR filter that describes the memory of the QT interval and allows to quantify its hysteresis.
The second block is a nonlinear time-invariant biparametric function which is selected from a
set of ten different regression models representative of a wide spectrum of physiologically plau-
sible QT/RR patterns and it is used to describe the QT interval evolution with respect to the
weighted RR measurement (RR) obtained at the output of the first subsystem. With the aim
of identifying each of the two blocks only from the knowledge of the input (RR) and output
(QT ) signals, the characteristics of the formulated inverse problem are analyzed and the need of
incorporating constraints, both for guaranteeing uniqueness of the solution and for being able to
extract adequate clinical interpretations, is shown. Also, the ‘ill-posed’ condition of the problem
is studied and regularization is proposed as a form of stabilizing its solution. The estimation of
the system parameters is performed both from the deterministic and the Bayesian perspectives.
Different estimators in each of these categories are reviewed and their characteristics for solving
the type of problems formulated in this thesis are examined. The performance of the estimators
is evaluated using data simulated under realistic conditions and considering a variety of possi-
ble characteristics related to linearity and/or randomness of the defined system. Circumstances
under which deterministic and Bayesian estimators lead to coincident results are studied. In-
dications are given for choosing the estimator to be used in the resolution of the identification
problem when considering real ECG recordings.

The proposed methodology is applied to characterize the QT/RR relationship in post-MI
patients randomized to amiodarone (an antiarrhythmic drug) or to placebo which were followed-
up during a mean time of two years. The hysteresis profile that quantifies the influence of
previous RR intervals on each QT measurement is individually derived for each patient. Using
those profiles the QT adaptation time is calculated, being in mean around two and a half
minutes, even though there is a high inter-subject variability over patients. A set of risk markers
is proposed and their high capacity for risk stratification among patients on amiodarone is
shown. The results obtained with this analysis suggest that QT/RR relationship can be used to
prospectively evaluate the efficacy of therapy with amiodarone.

The initially proposed model is later on extended to deal with time-varying environments.
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The dynamic model lets both the QT interval hysteresis, represented through the FIR filter,
and the function relating QT and RR have temporal dependence. The QT/RR function is now
assumed to be represented by a P -th order Taylor polynomial in a neighbourhood of each RR
measurement. This extended model is proposed with the aim of being able to detect repolari-
zation heterogeneities that occur at isolated time intervals. For the formulated nonstationary
inverse problem, the incorporation of constraints and the need of regularization are both analy-
zed. The fundamentals of estimation theory based on state-space representations, both linear
and nonlinear, are reviewed and implementations of some Kalman-based filters are deduced
for the type of problems dealt with in this thesis. Three different methodologies are proposed
for solving the nonstationary identification problem: the first one is based on linearization th-
rough Volterra series expansion and subsequent formulation of the problem by means of a linear
state-space representation that is solved using the Kalman filter; the other two methodologies
deal with a nonlinear state-space problem and make use of the extended Kalman filter or the
unscented Kalman filter, respectively, to solve it. The three methodologies include an iterative
technique for the estimation of the noise covariance matrices of the state-space representations.
The performance of the proposed methodologies is assessed using simulation tests designed under
different conditions on the system to be identified. Indications are given to select the metho-
dology that, founded on the characteristics of the formulated problem, is considered to be the
most appropriate.

The time-varying analysis of the QT/RR relationship is applied to the study of ECG recor-
dings obtained from healthy subjects during a protocol of body postural changes. Each postural
change is usually followed by an abrupt change in heart rate to which the QT interval needs
to adapt. It is shown that the mean adaptation time of the QT interval is slightly over half a
minute when there is an acceleration in rate, while it is close to one minute for a deceleration.
These results set up the basis for the dynamic QT/RR analysis in other clinical studies.

On the other hand, this PhD thesis is also focused on the analysis of cardiac depolarization as
a tool for ischemia monitoring. Quantification of the amplitudes and slopes of the QRS complex
is proposed for that purpose. Previous clinical studies have suggested the use of the QRS high-
frequency components as a method for detecting ischemic changes not manifested by a deviation
of the ST segment. While that technique requires signal averaging, QRS slopes can be measured
from the standard ECG directly, thus constituting more robust indices. More importantly, it
is shown in this thesis that the sensitivity to ischemia of the proposed indices is substantially
higher than that of the high-frequency analysis as well as that of other ECG indices traditionally
used for clinical diagnosis. The results of our study are based on both simulated data and real
data obtained from patients undergoing an angioplasty procedure, thus providing useful clinical
information.
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1.1.3 Diagnóstico y tratamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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ÍNDICE GENERAL xiii

7 Análisis de amplitudes, pendientes y alta frecuencia del QRS 163

7.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

7.2 Preprocesado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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6.2 Las gráficas (a) y (b) muestran las series de intervalos RR y QT de un segmento
seleccionado de la figura 6.1 que presenta un cambio notable en el ritmo cardiaco.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Enfermedades cardiovasculares

Las enfermedades cardiovasculares representan la primera causa de muerte y de enfermedad en
todos los páıses industrializados. En páıses en v́ıas de desarrollo, las enfermedades infecciosas
son hasta la fecha el principal factor de mortalidad, pero se calcula que para el año 2010 éstas
ya habrán sido superadas por los trastornos cardiovasculares [1]. Los expertos sugieren que estos
hechos son un reflejo del cambio en los hábitos de vida: dieta poco equilibrada, falta de actividad
f́ısica y consumo de tabaco entre otros. En Estados Unidos, uno de los páıses donde la prevalencia
de la enfermedad es mayor, las últimas estad́ısticas publicadas por la American Heart Association
[2] hablan de 70 millones de americanos afectados por problemas cardiovasculares, de los cuales
más de dos tercios son menores de 65 años. En términos de mortalidad, esto conlleva que cada
año se certifiquen en Estados Unidos 1.400.000 fallecimientos por causa cardiovascular, lo que
equivale a una muerte cada 23 segundos. En España se calcula que alrededor de 130.000 personas
mueren cada año por enfermedades cardiovasculares [3].

1.1.1 Arritmias y muerte súbita cardiaca

Una parte importante de las muertes cardiovasculares tienen origen cardiaco y de entre ellas más
de la mitad ocurren de forma inesperada cuando el corazón repentinamente deja de funcionar
(paro cardiaco). En algunos casos pueden presentarse śıntomas tales como palpitaciones, fatiga o
mareo en los minutos previos al colapso, pero en otras muchas ocasiones no hay ningún indicador
de lo que va a ocurrir. La muerte súbita cardiaca (MSC), que es como se denomina a este tipo
de desenlaces fatales, se define como una muerte natural atribuible a causas cardiacas que va
precedida por una pérdida súbita de consciencia y ocurre en un plazo máximo de una hora desde
que se produjo dicha pérdida. También se incluyen en la definición de MSC muertes no testi-
moniadas que ocurren insospechadamente a personas que fueron vistas en condiciones médicas
estables en las 24 horas previas y no hay evidencia de causas extra cardiacas que llevaran a su fa-
llecimiento. El fenómeno causante de la MSC es un mal funcionamiento del sistema eléctrico del
corazón que hace que el ritmo cardiaco se vuelva irregular. Estos trastornos del ritmo, llamados
arritmias, afectan a la capacidad del corazón para bombear sangre y hacerla llegar al cerebro y
al resto del cuerpo. Si el flujo de sangre al cerebro se ve reducido drásticamente durante unos
minutos, se producirá la muerte cerebral, manifestada a través de la pérdida de consciencia, que
posteriormente desembocará en MSC. Por ello, es importante actuar con rapidez, ya que cada
minuto que pasa se reducen en un 10% las posibilidades de supervivencia. El tratamiento de
emergencia incluye la reanimación cardiopulmonar, que permite que la sangre oxigenada circule
y llegue a los distintos órganos, entre ellos el cerebro. Esta reanimación mantiene a la persona
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con vida hasta que puede tratársela con un desfibrilador automático externo, el cual aplica una
descarga eléctrica sobre el corazón mediante la que se restablece un ritmo cardiaco efectivo.

La MSC puede afectar a cualquier persona con independencia de su edad, sexo o estado
f́ısico, si bien es cierto que hay algunos factores que predisponen a padecerla. En concreto, se
encontró que un 80% de las v́ıctimas de MSC presentaban dos o más de sus arterias coronarias
principales obstruidas debido a la formación de placas de ateroma, un fenómeno conocido como
isquemia, que se describe en la sección siguiente.

1.1.2 Enfermedad coronaria

Las arterias coronarias son las encargadas de hacer llegar la sangre al músculo cardiaco. Las
arterias coronarias principales son la arteria coronaria izquierda y la arteria coronaria derecha.
La primera de ellas se ramifica en la arteria circunfleja y la arteria descendente anterior izquierda.
La enfermedad coronaria se produce debido a la formación de placas de ateroma (grasa) en las
arterias coronarias, lo que lleva a un estrechamiento u obstrucción de las mismas.

Si una o más arterias coronarias se han estrechado y la demanda de suministro de sangre
al corazón aumenta, ya sea por una actividad f́ısica o mental, se produce una isquemia de
miocardio. La isquemia puede entenderse, por tanto, como un estado en el que el flujo sangúıneo
a las células cardicas se ve restringido. En ocasiones, esta reducción temporal de flujo causa
dolor o malestar, comúnmente conocido como angina de pecho. Sin embargo, otras veces la
isquemia no se manifiesta de ninguna manera y se le conoce como isquemia silenciosa. Puesto
que la isquemia se asocia con una inestabilidad eléctrica del corazón, puede conducir a arritmias
ventriculares malignas, tales como fibrilación ventricular.

El agravamiento de la isquemia puede desembocar en infarto de miocardio. Éste se produce
cuando una de las arterias coronarias queda totalmente obstruida, impidiendo con ello el flujo
sangúıneo. La interrupción del flujo ocurre debido a una gran acumulación de placa, que en un
momento dado puede romperse y originar un coágulo de sangre que bloquea la arteria. Si la
irrigación de sangre y el suministro de ox́ıgeno se interrumpen durante un periodo de tiempo
prolongado, algunas células cardiacas mueren y el resultado es la disfunción del músculo del
corazón en el área afectada por la falta de ox́ıgeno. Al igual que se ha comentado para la
isquemia, el infarto de miocardio se asocia con inestabilidad eléctrica del corazón, por lo que
aumenta de manera muy notable el riesgo de sufrir arritmias.

1.1.3 Diagnóstico y tratamiento

En relación con las enfermedades que se han descrito en la sección previa, nos proponemos en
esta tesis dos objetivos fundamentales. Por una parte, se plantea la búsqueda de herramientas
que permitan diagnosticar la presencia de enfermedad coronaria. Por otra parte, se plantea la
clasificación de pacientes que ya han tenido un infarto de miocardio de acuerdo con su riesgo
de sufrir procesos arŕıtmicos desencadenantes de MSC, de tal forma que pueda suministrarse el
tratamiento más oportuno en cada caso. A este respecto cabe señalar que, entre los tratamien-
tos que controlan o frenan la aparición de ritmos cardiacos anormales, los más habitualmente
utilizados son los fármacos tales como los beta-bloqueantes u otro tipo de antiarŕıtmicos como,
por ejemplo, la amiodarona. Sin embargo, la medicación por śı sola no es efectiva en todos los
pacientes, por lo que se hace necesario desarrollar técnicas que permitan elucidar en qué pa-
cientes la medicación tiene efectos beneficiosos y en cuáles no. Otro mecanismo que ha supuesto
un gran avance para pacientes de alto riesgo que necesitan tener el ritmo cardiaco monitori-
zado constantemente es el desfibrilador automático implantable (DAI). El DAI es un pequeño
aparato que se implanta debajo de la piel y se conecta al corazón. Su función es la de evaluar
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continuamente el ritmo cardiaco de manera que en el momento en que se detecte alguna he-
terogeneidad pueda realizarse una descarga eléctrica y restaurar aśı el ritmo normal. El mayor
obstáculo asociado con el uso del DAI es su elevado coste económico, lo que hace que sólo uno de
cada cinco pacientes que han sufrido un infarto pueda beneficiarse de este dispositivo. Además,
es una técnica invasiva que presenta efectos añadidos, tales como estrés, depresión o ansiedad
en algunas personas a las que se les ha implantado.

Debe, por tanto, valorarse qué pacientes son los más necesitados de un desfibrilador y, al
mismo tiempo, identificar a aquellos individuos en los que el DAI supondŕıa menos beneficio y
evitarles aśı el desasosiego de tener que vivir con él. Actualmente, la principal técnica empleada
para realizar tal evaluación es el ı́ndice LVEF (Left Ventricular Ejection Fraction). Este ı́ndice,
obtenido del ecocardiograma (un test no-invasivo en el que se usan ondas de ultrasonido para
crear imágenes del corazón), refleja la cantidad de sangre que es capaz de bombear el ventŕıculo
izquierdo en cada contracción. A pesar de ser un buen indicador, numerosos estudios han puesto
de manifiesto las limitaciones derivadas de utilizar sólo este ı́ndice para hacer una estratificación
del riesgo. Otra técnica con alta capacidad para llevar a cabo la estratificación es el Estudio Elec-
trofisiológico (EF), un procedimiento mediante el cual se inducen arritmias de forma controlada
con el fin de conocer el lugar donde éstas se originan, los trastornos que provocan, aśı como la
gravedad y tipo de las mismas. No obstante, esta prueba tiene el inconveniente de ser invasiva,
por lo que el médico tratará primero de obtener la información mediante el uso de técnicas
no invasivas. Una técnica no invasiva de uso generalizado es el electrocardiograma (ECG), que
podrá utilizarse junto con los resultados del ecocardiograma (́ındice LVEF) para llevar a cabo la
estratificación. A partir del electrocardiograma también puede extraerse información cĺınica útil
para el diagnóstico de la isquemia. En lo que sigue se describe más ampliamente esta prueba.

1.2 La señal electrocardiográfica

La señal electrocardiográfica describe la actividad eléctrica del corazón registrada a través de
la colocación de una serie de electrodos sobre la superficie del cuerpo. El ECG resulta una
prueba no invasiva, sencilla y de bajo coste mediante la cual puede extraerse información acerca
de la condición del corazón. Dadas sus caracteŕısticas, el ECG se ha convertido en una de las
herramientas más utilizadas para el diagnóstico cĺınico [4].

Dependiendo del tipo de información que desee extraerse del electrocardiograma, se elige
un tipo u otro de registro. Aśı, si sólo desea estudiarse el ritmo cardiaco, bastará con utilizar
unos pocos electrodos. Si desea obtenerse, además, información acerca de la morfoloǵıa de las
distintas ondas caracteŕısticas del electrocardiograma, suelen emplearse diez electrodos. Con ello,
es posible determinar, por ejemplo, si existen partes del músculo cardiaco que se encuentran
dañadas, si el flujo sanguineo es irregular o si los patrones de actividad eléctrica presentan
anomaĺıas que pueden predisponer al paciente a sufrir arritmias.

Un estudio en profundidad del ECG puede servir para diagnosticar ciertas cardiopat́ıas.
No obstante, debe elegirse en cada caso la forma más apropiada para realizar el diagnóstico.
Aśı, por ejemplo, un paciente con enfermedad coronaria severa que sufre ocasionalmente dolor
(angina) puede presentar un ECG de reposo totalmente normal, mientras que si se le registra
un ECG de prueba de esfuerzo durante la realización de ejercicio f́ısico, pueden evidenciarse las
anormalidades subyacentes. Además, debe tenerse en cuenta que ciertos patrones anómalos en el
ECG pueden no ser espećıficos de una sola cardiopat́ıa, por lo que es necesario contar con técnicas
que permitan extraer información añadida del ECG para poder realizar el diagnóstico. Asimismo
es importante considerar que hay casos de pacientes que tienen śıntomas de enfermedad cardiaca
pero cuyo electrocardiograma es aparentemente normal.

El procesado de señales biomédicas juega un papel fundamental en el desarrollo de técnicas
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que permiten extraer la información cĺınica relevante de la señal de interés a partir de un análisis
automatizado de la misma. En cualquier caso, debe ser el médico el que, apoyándose en los
resultados que se derivan del procesado, tome la decisión final con respecto al diagnóstico del
paciente.

1.2.1 Actividad eléctrica del corazón

El corazón es un órgano muscular cuya función es bombear sangre al resto del cuerpo. Está
dividido en dos partes, izquierda y derecha, las cuales contienen a su vez dos cavidades: la cavidad
superior es de menor tamaño y se denomina auŕıcula, mientras que la inferior, de mayor tamaño,
se denomina ventŕıculo. En la figura 1.1 pueden observarse estas cuatro cavidades. La pared
muscular del corazón se denomina miocardio y en él pueden encontrarse mayoritariamente células
destinadas a realizar un trabajo mecánico, pero también un conjunto de células especializadas
que forman entre śı el llamado sistema de conducción que permite que el impulso eléctrico se
propague por todo el corazón. Cada vez que el impulso recorre el sistema de conducción completo
se genera un ciclo cardiaco.

La propiedad de excitabilidad eléctrica de las células del miocardio da lugar a que se genere
un flujo de iones a través de su membrana que produce un potencial eléctrico variable entre el
interior y el exterior de la célula, conocido como potencial de acción. Tras la excitación eléctrica,
se produce la contracción mecánica. Cada vez que una célula del músculo cardiaco se excita
eléctricamente, el impulso se propaga rápidamente a las células de las regiones que tiene a su
alrededor, alcanzando finalmente a todo el órgano. Durante la excitación, la membrana celular
cambia de polaridad (depolarización) y, tras un tiempo en este estado, las corrientes de iones
vuelven a fluir para hacer que la célula recupere su estado original (repolarización). Estas dos
fases del ciclo cardiaco, que en términos eléctricos se denominan depolarización y repolarización,
se corresponden en términos mecánicos con las fases de contracción y relajación, respectivamente.

El inicio del ciclo cardiaco tiene lugar, en condiciones normales, en un grupo de células si-
tuadas en la parte superior de la auŕıcula derecha que colectivamente se conocen como nodo
seno-auricular (SA). El nodo SA, representado también en la figura 1.1, actúa como el mar-
capasos natural del corazón, pues tiene la propiedad de automaticidad, esto es, de generar
espontáneamente descargas eléctricas que después se propagan al resto de células del miocardio.
Desde el nodo SA el impulso pasa a las auŕıculas, activándose primero la auŕıcula derecha y
posteriormente la izquierda. Después el impulso llega al nodo auŕıculo-ventricular (AV), donde
es retardado para dar tiempo a que la sangre pase de las auŕıculas a los ventŕıculos antes de que
se cierren las válvulas que los separan. El nodo AV transmite el est́ımulo eléctrico por las ramas
derecha e izquierda del haz de His hasta que dicho est́ımulo llega a los ventŕıculos y provoca la
contracción de éstos. Para que los ventŕıculos se contraigan de forma coordinada, el impulso debe
transmitirse rápidamente, lo cual ocurre gracias a una serie de ramas conductoras que terminan
en la red de Purkinje (ver figura 1.1).

Además del nodo SA existen otras células del músculo cardiaco que tienen la propiedad de
automaticidad, por lo que también pueden actuar como marcapasos del corazón. En condicio-
nes normales, estos otros marcapasos quedan inhibidos por la actividad del nodo SA, pero en
ocasiones puede aparecer un foco ectópico, localizado en las auŕıculas o en los ventŕıculos, que
toma el control y determina el ritmo de descarga del impulso eléctrico. Mientras que el ritmo
natural producido por el nodo SA es de 70–80 latidos por minuto, en el caso de las células de las
auŕıculas es de 50–60 latidos por minuto y para los ventŕıculos es de 20–40 latidos por minuto.

La propagación de la actividad eléctrica genera dipolos eléctricos variables en las células del
miocardio, dando lugar a los correspondientes potenciales de acción. La suma de todos estos
potenciales de acción, que se encuentran desfasados en tiempo y en espacio, según el momento
en que se activa cada una de las células del miocardio, originan un campo eléctrico variable en
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Figura 1.1: Sección del corazón donde se muestra su sistema de conducción eléctrica.

la superficie del cuerpo. El potencial total de este campo dependerá del lugar y del instante
temporal en el que se determine el mismo. La señal electrocardiográfica es proporcional a la
señal obtenida al medir la evolución temporal de la diferencia de potencial entre dos puntos de
la superficie del cuerpo o entre un punto y una referencia [5]. Esto se ilustra en la figura 1.2.
Algunas formas estándar para la elección de estos puntos donde medir el potencial se describirán
en detalle en la Sección 1.2.3.1.

1.2.2 Caracterización de la señal electrocardiográfica

1.2.2.1 Caracterización temporal

Puesto que la señal ECG describe la actividad eléctrica del corazón a lo largo del tiempo,
presenta un patrón caracteŕıstico que va repitiéndose con la generación de cada nuevo ciclo o
latido cardiaco. Pueden distinguirse en cada latido cardiaco las siguientes ondas caracteŕısticas:
P, Q, R, S y T, que aparecen temporalmente en el orden indicado, tal como puede apreciarse en
la figura 1.3. A continuación, se describen brevemente estas ondas:

• La onda P es el reflejo de la depolarización de las auŕıculas. Suele tener polaridad positiva
y amplitud inferior a la de las restantes ondas. La ausencia de onda P puede indicar, por
ejemplo, la existencia de un foco ectópico ventricular que prevalece sobre el nodo SA y hace
que la depolarización de las auŕıculas coincida con la depolarización de los ventŕıculos.

• Las ondas Q, R y S forman el complejo QRS, que refleja la depolarización de los ventŕıculos.
La repolarización de las auŕıculas sucede en el mismo periodo temporal, pero, dado que
la masa muscular de éstas es mucho menor que la de los ventŕıculos, no puede apreciarse
su manifestación en el electrocardiograma. Aunque siempre se le denomina complejo QRS,
puede ocurrir que alguna de las tres ondas no esté presente o incluso que exista alguna
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Figura 1.2: Potenciales de acción de distintas regiones del corazón y ciclo cardiaco del ECG
medido sobre la superficie corporal. (Reproducido de [4]).

onda adicional. La morfoloǵıa de este complejo es muy variable y depende en gran medida
del origen del latido cardiaco.

• La onda T representa la repolarización de los ventŕıculos. A diferencia de la onda P y
del complejo QRS, la posición y la duración de la onda T son altamente dependientes del
ritmo cardiaco. En ocasiones la onda T aparece acompañada de otra onda de mucha menor
amplitud, que se denomina onda U, y cuyo origen es incierto.

Además de las ondas descritas, pueden observarse también una serie de intervalos caracte-
ŕısticos dentro de cada latido o entre latidos consecutivos. Éstos se representan en la figura 1.3
y se detallan a continuación:

• El intervalo PR se extiende desde el inicio de la onda P hasta el inicio del complejo QRS e
indica el tiempo que requiere el impulso eléctrico para propagarse desde el nodo SA hasta
los ventŕıculos.

• El intervalo QT representa el tiempo desde que comienza la depolarización de los ven-
tŕıculos hasta que se completa la repolarización de los mismos. Este intervalo vaŕıa muy
sustancialmente con el ritmo cardiaco, acortándose según el ritmo se acelera.

• El intervalo QRS mide la duración del complejo QRS e indica el tiempo total que requiere
la depolarización de los ventŕıculos.

• El intervalo RR se calcula como la distancia entre ondas R de latidos consecutivos. La
determinación de este intervalo es fundamental en la interpretación del electrocardiograma,
pues a partir de él se evalúan el ritmo cardiaco y su variabilidad.

Por último, cabe destacar también:

• el segmento ST, que representa el intervalo durante el cual los ventŕıculos permanecen
depolarizados. Comprende desde el final de la onda S hasta el inicio de la onda T. Sus
cambios suelen asociarse con ciertas condiciones cardiacas.



1.2 La señal electrocardiográfica 15
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Figura 1.3: Latido del ECG con sus ondas e intervalos caracteŕısticos.

• El complejo ST-T abarca el segmento ST y la onda T.

En la tabla 1.1 se muestran los valores t́ıpicos de amplitud (voltaje) de las ondas, aśı como
la duración de algunas ondas e intervalos.

1.2.2.2 Caracterización frecuencial

La señal electrocardiográfica puede también representarse en el dominio frecuencial. En [6] se
analizan las componentes frecuenciales de las ondas caracteŕısticas del ECG. Aunque existen
grandes diferencias dependiendo de cada individuo, del origen del latido o de la derivación
analizada, las componentes frecuenciales del ECG se sitúan aproximadamente entre 0.05 y 40
Hz. Las ondas P y T se considera que tienen componentes frecuenciales hasta 15 Hz, mientras
que en el caso del complejo QRS alcanzan hasta 40 Hz. Esto se muestra en la figura 1.4. No

Cuadro 1.1: Amplitudes de las ondas y duración de los intervalos caracteŕısticos del ECG.

Amplitud Onda P 0.25 mV

Onda Q 25% onda R

Onda R 1.60 mV

Onda T 0.1-0.5 mV

Duración Intervalo PR 0.12-0.20 s

Intervalo QT 0.35-0.44 s

Segmento ST 0.05-0.15 s

Onda P 0.11 s

Complejo QRS 0.06-0.1 s

Intervalo RR 0.6-1.0 s
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Figura 1.4: Espectro de la onda P, complejo QRS y onda T. (Reproducido de [4]).

obstante, la aplicación de técnicas de promediado de señal que reducen en gran medida el ruido
presente en el ECG han permitido demostrar que existen componentes de frecuencias mucho
mayores asociadas a cada una de las ondas. En el caso de la onda P, tales componentes pueden
ser útiles para predecir cierto tipo de arritmias de origen auŕıcular, mientras que en el caso del
QRS ha recibido gran atención el estudio de los potenciales tard́ıos que aparecen en la parte
final del complejo [7].

1.2.3 Adquisición de la señal ECG

1.2.3.1 Electrodos y derivaciones

Para detectar la actividad eléctrica del corazón sobre la superficie corporal se colocan un conjunto
de electrodos pegados a la piel. Los electrodos se ubican de tal forma que las variaciones del
campo eléctrico cardiaco en el espacio y en el tiempo queden adecuadamente reflejadas. Se
denomina derivación a la diferencia de voltaje entre dos puntos de la superficie corporal calculada
a partir de los correspondientes electrodos. Normalmente el ECG se registra utilizando una
configuración con múltiples derivaciones.

Para unificar criterios, los cardiólogos han estandarizado la forma de seleccionar las posi-
ciones donde deben colocarse los electrodos [8]. En la práctica, se consideran 12 derivaciones
estándar, que se calculan a partir de la colocación de 10 electrodos. Las derivaciones se deno-
minan unipolares si miden la variación de voltaje de un electrodo en relación a un electrodo de
referencia, llamado terminal central, cuyo voltaje permanece constante a lo largo del ciclo car-
diaco. Las derivaciones se dicen bipolares si reflejan la diferencia de voltaje entre dos electrodos.
Además de la clasificación de las derivaciones en unipolares o bipolares, entre las 12 estándar
pueden distinguirse 6 que reflejan la actividad eléctrica cardiaca en un plano frontal del cuerpo
humano y otras 6 que recogen la actividad en un plano transversal.

Las 6 derivaciones frontales se calculan a partir de electrodos colocados en la pierna derecha
(RL), la pierna izquierda (LL), el brazo derecho (RA) y el brazo izquierdo (LA). El punto RL
sirve como referencia de voltaje para el amplificador incorporado en el equipo de adquisición,
mientras que los otros tres puntos se utilizan propiamente para definir las derivaciones, tal como
se describe en la tabla 1.2 y se detalla a continuación:

• las tres primeras derivaciones fueron propuestas por Eithoven en 1913 y se denominan
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Figura 1.5: Posiciones de los electrodos para el registro de las derivaciones frontales (izquierda)
y de las derivaciones precordiales (derecha).

derivaciones bipolares de los miembros. Se denotan por I, II y III y se obtienen a partir de
las diferencias entre dos puntos del conjunto {LL, RA, LA} (ver tabla 1.2). Dado que este
conjunto de puntos puede verse como las esquinas de un triángulo equilatero (triángulo
de Eithoven) con el corazón en su centro, las derivaciones I, II y III reflejan la actividad
eléctrica en tres direcciones diferentes del plano frontal separadas entre si 60o (ver figura
1.5). La derivación III puede obtenerse como diferencia entre la II y la I.

• las otras tres derivaciones fueron propuestos por Goldberger y se denominan derivaciones
unipolares aumentadas. Se denotan por aVF, aVL y aVR y se calculan como la diferencia
de voltaje entre una esquina del triángulo de Eithoven y el promedio de las dos restantes,
tal como se indica en la tabla 1.2. Puede apreciarse que las direcciones que describen
estas derivaciones son intermedias a las definidas por las derivaciones I, II y III, siendo el
ángulo de separación 30o. La razón por la que las derivaciones aumentadas se denominan
unipolares es que puede considerarse que se miden en un electrodo y el promedio de los
otros dos sirve como referencia. Estas derivaciones aVF, aVL y aVR pueden obtenerse
directamente a partir de combinaciones lineales de las derivaciones I y II.

Las otras 6 derivaciones que reflejan actividad en un plano transversal al torso fueron pro-
puestas por Wilson y se denominan derivaciones unipolares precordiales. Se denotan por V1, V2,
V3, V4, V5 y V6 y se calculan a partir de electrodos colocados en posiciones vi, i = 1, . . . , 6
localizados en la pared torácica anterior y lateral izquierda (ver figura 1.5). Se denominan uni-
polares porque cada una de ellas representa la diferencia de voltaje entre el electrodo vi y un
punto llamado central terminal de Wilson cuyo voltaje es el promedio entre los de los puntos
RA, LA y LL (ver tabla 1.2).

En ocasiones, en lugar de las 12 derivaciones estándar, se emplean otras configuraciones.
Entre estas otras cabe destacar el sistema de derivaciones ortogonales o de Frank (X, Y, Z),
que reflejan la actividad eléctrica en tres direcciones perpendiculares (ver figura 1.6). Para su
evaluación, se consideran electrodos colocados en diferentes puntos del cuerpo (A, C, E, I, M, F,
H) y una determinada red de resistencias (ver figura 1.6) a partir de las cuales se calculan X, Y,
Z (ver tabla 1.2). En otras ocasiones, se utilizan las derivaciones X, Y, Z sin corregir, calculadas
directamente a partir de electrodos en los ejes x, y, z.

Se han propuesto en la literatura transformaciones que permiten sintetizar las 12 derivaciones
estándar a partir de las 3 ortogonales y viceversa. Entre estas transformaciones la más utilizada
es la de Dower [10,11].
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Figura 1.6: Derivaciones ortogonales X, Y, Z, junto a la red de resistencias necesarias para su
cálculo. (Reproducido de [9]).

Cuadro 1.2: Derivaciones normalizadas a partir de las posiciones de los electrodos.

Tipo de Derivación Electrodos Definición

Bipolares RL, LL, RA, LA I = LA - RA

II = LL - RA

III = LL - LA

Aumentadas RL, LL, RA, LA aVR = RA - 0.5 (LA + LL)

aVL = LA - 0.5 (LL + RA)

aVF = LL - 0.5 (LA + RA)

Unipolares v1, v2, ..., v6 V1 = v1 - (LA + RA + LL)/3

V2 = v2 - (LA + RA + LL)/3

V3 = v3 - (LA + RA + LL)/3

V4 = v4 - (LA + RA + LL)/3

V5 = v5 - (LA + RA + LL)/3

V6 = v6 - (LA + RA + LL)/3

Ortogonales I, E, C, A, M, H, F X = 0.610 A + 0.171 C - 0.781 I

Y = 0.655 F + 0.345 M - 1.000 H

Z = 0.133 A + 0.736 M - 0.264 I

- 0.374 E - 0.231 C
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1.2.3.2 Ruidos e interferencias en el ECG

La señal electrocardiográfica aparece normalmente contaminada por una serie de ruidos e inter-
ferencias, que pueden ser tanto de origen técnico como fisiológico. A continuación se describen
las más habituales:

• Interferencias producidas por la red eléctrica.

Los campos electromagnéticos originados por la red de distribución eléctrica suponen una
fuente de interferencias que habitualmente acompaña a la señal ECG. Aunque pueden
tomarse algunas precauciones a la hora de realizar el registro, tales como evitar en lo
posible la presencia de equipos electrónicos en la habitación de registro, esto puede no ser
suficiente. Las frecuencias de la señal de interferencia electromagnética (IEM) se encuentran
alrededor de 50–60 Hz, por lo que se hace necesario utilizar técnicas de procesado de señal,
tales como filtros elimina-banda apropiadamente diseñados, que rechacen la señal IEM y
dejen la señal ECG limpia para su posterior análisis.

• Ruidos del sistema de adquisición.

El sistema utilizado para la adquisición de la señal electrocardiográfica puede también
introducir ruido debido a los dispositivos y a las resistencias que contiene. Normalmente
estos ruidos pueden eliminarse diseñando apropiadamente el equipo.

• Variaciones de ĺınea de base.

La variación de la ĺınea de base es una señal de baja frecuencia que se superpone a la
señal de interés, haciendo que la ĺınea isoeléctrica de ésta deje de estar bien definida. Esta
variación puede deberse a la respiración, a movimientos corporales o a un mal contacto
entre los electrodos y la piel. Su contenido frecuencial suele quedar siempre por debajo de
1 Hz. Existen diferentes técnicas de procesado de señal para su eliminación.

• Artefactos de movimiento de los electrodos.

Estos artefactos se generan debido al movimiento brusco de los electrodos. Se manifiestan
en el ECG a través de ondas de amplitud elevada que en ocasiones pueden confundirse
con complejos QRS. Su contenido espectral suele encontrarse entre 1 y 10 Hz. Son una
fuente de ruido importante, sobre todo en registros ambulatorios, donde generan falsas
detecciones de latidos.

• Ruido debido a otras señales biológicas.

La señal electromiográfica (EMG), que describe la actividad eléctrica de los músculos,
actúa, a efectos de análisis del ECG, como ruido. Este ruido puede verse claramente en
registros ECG de prueba de esfuerzo aśı como en registros ambulatorios. Puede aparecer de
forma aislada en ciertos instante del registro, por ejemplo debido a un movimiento brusco
del cuerpo, o puede también presentar propiedades más estacionarias. Sus componentes
frecuenciales se solapan con las del QRS, aunque también llegan hasta frecuencias más
altas. Su presencia puede reducirse aprovechando la propiedad de recurrencia de los latidos
y llevando a cabo promediados de éstos.

1.2.3.3 Tipos de registros

En este apartado se presentan dos aplicaciones cĺınicas del ECG de entre la gran variedad que
existen en la actualidad [4]. Cada una de las aplicaciones sirve para un determinado propósito,
tal como se describe a continuación:
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• Registros ambulatorios.

Los registros de ECG ambulatorios se utilizan habitualmente para identificar pacientes
con riesgo elevado de sufrir muerte súbita cardiaca tras haber superado un infarto de
miocardio. También se utilizan sobre pacientes a los que se les ha tratado con un fármaco
antiarŕıtmico y desea evaluarse su respuesta a la terapia. La monitorización ambulatoria
supone la grabación del ECG mientras el paciente realiza sus actividades diarias normales
en un periodo no inferior a 24 horas. Durante este tiempo, el paciente lleva consigo un
pequeño equipo de registro en el que se va almacenando la señal electrocardiográfica.
Normalmente se utiliza una configuración de 3 derivaciones, ya que la de 12 derivaciones
estándar resulta inviable por la gran cantidad de datos que seŕıa necesario guardar. Se
le pide al paciente que anote en un diario las actividades realizadas aśı como cualquier
śıntoma que pudiera notar, para después correlar los hallazgos derivados del análisis del
registro con los eventos anotados por el paciente. Este tipo de registros suelen también
denominarse Holter, que es el nombre del f́ısico que los inventó.

Una vez que los datos se descargan del equipo portable a un ordenador, puede procederse
a procesar la señal ECG. El objetivo suele ser el diagnóstico de arritmias, aunque también
la monitorización Holter se considera importante para la detección de isquemia silenciosa
a través del análisis de la desviación del segmento ST.

• ECG de alta resolución.

Durante muchos años, se ha considerado sólo información del electrocardiograma extráıda
de ondas cuya amplitud fuera considerable (por encima de 20 ó 30 μV), mientras que
aquellas otras ondas de unos pocos microvoltios de amplitud eran ignoradas para el análisis.
Con la electrocardiograf́ıa de alta resolución y la introducción de técnicas de promediado
de señal ha quedado demostrado que es posible reducir en gran medida el nivel de ruido y
obtener información a partir de señales del orden de 1 μV, denominadas micropotenciales.
La duración de los registros de alta resolución debe ser mayor que la de los ECG de reposo,
donde bastan unos 10 s, pues debe garantizarse que se dispone de un número suficiente de
latidos para el promediado, que se realiza con objeto de reducir el nivel de ruido hasta un
nivel aceptable.

Puesto que desean examinarse componentes de alta frecuencia de la señal, la frecuencia
de muestreo con la que se registran los ECG de alta resolución es de al menos 1 kHz.
Algunos segmentos que se consideran de interés en el análisis de este tipo de registros
son: la onda P, el intervalo PR, el complejo QRS entero o el intervalo que comprende la
parte final del complejo QRS y el segmento ST, donde pueden aparecer los denominados
potenciales tard́ıos, cuya investigación puede servir para identificar pacientes con riesgo
arŕıtmico elevado.

1.3 Objetivos y organización de la memoria

La presente tesis doctoral se subdivide en dos bloques claramente diferenciados. El primer bloque
se centra en el análisis de la repolarización cardiaca y comprende los Caṕıtulos 2 a 6. El segundo
bloque, dedicado al estudio de la depolarización cardiaca, cubre los Caṕıtulos ?? y 7.
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Análisis de la repolarización cardiaca

ElCaṕıtulo 2 de esta tesis se dedica la revisión de distintas formas propuestas en la literatura
para caracterizar la repolarización cardiaca. Se analizan las aportaciones de cada una de ellas
en la detección de condiciones favorables para el desarrollo de arritmias malignas y, a su vez, se
describen las limitaciones asociadas.

En los Caṕıtulos 3, 4, 5 y 6 de esta tesis, la repolarización cardiaca se investiga a través de
la relación entre dos intervalos caracteŕısticos del ECG: el intervalo QT , que es una manifesta-
ción de la duración global de la repolarización, y el intervalo RR, que es el inverso del ritmo
cardiaco. Numerosos estudios en la literatura han puesto de relieve la estrecha relación existente
entre los intervalos QT y RR, pero no se ha presentado hasta la fecha una forma robusta de
caracterizar tal relación de modo que pueda aplicarse individualizadamente para cada sujeto y
cada situación de análisis. En esta tesis partimos de la hipótesis de que cada medida de QT está
relacionada con una historia de intervalos RR previos y modelamos esta dependencia a través
de un promediado ponderado de dichos intervalos que denotamos por RR. Para tener en cuenta
las diferencias interindividuales, consideramos que la ponderación de estos intervalos puede ser
diferente para cada sujeto. También asumimos que la función (no necesariamente lineal) que
relaciona el intervalo QT con su correspondiente medida RR es espećıfica de cada sujeto.

En el Caṕıtulo 3 de esta memoria se describe el sistema propuesto para modelar la relación
QT/RR. La señal de entrada a dicho sistema es la serie temporal de intervalos RR del registro
que desea analizarse y la señal de salida es la serie de intervalos QT . El sistema se asume
compuesto de dos bloques. El primer bloque es un filtro FIR invariante en el tiempo que define
la histéresis o influencia de intervalos RR previos sobre cada QT . El segundo bloque es una
función no lineal invariante en el tiempo parametrizada a través de dos escalares y mediante ella
se explica la evolución del intervalo QT para distintos valores de RR. En esta tesis proponemos,
para este segundo bloque, la consideración de diez modelos de regresión biparamétricos distintos
de tal forma que pueda elegirse para cada paciente el que resulte más apropiado de acuerdo con
sus caracteŕısticas individuales. El objetivo último que nos proponemos en este caṕıtulo es la
identificación de cada uno de los dos bloques mencionados, cuya interpretación puede ser de gran
ayuda para la aplicación cĺınica. Con este fin, planteamos la utilización de diversos estimadores,
tanto deterministas como estocásticos, y hacemos una valoración de las condiciones bajo las
cuales resulta más adecuado uno u otro estimador. La valoración se lleva a cabo a través de
un conjunto de simulaciones realizadas en un entorno similar al que puede encontrarse en el
análisis de registros reales. En el caso de que el modelo de regresión que relaciona QT y RR
sea lineal, proporcionamos expresiones cerradas de los estimadores, mientras que, cuando se
trata de modelos no lineales, proponemos métodos numéricos para la búsqueda de soluciones.
Como conclusión de este caṕıtulo se dan las indicaciones necesarias para resolver el problema de
identificación planteado cuando se analizan datos reales.

En el Caṕıtulo 4 se aplica la metodoloǵıa desarrollada en el Caṕıtulo 3 para investigar la
relación QT/RR en registros de la base de datos EMIAT. Esta base de datos contiene registros
de pacientes que han sobrevivido a un infarto agudo de miocardio y a los cuales se les ha
practicado un seguimiento cĺınico posterior durante un tiempo medio de aproximadamente 2
años. Algunos de los pacientes recibieron de forma aleatorizada tratamiento con amiodarona,
un fármaco antiarŕıtmico, mientras que los restantes pacientes recibieron placebo. Para cada
paciente, se deriva un perfil de histéresis, que indica la influencia que sobre el intervalo QT
ejercen cada uno de los intervalos RR previos, y a partir de dicho perfil se calcula una medida del
tiempo de adaptación requerido por el intervalo QT . A partir del análisis realizado, se proponen
una serie de marcadores de riesgo para los cuales se investiga su capacidad en la estratificación
del riesgo de muerte arŕıtmica y en la evaluación prospectiva de la eficacia del tratamiento con
amiodarona. Esto permite identificar a los pacientes que, aunque con riesgo arŕıtmico alto, no
se estén beneficiando de la terapia y para los cuales seŕıa recomendable la implantación de un
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desfibrilador.

En el Caṕıtulo 5 se considera la estimación tiempo-variante de la relación QT/RR. En
los caṕıtulos previos se ha asumido que tal relación no vaŕıa a lo largo del tiempo durante el
cual se lleva a cabo el registro y, en consecuencia, se han propuesto sistemas tiempo-invariantes
para modelarla. Sin embargo, existen muchas situaciones en las que la forma de dependencia
puede variar muy sustancialmente para distintos instantes de un mismo registro y su análisis
diferenciado puede mostrar información cĺınica relevante. En el presente caṕıtulo se propone
una metodoloǵıa para analizar dinámicamente la relación entre los intervalos QT y RR, donde
el sistema propuesto para el modelado es una generalización del descrito en el Caṕıtulo 3, con
la particularidad de que sus parámetros tienen ahora dependencia temporal. En este caṕıtulo se
proponen dos metodoloǵıas distintas para llevar a cabo la estimación simultánea de todos los
parámetros del sistema. Una de las metodoloǵıas se basa en linealizar el problema planteado
mediante la utilización de series de Volterra y posteriormente aplicar el filtro de Kalman para
realizar la estimación. La segunda metodoloǵıa trata directamente con la estimación no lineal
y considera el filtro de Kalman extendido y el filtro de Kalman ‘unscented’ para la estimación.
Se evalúan estas distintas metodoloǵıas mediante la generación de datos simulados y se exponen
las correspondientes conclusiones acerca de su idoneidad para el análisis de series QT y RR
extráıdas de registros reales.

En el Caṕıtulo 6 se aplica el modelado QT/RR tiempo-variante para el análisis de registros
obtenidos de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales. Cada uno
de estos cambios va normalmente seguido de un cambio brusco del ritmo cardiaco, por lo que se
dispone de un escenario muy apropiado donde analizar la respuesta dinámica del intervalo QT.
Asimismo, dado que el modelo propuesto es general, puede utilizarse también para analizar la
dependencia de otros ı́ndices de la repolarización respecto del ritmo cardiaco. En particular, en
este caṕıtulo se considera también la relación Ta/RR, donde Ta mide la amplitud de la onda T
del electrocardiograma, la cual se ha visto en estudios previos que crece con el ritmo. Se estudia
la adaptación del intervalo QT y del ı́ndice Ta separadamente ante aceleraciones y deceleraciones
del ritmo.

Análisis de la depolarización cardiaca

En el Caṕıtulo ?? se hace una revisión de algunas de las técnicas propuestas en la lite-
ratura para abordar la detección de la isquemia de miocardio a partir de ı́ndices derivados del
electrocardiograma. Se analizan las ventajas e inconvenientes que presentan cada una de ellas.

En el Caṕıtulo 7 se ahonda en la investigación de la depolarización cardiaca a partir del
análisis de las amplitudes y las pendientes del complejo QRS del ECG estándar. Se parte de
la hipótesis de que durante una fase avanzada de la isquemia, tras varios minutos de oclusión
coronaria, las propiedades electrofisiológicas de las células del miocardio se ven alteradas, redu-
ciéndose tanto la velocidad de la fase 0 como la amplitud de sus potenciales de acción, lo que
creemos puede manifestarse en el ECG a través de una reducción de las amplitudes y pendientes
del QRS. La aplicación cĺınica se realiza sobre registros de la base de datos STAFF-III obtenidos
de pacientes sometidos a una intervención de angioplastia coronaria. Esta intervención genera
una isquemia inducida de la que se conoce su comienzo y su duración. Se compara la actuación
de los ı́ndices de amplitud y pendiente sugeridos en este estudio con la de otros ı́ndices habi-
tualmente considerados en la literatura. Asimismo, se propone en este caṕıtulo un estudio de
simulación con el que se determinan los tipos de cambios en el complejo QRS que explican los
resultados obtenidos.

Los resultados derivados de esta tesis han dado lugar a 6 art́ıculos de revista, un caṕıtulo de
libro, 2 conferencias invitadas en symposiums internacionales y 15 contribuciones en congresos
internacionales, tal como se recoge en el apartado de Publicaciones de esta memoria. Actualmente
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hay 2 manuscritos que han sido remitidos para su posterior publicación en revista.
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Caṕıtulo 2

Revisión del análisis de la
repolarización cardiaca

2.1 Interés del estudio de la repolarización

En la actualidad existe un interés creciente en el estudio de la repolarización ventricular por su
potencial valor para identificar pacientes con alto riesgo de sufrir procesos arŕıtmicos malignos
desencadenantes de muerte súbita cardiaca [12,13,14,15,16,17,18]. El v́ınculo existente entre las
heterogeneidades de la repolarización ventricular y la génesis de arritmias ha quedado demos-
trado tanto en modelos experimentales como en estudios cĺınicos [19, 20]. Sin embargo, no ha
quedado establecida en la literatura una forma robusta de identificar aquellas alteraciones de la
repolarización que pueden considerarse potencialmente dañinas. Más aún, los ı́ndices de estratifi-
cación que se han establecido como válidos en una determinada población a menudo resultan de
poca utilidad en otra población distinta. Esto ha contribuido a que durante las últimas décadas,
y en especial en los últimos años con el desarrollo de nuevas técnicas de procesado aplicadas a la
señal electrocardiográfica, hayan surgido distintas formas de caracterizar la repolarización con el
objetivo de ayudar a detectar anormalidades potencialmente arritmogénicas. Entre tales formas
cabe destacar la relación QT/RR [21,22,23], la dispersión del intervalo QT [24] o la morfoloǵıa
de la onda T [25].

2.2 Descripción del intervalo QT

El intervalo QT (medido desde el inicio del complejo QRS hasta el final de la onda T) puede
verse como la duración de la manifestación en el ECG de superficie de los periodos de depola-
rización y repolarización ventricular, si bien sus variaciones se asocian fundamentalmente a la
repolarización. Existen una gran cantidad de factores fisiológicos que influencian la duración del
intervalo QT , entre los que se encuentran la edad, el sexo [26], los cambios ćıclicos en el meta-
bolismo hormonal y electroĺıtico y, de manera más importante, el ritmo cardiaco y la actividad
del Sistema Nervioso Autónomo (SNA).

La observación de que el intervalo QT vaŕıa con el ritmo cardiaco se remonta incluso a
antes de la invención de la electrocardiograf́ıa, la cual data de 1887 con la publicación del
trabajo de Waller [27]. Para entonces Thurston [28] y Garrod [29] ya hab́ıan demostrado en
registros esfigmográficos que la śıstole del corazón vaŕıa al cambiar el pulso cardiaco. Desde la
introducción de la electrocardiograf́ıa, la relación entre el intervalo QT (inicialmente denominado
śıstole eléctrica) y el intervalo RR (inverso del ritmo cardiaco) ha sido investigada extensamente
[30,31,32,33,34]. En estudios experimentales recientes en los que el SNA se mantiene en estado de
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relativo reposo, se ha demostrado que las variaciones en el intervalo QT se deben exclusivamente
a variaciones en el RR [35, 36, 37]. Sin embargo, en estados de activación autonómica, se sabe
que el SNA influye tanto sobre el nodo sinusal como sobre el miocardio ventricular [38]. El efecto
sobre el nodo sinusal provoca variaciones en el ritmo cardiaco, que a su vez conllevan variaciones
en el QT . Pero, al mismo tiempo, la acción directa del SNA sobre el miocardio ventricular supone
alteraciones en la duración de la repolarización y, en consecuencia, en el intervalo QT [39, 40].

La evaluación de las influencias autonómicas, tanto directas como indirectas, sobre el QT
puede ayudar a explicar la predisposición de algunos pacientes a padecer arritmias ventriculares
malignas y con ello contribuir a mejorar su diagnóstico [41]. Para llevar a cabo esta evaluación
se han propuesto en la literatura aproximaciones muy variadas, tales como las que se describen
en las Secciones 2.4.1 a 2.4.5.

2.3 Descripción de la onda T

La onda T del electrocardiograma es una manifestación del proceso de repolarización ventricular,
esto es, del fenómeno electrofisiológico asociado a la recuperación de las células cardiacas tras
su excitación o depolarización. Tanto la forma de la onda T como su duración y su localización
temporal son función de una serie de variables entre las que cabe citar el tamaño y la estructura
de los ventŕıculos, el ritmo cardiaco y la distribución y duración de los potenciales de acción.

El ritmo cardiaco y sus variaciones influyen sensiblemente en las caracteŕısticas de la onda T.
Conforme el ritmo aumenta, la onda T se estrecha y su posición se acerca a la del complejo QRS.
Además, la forma de la onda T, que depende de la secuencia de activación de los ventŕıculos,
resulta muy diferente durante ritmo sinusal normal frente a la que se observa, por ejemplo,
durante marcapaseado ventricular o en episodios de taquicardia ventricular.

Por otra parte, la onda T está afectada por la distribución heterogénea de los potenciales de
acción, ya que la repolarización puede comenzar o acabar en distintos instantes para distintas
zonas del ventŕıculo. Asimismo, los potenciales de acción pueden tener distinta duración y mor-
foloǵıa según la zona del miocardio, lo cual se refleja también en las ondas T observadas a nivel
de superficie.

Además de los mencionados factores, las distintas enfermedades cardiacas introducen cam-
bios espećıficos en la onda T que reflejan las anormalidades electrofisiológicas propias de la
enfermedad. Esto puede ser aprovechado en la práctica cĺınica tanto para llevar a cabo un diag-
nóstico como para realizar un seguimiento y comprobar la efectividad de un tratamiento. En la
Sección 2.4.6 se describen algunos indicadores propuestos en la literatura para caracterizar la
onda T y evaluar sus alteraciones.

2.4 Aproximaciones propuestas para investigar la repolarización
cardiaca

2.4.1 Bloqueos del Sistema Nervioso Autónomo

La repolarización cardiaca se analiza en algunos trabajos propuestos en la literatura [35,38,41,42,
43] a través del estudio del efecto que sobre el intervalo QT tiene el hecho de bloquear una o las
dos ramas del SNA, simpático y parasimpático. Las condiciones en las que se llevan a cabo este
tipo de exploraciones van desde la medición en ritmo sinusal (espontáneo) [35,38,41] a la medición
durante marcapaseado [35, 38, 42, 43], que mantiene el ritmo cardiaco a un nivel fijo y permite
de ese modo evaluar sólo la influencia directa del tono autonómico. En [38, 39] se demuestra
que, en sujetos sanos, el suministro de atropina (bloqueo de la actividad parasimpática) o de
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atropina más propanolol (bloqueo autonómico completo) tienen un efecto sobre el intervalo QT
independiente del ritmo cardiaco, lo que pone de manifiesto la existencia de una mediación
directa del tono vagal (parasimpático) sobre la repolarización del miocardio ventricular. En
[41] se analizan registros de sujetos normales en tres situaciones separadamente: realización de
ejercicio f́ısico, inyección de atropina e infusión de isoproterenol (agente bloqueante de la rama
simpática). Se observa que, para un determinado incremento del ritmo cardiaco, el isoproterenol
provoca un acortamiento del intervalo QT mucho menor que el inducido por el ejercicio o la
atropina, demostrando aśı que el SNA afecta al miocardio ventricular directamente y no sólo a
través del ritmo cardiaco. Idénticos resultados se confirman en [44] en una investigación realizada
en las mismas circunstancias que [41]. En la misma ĺınea, se demuestra en [42] que la pendiente
obtenida de ajustar linealmente las series de QT y RR es significativamente menor cuando se
produce un bloqueo autonómico completo en comparación con la que se observa en condiciones
basales o en estado vagal (bloqueo del simpático). Con ello se confirma que, además de la
dependencia del QT respecto del ritmo cardiaco, existe una influencia del SNA sobre el QT
incorrelada con el ritmo y, esencialmente, de su rama parasimpática. Esta misma conclusión se
extrae del estudio que se describe en [43].

En otros trabajos propuestos en la literatura, el bloqueo no se lleva a cabo a nivel farmacoló-
gico sino que se realiza mediante la interrupción de la neurotransmisión a nivel de los ganglios. A
modo de ejemplo, en [45] se consideran registros de individuos antes y después de la interrupción
de la actividad simpática y parasimpática. Se analizan tres grupos distintos de sujetos: volun-
tarios sanos, pacientes con MSA (atrofia que reduce el tono simpático) y pacientes con PAF
(enfermedad autonómica pura que conlleva niveles muy bajos del tono simpático). Se demuestra
que el bloqueo autonómico provoca en todos los individuos una prolongación del intervalo QT ,
llegando a alcanzar en los voluntarios sanos niveles cercanos a los observados en los pacientes
PAF antes del bloqueo. De nuevo, se pone de manifiesto el papel activo que juega el SNA en la
modulación de la repolarización ventricular.

2.4.2 Variabilidad del QT

Otra forma de abordar el estudio de la regulación de la repolarización ventricular a través del
SNA es mediante el análisis espectral de las series de intervalos RR y QT medidos latido a latido.
En [46,47] se lleva a cabo el análisis espectral con el objetivo de evaluar los efectos autonómicos
sobre el nodo sinusal y el miocardio ventricular. En los dos estudios se confirma la existencia
diferenciada de ambas modulaciones autonómicas, en [46] sobre sujetos sanos y en [47] sobre pa-
cientes con enfermedad cardiovascular. En [48] Almeida et al., extendiendo el modelo propuesto
por Porta et al. [49], presentan un método robusto para cuantificar la variabilidad del intervalo
QT (QTV) no correlada con el ritmo cardiaco y demuestran que, en sujetos sanos, tal fracción
representa alrededor de un 40% de la variabilidad total del QT . Tales resultados indican que
una parte importante de las variaciones de la repolarización no quedan determinadas a través
del ritmo cardiaco y sugieren una acción directa del SNA sobre el intervalo QT . Además, la
fiabilidad del método propuesto en [48], avalado por los estudios de simulación realizados, per-
miten que en un futuro dicha técnica pueda aplicarse en estudios cĺınicos con el fin de dilucidar
si la fracción de QTV no correlada con el RR es significativamente distinta en sujetos sanos
y pacientes con algún tipo de patoloǵıa cardiaca. Otra forma de evaluar la variabilidad de la
repolarización en relación con las fluctuaciones del ritmo cardiaco se presenta en [50,51], donde
se propone un ı́ndice, denominado QTV I, que cuantifica la magnitud relativa de QTV respecto
de la variabilidad del ritmo cardiaco (HRV). A través de dicho ı́ndice se demuestra que los pa-
cientes con cardiomiopat́ıa dilatada, tanto de etioloǵıa isquémica como no isquémica, presentan
una mayor variabilidad de la repolarización [50]. Asimismo, en [52] se comprueba que la cardio-
miopat́ıa hipertrófica también se asocia con mayores valores del ı́ndice QTV I. En otro trabajo
[53] llevado a cabo sobre pacientes sometidos al estudio electrofisiológico, se verifica que el ı́ndice
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QTV I tiene una mayor capacidad para identificar pacientes con paro cardiaco que el propio EF
y que otros estratificadores de riesgo propuestos en la literatura. Por último, cabe destacar que
un aumento en el grado de variabilidad de la repolarización ventricular no explicada a través
de las fluctuaciones espontáneas del ritmo cardiaco se ha observado también en pacientes con
isquemia de miocardio aguda [54] y en pacientes con fibrilación auricular [55]. Aunque cada una
de las patoloǵıas cardiacas mencionadas en los trabajos citados anteriormente tiene unas carac-
teŕısticas espećıficas, es posible razonar que los cambios a nivel celular que acompañan a tales
patoloǵıas tienen un efecto desestabilizador sobre la repolarización ventricular, lo que se traduce
en un aumento de las oscilaciones latido a latido del intervalo QT que no va necesariamente
acompañado de un incremento en la variabilidad del ritmo cardiaco.

2.4.3 Corrección del QT

De entre todos los métodos propuestos en la literatura para evaluar la influencia sobre el intervalo
QT de factores independientes del ritmo cardiaco, el más habitualmente empleado en el entorno
cĺınico es, sin duda, el que se conoce como corrección del QT . El intervalo QT corregido, denotado
por QTc, se ha utilizado como marcador de riesgo de muerte cardiaca y arŕıtmica en diversas
poblaciones de pacientes [56, 57, 58, 59]. En [56] se propone un estudio en el que se investigan
pacientes con historial reciente de infarto de miocardio aśı como sujetos control sanos con las
mismas caracteŕısticas relativas a edad, sexo, peso, etc. A todos los individuos se les registró un
ECG cada dos meses durante los siete años que duró el seguimiento cĺınico, a partir de los cuales
es posible calcular los intervalos QT y corregirlos por los efectos del ritmo cardiaco. Se demuestra
que todos los pacientes que murieron por MSC, aśı como el único sujeto control que también
sufrió MSC, presentaban un QTc medio muy superior al del resto de individuos. Otro estudio
donde se explora el valor pronóstico del QTc es [57], donde se analiza una muestra aleatoria de
más de 2400 personas de entre 30 y 60 años de edad. Los individuos con un intervalo QTc medio
mayor de 430 ms tienen un riesgo muy superior de padecer muerte cardiovascular, de acuerdo
con los resultados del seguimiento practicado durante los 11 años posteriores al registro del
ECG. Otros dos trabajos que ponen de manifiesto el valor del QT corregido como herramienta
no invasiva para la estratificación del riesgo son [58,59]. En el primero de ellos se establece que,
entre pacientes de más de 55 años de edad, el hecho de tener un intervalo QTc prolongado se
asocia con un riesgo elevado de morir por causas cardiacas. En el segundo, realizado sobre un
amplio grupo de indios americanos, se establece que el alargamiento del QTc puede utilizarse en el
diagnóstico cĺınico para predecir la mortalidad en general y, más espećıficamente, la mortalidad
cardiovascular.

La idea principal que subyace cuando se calcula el intervalo QTc es que, una vez cancelados
los efectos del ritmo cardiaco, tal intervalo va a reflejar mayoritariamente variaciones de la
repolarización afectadas de manera directa por el tono autonómico. Además, al haber eliminado
la dependencia con el ritmo, resulta posible comparar mediciones del intervalo QT obtenidas para
registros con rangos de RR muy diversos, tanto de un mismo sujeto como de sujetos distintos.
Durante muchos años, casi desde el inicio mismo de la electrocardiograf́ıa, se ha buscado la
forma apropiada de corregir el intervalo QT y se han propuesto en la literatura decenas de
fórmulas para tal propósito, aunque ninguna de ellas ha resultado ser aplicable genéricamente
[60,61,62,63,64,65]. Cada fórmula de corrección asume que la relación QT/RR puede describirse
a través de un modelo matemático y, de acuerdo con ese modelo, proyecta cada intervalo QT
sobre un nivel estándar de RR que habitualmente se toma como 1 segundo (ritmo cardiaco
igual a 60 latidos por minuto (lpm)). Para que la corrección del QT no lleve a interpretaciones
erróneas es importante que la descripción del intervalo QT como función del RR se ajuste
adecuadamente a los datos de los que se dispone. En muchos estudios [30,31,33,34,66,67] se ha
venido asumiendo que existe una expresión de la relación entre QT y RR que es fisiológicamente
correcta y comúnmente aplicable a todos los sujetos sanos e incluso también a pacientes con
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distintos tipos de enfermedades cardiacas. Sin embargo, ha quedado demostrado en trabajos
posteriores [68,69,70] que la relación QT/RR presenta una elevada variabilidad entre sujetos y,
en consecuencia, una fórmula de corrección individualizada (esto es, obtenida de manera óptima
para cada sujeto) presenta muchas ventajas frente a las fórmulas de corrección genéricas. La
necesidad de lograr una estimación precisa del intervalo QTc es particularmente importante
en estudios donde se evalúa el efecto de determinadas drogas o cuando desea realizarse una
estratificación de riesgo en ciertas poblaciones de pacientes (por ejemplo, para seleccionar a
aquéllos a los que se les implantará un DAI). En tales casos, fórmulas genéricas, como la de
Bazett o la de Fridericia, pueden generar diferencias artificiales en el intervalo QTc de más de
20 ms incluso para ritmos cardiacos normales entre 60 y 90 latidos/minuto [71], lo que puede
conllevar decisiones médicas equivocadas.

2.4.4 Histéresis de la relación QT/RR

En el caso de que se analicen registros ambulatorios (Holter de 24 horas) en lugar de ECGs
de reposo grabados en condiciones estables, la descripción de la relación entre el QT y el RR
debe añadir un factor más de complejidad, que es el conocido como fenómeno de histéresis. Este
fenómeno hace referencia al hecho de que el intervalo QT no responde de manera inmediata a
los cambios en el ritmo cardiaco sino que requiere de un cierto tiempo para adaptarse a tales
cambios.

La histéresis ha sido estudiada a nivel de los potenciales de acción [72, 73], donde se ha
comprobado que al introducir cambios en la longitud de los ciclos cardiacos se observan también
cambios en la duración de los potenciales de acción, algunos de efecto inmediato y otros de
efecto retardado. Mientras que los primeros tienen lugar durante los instantes inmediatamente
posteriores a producirse el cambio en la longitud de los ciclos, los segundos representan la fase
lenta de la adaptación, que sólo se completa transcurridos varios minutos. Asimismo, se ha
comprobado que tal fenómeno de acomodación ventricular es más notorio ante cambios abruptos
en las longitudes de los ciclos. Por el contrario, cuando estas longitudes permanecen estables, se
observa una elevada correlación entre la duración del potencial de acción y la del ciclo cardiaco
correspondiente para un amplio rango de longitudes de ciclo.

En el ECG de superficie, la histéresis del intervalo QT en relación al RR se ha investigado
en estudios en los que el ritmo cardiaco se marcapasea y se provocan en él cambios abruptos
de diferente magnitud [74]. Se ha demostrado que, en tales situaciones, el QT necesita entre 2
y 3 minutos para alcanzar un 90% del cambio total inducido por el RR, siendo el tiempo de
adaptación mayor en el caso de deceleraciones que en el de aceleraciones del ritmo cardiaco.
Además, la evolución temporal de la adaptación sigue muy cerca una curva exponencial cuya
constante de tiempo es independiente tanto del valor inicial del ritmo (50 ó 110 lpm) como de
la magnitud del cambio provocado (20, 40 ó 60 lpm). El interés de analizar la respuesta de
la repolarización a cambios bruscos del ritmo cardiaco y comparar tal respuesta con la que se
obtiene en situaciones donde el ritmo es estable, ha sido puesto de manifiesto en muchos otros
estudios [75, 76, 77, 78, 79, 80]. Como ilustración, en [77] se midieron los intervalos QT y RR en
registros realizados a médicos sanos durante los primeros 30 segundos después de una llamada de
emergencia. Se observó que, tras la llamada, se produćıa una aceleración muy notable del ritmo,
mientras que el QT se acortaba pero sólo ligeramente, requiriéndose un tiempo mayor para
observar el cambio total en el QT . Otros trabajos en los que se muestra el efecto de histéresis en
la relación QT/RR son [79,80]. En ambos se consideran registros de sujetos sanos tomados antes
y durante una prueba de ejercicio f́ısico, aśı como durante los minutos de recuperación siguientes.
A partir de la observación de las gráficas que enfrentan cada medida de QT con su intervalo
RR inmediatamente anterior, es posible concluir que la relación entre ambos parámetros es
significativamente distinta en las fases de ejercicio y de recuperación. En particular, se observan
intervalos QT más cortos durante los primeros minutos de la recuperación en relación a los
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obtenidos en el ejercicio; conforme avanza el tiempo de recuperación, se van restableciendo los
valores de QT hasta alcanzar medidas similares a las que se teńıan antes del ejercicio.

La incapacidad del intervalo QT para acomodarse a los cambios en el ritmo cardiaco puede
suponer el sustrato patofisiológico responsable de la generación de arritmias ventriculares ma-
lignas, que pueden eventualmente desembocar en MSC. Este hecho ha sido puesto de manifiesto
en trabajos como [81,82,83], donde se analiza la adaptación del intevalo QT en pacientes con el
śındrome de QT largo, una enfermedad que puede verse como una anomaĺıa pura de la repolari-
zación y que se caracteriza porque los pacientes que la sufren tienen śıncopes y paros cardiacos
asociados normalmente a cambios bruscos del ritmo. De particular relevancia son los resultados
presentados por Krahn et al. en [83], obtenidos tras la medición del intervalo QT durante un
protocolo de ejercicio f́ısico gradual y durante la fase posterior de recuperación. La evaluación
se lleva a cabo tanto sobre pacientes con el śındrome de QT largo como sobre familiares de éstos
no afectados por la enfermedad y sujetos sanos de control. Se observa que los pacientes enfermos
presentan una adaptación anormalmente lenta del intervalo QT tanto en la fase de ejercicio
(intervalos QT en el pico de esfuerzo más prolongados que los de familiares y controles) como
en la fase de recuperación (acortamiento más persistente del QT en los instantes iniciales de la
recuperación). Existen otros trabajos en la literatura, realizados sobre pacientes con otros tipos
de patoloǵıas, en los que trata de caracterizarse la histéresis QT/RR como medio para detectar
condiciones que llevan a la aparición de arritmias, entre los que cabe citar [84,85,86]. En todos
ellos se evidencia la necesidad de considerar el efecto de ‘memoria’ que presenta el intervalo QT
como un marcador en śı mismo además de como paso previo para describir adecuadamente la
relación entre el QT y el ritmo cardiaco y poder aśı proporcionar valores correctos de QTc. Pese
a todos estos resultados que acaban de describirse, en la práctica cĺınica, cuando se analizan
registros Holter continuos de 24 horas, el fenómeno de histéresis QT/RR suele ignorarse y sólo
se tiene en cuenta la influencia sobre cada medida de QT del intervalo RR inmediatamente
anterior. Únicamente algunos equipos Holter han incorporado la exploración de este fenómeno
pero asumiendo que tanto su duración como su perfil (esto es, la forma de dependencia del QT
con respecto a intervalos RR previos) son idénticos para todos los sujetos.

En esta tesis se aborda el análisis de la respuesta de la repolarización a cambios en el ritmo
cardiaco, investigando la histéresis del intervalo QT en relación al RR en registros ambulatorios.
Por una parte, se desea proporcionar una descripción de la relación QT/RR que responda más
fielmente a la fisioloǵıa cardiaca y, por otra, obtener marcadores derivados de este análisis de
adaptación QT/RR que permitan discriminar entre pacientes con alto o bajo riesgo de sufrir
muerte arŕıtmica.

2.4.5 Dispersión del intervalo QT

Los métodos hasta ahora expuestos para el análisis de la repolarización cardiaca (ver Secciones
2.4.1 a 2.4.4) hacen referencia a medidas absolutas del intervalo QT o a variaciones de éstas a lo
largo del tiempo. Además, existen algunos otros métodos en la literatura, englobados en la cate-
goŕıa genéricamente denominada dispersión de la repolarización, que investigan la distribución
espacial de las duraciones de la repolarización.

En preparaciones experimentales se ha demostrado que un aumento anormal en la dispersión
de la repolarización genera un sustrato para el desarrollo de arritmias [19,20,87,88,89,90]. Estos
resultados han provocado una intensa búsqueda por parte de la comunidad cient́ıfica para tratar
de medir la dispersión en registros ECG espontáneos y a partir de ello evaluar las disimilitudes
entre condiciones normales y patológicas. Uno de los ı́ndices propuestos inicialmente [91, 92],
antes incluso de la publicación de los primeros estudios experimentales, fue el del gradiente
ventricular (o área neta QRST), que se ha confirmado como una medida de la heterogeneidad
global de la repolarización [93,94,95].
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Enseguida este ı́ndice fue apartado de las investigaciones y reemplazado por otro que resulta
más sencillo de medir, aunque su uso ha suscitado importantes cŕıticas. Este segundo ı́ndice,
denominado dispersión del QT (QTd), mide la máxima diferencia en las duraciones del intervalo
QT entre los distintos canales donde se registra el ECG. El pricipio que subyace en esta definición
es el mismo que el utilizado en la cuantificación de la dispersión a través de las duraciones de
los potenciales de acción medidos directamente en el corazón. De hecho, la definición inicial del
ı́ndice QTd como mayor diferencia en las medidas de QT de las seis derivaciones precordiales
[96] fue entendida y aceptada por muchos investigadores como una forma simplificada de medir
la heterogeneidad de la repolarización a partir del ECG de superficie. Sin embargo, sin ningún
tipo de justificación, la definición se extendió para considerar, además de las seis derivaciones
precordiales, también las seis periféricas [97]. La introducción de esta nueva definición dio lugar
a la aparición en la literatura de numerosos estudios que relacionaban la dispersión del QT con
diversos tipos de eventos cĺınicos adversos. Sin embargo, estudios posteriores han cuestionado la
validez de este ı́ndice por dos motivos principalmente. En primer lugar, no existe una justificación
teórica clara de la información fisiológica que representan las variaciones o ausencia de variaciones
de este ı́ndice, puesto que, si la mayor parte de la información acerca de la actividad eléctrica
ventricular está contenida en los ‘loops’ espaciales del complejo QRS y la onda T, entonces la
razón fundamental que explicaŕıa las diferencias entre derivaciones individuales seŕıa la pérdida
de información que supone la proyección del ‘loop’ sobre cada derivación separadamente. En
segundo lugar, existen importantes limitaciones asociadas a la cuantificación del ı́ndice QTd,
derivadas de la dificultad de determinar con precisión los ĺımites del intervalo QT en cada canal
del registro. Aśı, la presencia de ruido puede llevar a determinar el final de la onda T en posiciones
temporales muy distintas para algunas de las doce derivaciones, lo cual implicaŕıa un aumento
de la ‘dispersión del QT ’ sin ninguna base fisiológica para ello.

2.4.6 Morfoloǵıa de la onda T

Para superar las limitaciones asociadas con el uso del ı́ndice QTd se han propuesto recientemente
en la literatura nuevos parámetros que permiten detectar de forma no invasiva anomaĺıas en la
repolarización ventricular mediante la caracterización de la morfoloǵıa de la onda T [25, 98, 99,
100,101].

Los parámetros propuestos en [25,98] requieren de la construcción de un espacio de dimensión
mı́nima obtenido mediante la descomposición en valores singulares del ECG. A partir del vector
ECG en el nuevo espacio construido y de los vectores singulares de tal espacio, se calculan
una serie de descriptores que resultan muy robustos frente al ruido, ya que su definición no
depende de la determinación de medidas problemáticas en el dominio temporal, como puede ser
el final de la onda T. Entre estos descriptores cabe citar los siguientes ı́ndices: TMD (dispersión
de la morfoloǵıa de la onda T), que cuantifica las disimilitudes en las formas de onda T de
derivaciones individuales; TLA (área normalizada de la onda T), que se utiliza para describir
la variación temporal de la morfoloǵıa de la onda T); TCRT (coseno total del ángulo QRS-T),
que mide la desviación entre las ondas de la depolarización y la repolarización y se considera
un marcador de la heterogeneidad global de la repolarización; por último, TWR (residuo de la
onda T), que cuantifica la dispersión local (regional) de la repolarización. Se ha comprobado
en diversos estudios que estos descriptores morfológicos tienen una capacidad para distinguir
entre patrones de repolarización normales y anormales significativamente mayor que los ı́ndices
convencionales, como pueden ser el ı́ndice de dispersión del QT (QTd), descrito en la Sección
2.4.5, o el intervalo QT corregido (QTc), descrito en la Sección 2.4.3. Espećıficamente, en [102]
se prueba que TMD, TLA, TCRT y TWR tienen una gran capacidad para predecir eventos
adversos (tales como la muerte súbita cardiaca) en pacientes con historial previo de infarto de
miocardio. En [25] se demuestra que estos ı́ndices son capaces de distinguir entre sujetos sanos
y pacientes con cardiomiopat́ıa hipertrófica.
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Otra forma alternativa de cuantificar la dispersión de la repolarización a través del análisis
de forma de la onda T es la que se propone en [98, 99, 100, 101]. En [98] se mide la anchura
de la onda T, mientras que en [99, 100, 101] se mide la amplitud de la onda T (Ta), el cociente
entre las áreas de la onda T a cada lado del pico (SRarea) y el cociente entre los tiempos de
subida y bajada de la onda T (SRtime). Utilizando modelos de repolarización ventricular con los
cuales es posible simular dispersión, se comprueba que un aumento de ésta se traduce en ondas
T más altas y más simétricas [101]. Este mismo efecto es el que se observa tras un incremento del
ritmo cardiaco producido por la realización de ejercicio f́ısico [100] y el mismo que el observado
habitualmente en pacientes que han sufrido infarto de miocardio [103]. Los resultados de estos
trabajos sugieren una nueva forma de poder evaluar la dispersión de la repolarización a partir
del ECG de superficie y con ello contribuir a mejorar el diagnóstico de enfermedades como la
muerte súbita cardiaca.



Caṕıtulo 3

Análisis tiempo-invariante de la
relación QT/RR

3.1 Introducción

Uno de los objetivos principales de esta tesis es proporcionar una caracterización de la relación
existente entre dos ı́ndices derivados del electrocardiograma: el intervalo QT , indicativo de la
duración de la repolarización, y el intervalo RR, inverso del ritmo cardiaco. Tal como se ha ex-
puesto en la Sección 2.4, existen numerosos estudios en la literatura donde se aborda el estudio
del intervalo QT con el propósito último de ayudar a detectar estados prearŕıtmicos que podŕıan
eventualmente llevar a la muerte cardiaca. No obstante, en la mayoŕıa de estos estudios se cuan-
tifican los valores del intervalo QT , o más comúnmente del intervalo QT corregido por los efectos
del ritmo cardiaco (QTc), y, basándose en tales valores, se intenta realizar una discriminación
entre pacientes de alto o bajo riesgo. Este tipo de análisis no se ha establecido como una herra-
mienta robusta para el diagnóstico, ya que no existe una frontera clara que separe las medidas
de QT ó QTc que pueden aceptarse como normales de aquéllas que se consideran patológicas.
En los últimos años se han sugerido en la literatura nuevas ĺıneas de investigación relativas al
estudio de la relación QT/RR que pueden suponer una mejora sustancial en la caracterización
de la repolarización y la identificación de condiciones favorables para el desarrollo de arritmias.
Aunque no existe ninguna duda acerca de la dependencia del intervalo QT respecto del RR, no
se ha presentado hasta la fecha una forma robusta de modelar esta dependencia de modo que
pueda aplicarse de manera individualizada para cada sujeto y cada situación de análisis. En esta
tesis nos proponemos investigar en profundidad dicha relación para poder proporcionar perfiles
caracteŕısticos de la adaptación del QT a los cambios en el RR, aśı como medidas cuantitativas
del tiempo efectivo que dura tal proceso de acomodación. Para ello, proponemos en este caṕıtulo
un modelo que expresa la relación entre las series temporales de los dos intervalos de estudio, QT
y RR, y evaluamos la capacidad de distintos métodos para identificar dicho modelo sólo a partir
de las series de estos intervalos. Entre los métodos considerados para realizar la identificación se
encuentran algunos encuadrados en la categoŕıa de estimación determinista y otros derivados de
la inferencia Bayesiana. Las prestaciones de cada uno de estos métodos se analizan sobre datos
simulados y se hace una valoración acerca de su idoneidad en la aplicación a registros reales.
Posteriormente, en el Caṕıtulo 4, se llevará a cabo la evaluación cĺınica de la metodoloǵıa des-
arrollada en este caṕıtulo, analizando la capacidad de algunos marcadores derivados del estudio
para la estratificación del riesgo de muerte arŕıtmica.
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3.2 Formulación matemática del problema

Para llevar a cabo nuestra investigación hipotetizamos que cada medida de QT está influenciada
por una historia de intervalos RR previos y modelamos tal dependencia a través de un pro-
mediado ponderado de dichos intervalos RR, que denotamos por RR. Para tener en cuenta las
diferencias entre individuos y considerar las caracteŕısticas espećıficas de cada sujeto, la función
de ponderación óptima se estima de manera individual. Asimismo, se elige para cada sujeto el
modelo de regresión (de entre 10 posibles) que mejor se ajuste a sus datos [QT,RR]. Tal como
se ha planteado, nuestro interés reside en la identificación de un sistema, tal como el que se
muestra en la figura 3.1, a partir del conocimiento de las señales de entrada y salida de dicho
sistema.

xRR(n) h
zRR(n) g(. ,a) +

yQT(n)

v(n)

Figura 3.1: Diagrama de bloques del sistema utilizado para modelar la relación QT/RR, com-
puesto de un filtro FIR invariante en el tiempo, con respuesta impulsional h, seguido de una
función no lineal tiempo-invariante parametrizada a través del vector a. La salida del sistema
está contaminada con ruido blanco aditivo v(n).

La señal de entrada al sistema, xRR(n), se toma como la serie de intervalos RR interpolada
con frecuencia de muestreo de 1 Hz, mientras que la señal de salida, yQT(n), corresponde a la serie
de intervalos QT también interpolada a 1 Hz. El ı́ndice n representa tiempo discreto, que puede
variar entre 0 y NT−1, siendo NT la duración total del registro analizado expresada en muestras
(que, en este caso, coincide con segundos). Conociendo estas dos señales, nos proponemos hacer
una estimación de cada uno de los dos bloques que componen el sistema global.

El primero de estos bloques es un filtro FIR de orden N , invariante en el tiempo y con
respuesta impulsional

h =
[
h0 h1 . . . hN−1

]T
∈ RN×1 , (3.1)

cuya salida denotamos por zRR(n). El orden N de este subsistema lineal se define a partir de las
caracteŕısticas generales de las señales de entrada y salida que van a procesarse. En el caso de
los intervalos QT y RR, que son los que tratamos en esta tesis, hemos diseñado una metodoloǵıa
previa que nos permite determinar un valor de N suficiente para ser considerado en el diseño
del sistema. Esta metodoloǵıa se describe en la Sección 4.3.1.

El segundo de los bloques del sistema que desea identificarse es una función no lineal inva-
riante en el tiempo, g (. , a), parametrizada a través del vector

a =
[
a0 a1

]T
∈ R2×1 . (3.2)

En esta tesis, se consideran 10 modelos de regresión biparaméticos distintos o funciones g (. , a) =
gi(. , a), i = 1, . . . , 10, que se han seleccionado para cubrir un amplio espectro de los patrones
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[QT,RR] fisiológicamente plausibles. Estos 10 modelos [104,105] son los siguientes:

Lineal (Lin) yQT(n) = g1(zRR(n),a) = a0 + a1 zRR(n) (3.3)

Hiperbólico (Hip) yQT(n) = g2(zRR(n),a) = a0 +
a1

zRR(n)
(3.4)

Parabólico (Par) yQT(n) = g3(zRR(n),a) = a0 (zRR(n))
a1 (3.5)

Logaŕıtmico (Log) yQT(n) = g4(zRR(n),a) = a0 + a1 ln(zRR(n)) (3.6)

Logaŕıtmico inverso (Loginv) yQT(n) = g5(zRR(n),a) = ln(a0 + a1 zRR(n)) (3.7)

Exponencial (Exp) yQT(n) = g6(zRR(n),a) = a0 + a1 e
−zRR(n) (3.8)

Arco tangente (Atan) yQT(n) = g7(zRR(n),a) = a0 + a1 arctag(zRR(n)) (3.9)

Tangente hiperbólico (Htan) yQT(n) = g8(zRR(n),a) = a0 + a1 tgh(zRR(n)) (3.10)

Arco seno hiperbólico (Ash) yQT(n) = g9(zRR(n),a) = a0 + a1 arcsinh(zRR(n)) (3.11)

Arco coseno hiperbólico (Ach) yQT(n) = g10(zRR(n),a) = a0 + a1 arccosh(1 + zRR(n)) (3.12)

En todos los modelos de regresión gi(. , a), i = 1, . . . , 10, se considera que la entrada y la salida,
zRR(n) e yQT(n), están expresadas en segundos. En la figura 3.2 se ilustran cada uno de estos
10 modelos cuando la señal de entrada zRR(n) se hace variar entre 0.5 y 1.5 s y se toman los
valores del vector de parámetros como un promedio de los valores estimados en una colección
de registros reales.

0.5   1 1.5

0.25

 0.4

0.55

zRR(n) (s)

y
Q
T
(n
)
(s
)

Lin

Hip

Par
Log

Loginv

Exp Atan

Htan

AshAch

Figura 3.2: Modelos de regresión considerados para representar distintos patrones de la relación
entre yQT(n) y zRR(n).

A la hora de llevar a cabo la identificación del sistema propuesto, debe tenerse en cuenta
que, tal como está formulado, no pueden determinarse de manera uńıvoca la porción lineal h
y la no lineal g( . , a). Para corrobar esto, consideremos en primer lugar el modelo de regresión
lineal g1( . , a). Es fácil comprobar que si multiplicamos cada peso del filtro lineal por un factor
η (esto es, ηhi , i = 0, . . . , N −1) y al mismo tiempo multiplicamos el coeficiente a1 de la función

no lineal por
1

η
, entonces ocurre que la salida del sistema global no se ve alterada. Por tanto, es

clara la falta de unicidad en la determinación de cada uno de los dos bloques que componen el
sistema total. Para superar esta limitación, puede observarse que si se impone una restricción
sobre los pesos del filtro tal como que la suma de éstos sea 1, o equivalentemente hT1 = 1,
siendo 1 el vector de unos de dimensión N × 1, entonces queda garantizada la unicidad en el
cálculo de los pesos del filtro h y los coeficientes de la función g1( . , a). Esto es cierto, en general,
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para cualquier función g (. , b) que pueda expresarse como un polinomio de Taylor de un cierto
grado P > 0, donde el vector b representa los coeficientes de dicho polinomio. En tal caso, basta
hacer notar que la misma restricción hT1 = 1 garantiza la unicidad, pues los pesos en h pueden
determinarse hasta un cierto factor de escala η y los coeficientes bi, i = 0, . . . , P , se calculan salvo
por los factores 1, η−1, . . ., η−P . Para otras funciones no lineales que no sean de tipo polinómico,
el argumento anterior es válido para su desarrollo en serie de Taylor hasta el grado deseado, que
deberá elegirse de modo que la contribución de los términos de orden superior pueda suponerse
despreciable. Esto puede aplicarse a las funciones g2, . . . , g10 correspondientes a los modelos de
regresión descritos previamente, observando que cada una de estas gi(. , a) tiene un desarrollo en
serie de Taylor (en general infinito) en un cierto entorno de z=1, alĺı donde son indefinidamente
diferenciables.

Además de la restricción que acaba de describirse (hT1 = 1), se desearán imponer otras res-
tricciones en el proceso de identificación que permitan proporcionar una interpretación fisiológica
apropiada acerca de la adaptación del intervalo QT . Estas otras restricciones hacen referencia a
que cada uno de los pesos del filtro h debe ser positivo, de modo que pueda establecerse la con-
tribución relativa de cada uno de los intervalos RR previos en la determinación de las medidas
de QT .

Habiendo impuesto las restricciones descritas, la salida del filtro lineal,

zRR(n) = h
TxRR(n) , (3.13)

donde
xRR(n) =

[
xRR(n) xRR(n− 1) . . . xRR(n−N + 1)

]T
, (3.14)

puede interpretarse en nuestro estudio como un promediado ponderado de intervalos RR. En la
construcción de tal promediado, el peso h0 representa el grado de influencia sobre cada yQT(n)
del intervalo RR inmediatamente precedente, esto es, xRR(n); h1 la del intervalo anterior, esto
es, xRR(n − 1); y aśı sucesivamente. Por otra parte, el subsistema no lineal nos da una idea de
cómo el intervalo QT (salida yQT(n) del sistema global) evoluciona en función de la medida de
RR promedio (zRR(n)).

Adicionalmente, consideramos que la salida del sistema está afectada por ruido blanco aditivo
v(n) incorrelado con la entrada xRR(n). En este ruido pueden incluirse errores generados en la
delineación del intervalo QT aśı como errores de modelado debidos a la asunción del sistema
propuesto. En consecuencia, la salida del sistema global puede escribirse como

yQT(n) = g(zRR(n),a) + v(n) = f(xRR(n),θ) + v(n) , (3.15)

donde f es la función que calcula la salida del sistema global (salvo por el ruido de observación
v(n)) a partir del vector de entradas xRR(n) y del vector desconocido θ de parámetros del
sistema, θ ∈ RM×1, que se determina a partir de h y a. Recogiendo en un vector las muestras
correspondientes a los distintos instantes temporales, puede escribise la expresión anterior de
forma compacta mediante

yQT = fRR(θ) + v , (3.16)

donde los tres vectores yQT, fRR(θ) y v son de tamaño NT × 1.

3.3 Problema inverso estacionario

3.3.1 Definición

De acuerdo con la descripción realizada en la Sección 3.2 y utilizando las notaciones alĺı intro-
ducidas, nuestra finalidad es inferir los valores de los parámetros del vector h y del vector a



3.3 Problema inverso estacionario 37

(o equivalentemente del vector de parámetros único θ), sólo a partir de las observaciones de la
serie xRR(n) de intervalos RR y la serie yQT(n) de intervalos QT , n = 0, . . . , NT−1, que pueden
medirse y, por tanto, están disponibles para cada uno de los registros ECG que desean analizarse.
A partir de un modelo matemático, en nuestro estudio representado mediante la función fRR,
que relaciona estas observaciones con el vector de parámetros desconocido θ, es posible obtener
estimaciones de éste. Esto es lo que habitualmente se conoce como resolución de un problema
inverso, en contraste con el problema directo en el que se trata de calcular el efecto o respuesta
cuando se conoce el sistema y nos dan la causa o entrada a dicho sistema. Además, en nues-
tro caso se trata de resolver un problema inverso estacionario, ya que en este caṕıtulo estamos
asumiendo que el sistema propuesto no vaŕıa a lo largo del tiempo durante el cual se toman las
medidas de los intevalos RR y QT (es decir, θ(n) = θ, ∀n = 0, . . . , NT − 1). En los Caṕıtulos
5 y 6 se consideran métodos de reconstrucción no estacionarios, que serán de aplicación cuando
desee tenerse en cuenta la dependencia temporal del sistema que trata de identificarse (esto es,
cuando θ(n) toma valores distintos para cada n = 0, . . . , NT − 1).

3.3.2 Condición de ‘ill-posed’

Mientras que los problemas directos son normalmente ‘well-posed’, en el sentido de que tienen
una solución única y esta solución es insensible a pequeños cambios en los datos observados,
esto no ocurre aśı con los problemas inversos. Los problemas inversos no tienen necesariamente
soluciones únicas y, aun cuando las tienen, éstas pueden no ser estables, encontrándose a menudo
que cambios muy pequeños en las observaciones generan alteraciones sustanciales en la solución,
esto es, en los parámetros del sistema que desea identificarse.

Veamos qué condiciones sobre el modelo matemático planteado,

yQT = fRR(θ) + v , (3.17)

son las que llevan a problemas de inestabilidad en el cálculo de la solución θ del problema
inverso. Para ello, consideramos primero el caso de que la función fRR sea lineal en el vector de
parámetros θ:

yQT = FRRθ + v , (3.18)

donde FRR es matriz de observación de dimensión NT ×M . En el caso de que fRR no sea lineal
en θ, las propiedades de ésta se analizan utilizando las mismas definiciones que se darán a
continuación para el caso lineal, pero deben aplicarse a linealizaciones sucesivas de fRR(θ) que
pueden obtenerse a través de métodos iterativos como el de Newton [106]. Volviendo, pues, a la
expresión (3.18) del modelo lineal, se considera la aplicación de RM en RNT con matriz asociada
FRR y se denota su rango por

R (FRR) =
{
y ∈ RNT | y = FRR θ para algún θ ∈ R

M
}

(3.19)

y su espacio nulo por
N (FRR) =

{
θ ∈ RM | FRR θ = 0

}
. (3.20)

Si denotamos por r a la dimensión del espacio R (FRR), la descomposición en valores singulares
(SVD) de la matriz FRR ∈ RNT×M de rango r se define mediante

FRR = USV
T (3.21)

donde S =

(
Σr 0
0 0

)

y Σr = diag(σ1, . . . , σr), σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 y r ≤ min(M , NT).

Esto es, S es la matriz diagonal que contiene en su diagonal principal los valores singulares de
FRR ordenados de mayor a menor. Las matrices U ∈ RNT×NT y V ∈ RM×M en la expresión
(3.21) son matrices cuadradas unitarias, por lo que las columnas ui ∈ RNT , i = 1, . . . , NT, de U
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y las columnas vi ∈ RM , i = 1, . . . ,M , de V son ortonormales. A partir de la descomposición
(3.21), se define la condición de la matriz FRR como

cond(FRR) =
∥
∥FRR

∥
∥
∥
∥
∥F †RR

∥
∥
∥ =

σ1
σr
, (3.22)

donde F †RR denota la pseudoinversa de la matriz FRR, definida por F
†
RR = V

(
Σ−1r 0
0 0

)

U T . Si

cond(FRR) es muy grande, se dice que el problema es ‘ill-conditioned’ [107,108]. Dentro de este
tipo de problemas pueden distinguirse tres clases, según el hecho que propicie que cond(FRR)
resulte muy grande:

• Si M > NT ó r < M ≤ NT , esto es, si el número de variables a estimar es mayor que
el número de observaciones o bien el número de observaciones es mayor pero el rango
de la aplicación es menor que el número de incógnitas, entonces ocurre que alguna de
las filas (columnas) de FRR es combinación lineal de otras filas (columnas), con lo cual
N (FRR) 6= 0 y aśı, a partir de una solución, pueden construirse otras con la misma
imagen por la aplicación FRR. En este caso se dice que el problema es de rango deficiente.

• Si N (FRR) = 0, pero FRR tiene algunos valores singulares muy pequeños, por ejemplo,
σk+1, . . . , σr, marcadamente separados del resto de valores σ1, . . . , σk, entonces se da la
situación de que la matriz FRR tiene r−k filas (columnas) casi linealmente dependientes. En
este caso se dice que el poblema es de rango numéricamente deficiente con rango numérico
k.

• Por último, puede que suceda que, siendo N (FRR) = 0, no haya una separación clara en
el conjunto de valores singulares σ1, . . . , σr, pero éstos decrezcan gradualmente hasta un
valor cercano a 0. En este caso se dice que el problema es ‘ill-posed’. Con esta clase de
problemas deberemos tratar en esta tesis, pues son los que se presentan en la identificación
de sistemas que se ha descrito en la sección anterior.

3.3.3 Aproximaciones para la resolución del problema inverso estacionario

Dado que una caracteŕıstica habitual de los poblemas inversos con los que debemos tratar es su
condición de ‘ill-posed’, se hace necesario introducir información adicional acerca de la solución
que nos permita obtener una estimación factible del problema formulado. Esta incorporación de
información extra se conoce con el nombre de regularización y puede entenderse como una forma
de aproximar el problema original ‘ill-posed’mediante otro problema ‘well-posed’ cuya solución
se encuentre cerca de la verdadera solución, donde la cercańıa se mide de acuerdo con el criterio
de optimalidad establecido. La forma de añadir esta información adicional acerca del vector de
parámetros θ que desea identificarse depende esencialmente de si el método utilizado para la es-
timación de θ está dentro de la categoŕıa de métodos deterministas o de métodos probabiĺısticos.
Los métodos deterministas asumen que el vector θ de parámetros de interés es desconocido pero
determinista. En tal caso, la información acerca del modelo se recoge a través de la función de
densidad de probabilidad (fdp) de los datos observados, p(yQT;θ), que representa, en realidad,
toda una familia de fdp’s, una para cada valor del vector determinista θ. La incorporación de
la regularización se lleva a cabo en estos casos aumentando el problema mediante la introduc-
ción de funcionales que penalizan el hecho de que la solución no esté suficientemente cerca de
cumplir ciertas condiciones que se conocen de ella a priori. Estos funcionales suelen elegirse ad
hoc basándose en la experiencia que el investigador tiene acerca del problema o bien a través de
un análisis previo sencillo que permite inferir algún rasgo caracteŕıstico de la solución. Si no se
dispone de información suficiente a la hora de definir el funcional de regularización, éste suele
tomarse de modo que la información a priori introducida sea de naturaleza muy general, por
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ejemplo referida a condiciones de monotońıa, concavidad o suavidad. Esto tiene la ventaja de
que las asunciones que se hacen son válidas para una gran cantidad de situaciones. Sin embargo,
para un cierto problema, resulta claro que si la condición de regularización se ajustara de manera
más precisa a la situación que realmente se tiene, entonces podŕıan obtenerse mejores resulta-
dos. La regularización supone, pues, un compromiso, ya que debe introducirse tanta información
como sea posible acerca de la solución buscada, pero siempre que tal información se corresponda
con las propiedades que son atribuibles a dicha solución, ya que, en otro caso, las estimaciones
realizadas no seŕıan todo lo deseables que cabŕıa esperar.

Existe otra forma distinta de abordar la resolución de un problema inverso tal como el que
se plantea en este estudio. Esta otra forma se basa en la utilización de métodos probabiĺısticos y,
dentro de ellos, a los comúnmente conocidos como métodos Bayesianos. En este caso, el vector
de parámetros desconocido θ se considera aleatorio y está, por tanto, caracterizado a través de
una cierta función de densidad de probabilidad. En la aproximación Bayesiana, la resolución del
problema inverso pasa por el cálculo de la densidad de probabilidad condicional p(θ|yQT) del
vector de parámetros desconocido θ dados los datos de salida observados en el vector yQT. Debe
hacerse notar que, en este contexto, tanto θ como yQT son tratados como variables aleatorias
(multivariadas), a diferencia de los métodos deterministas, donde yQT es aleatorio pero θ no lo
es. Para construir la densidad condicional p(θ|yQT), también denominada densidad a posteriori
de θ, puede hacerse uso del teorema de Bayes, mediante el cual se expresa

p(θ|yQT) =
p(yQT|θ)p(θ)
p(yQT)

(3.23)

o, más habitualmente, siendo que p(yQT) es constante (ya que yQT son los datos observados) y
su único propósito es escalar la densidad a posteriori para hacer que ésta integre 1, la expresión
anterior (3.23) se escribe como

p(θ|yQT) ∝ p(yQT|θ)p(θ) . (3.24)

En esta última expresión, p(θ) se llama densidad a priori de θ y en ella se recogen todas las
asunciones o conocimientos que se tienen acerca de θ antes de disponer de las medidas en yQT.
Es mediante esta fdp a priori a través de la cual se lleva a cabo la regularización en los métodos
de inversión probabiĺısticos, desempeñando un papel análogo al que juegan los funcionales de
penalización en los métodos deterministas. La otra fdp que aparece en el término de la derecha
de la expresión (3.24) , p(yQT|θ) es la densidad de probabilidad condicional del vector de obser-
vación yQT dados los parámetros en θ y se denomina densidad (o función) de verosimilitud. Esta
verosimilitud p(yQT|θ) puede verse como una representación del modelo directo, esto es, de cómo
simular las medidas de los intervalos QT cuando se conocen los parámetros θ del sistema. Una
vez que se realiza el producto de las dos fdp’s tal como se indica en la expresión (3.24), se conoce
formalmente la solución estad́ıstica del problema inverso. A partir de esta solución p(θ|yQT), si
se define Sθ como su soporte, esto es, como el conjunto de valores θ para los que p(θ|yQT) es
distinto de cero, entonces se tiene cuantificado cómo de probable es que la solución a nuestro
problema sea un determinado valor θ ∈ Sθ, dados los valores observados yQT y el conocimiento
a priori de la solución expresado a través de p(θ). En la práctica, no se trabaja con la solución
completa del problema inverso, sino que ésta se utiliza para derivar a partir de ella diferentes
estimaciones puntuales, como por ejemplo su esperanza:

θ̂ = E{θ|yQT} =
∫

Sθ

θ p(θ|yQT) dθ , (3.25)

o el valor de θ que maximiza tal densidad a posteriori:

θ̂ = arg máx
θ∈Sθ

p(θ|yQT) . (3.26)
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Tanto en los métodos deterministas como en los métodos probabiĺısticos que se han descrito
en los párrafos previos, la información acerca del ruido de observación v(n) en el modelo (5.7)
puede entenderse también como información a priori acerca del sistema y debeŕıa ser tenida
en cuenta a la hora de resolver el problema inverso. A menos que se tengan evidencias claras
de lo contrario, un modelo razonable para el ruido es que éste sea un vector de componentes
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con fdp gaussiana. Esto quiere decir que
cada muestra v(n) tiene fdp N (0, σ2vn), n = 0, . . . , NT−1, y está incorrelada con todas las otras
muestras v(n′), n′ 6= n. La consideración de estas caracteŕısticas para el ruido está justificada por
el hecho de que las expresiones correspondientes resultan más fáciles de tratar matemáticamente.
En nuestro estudio, el ruido v(n) contiene errores derivados de la medición del intervalo QT aśı
como errores de modelado. Si las series de RR y QT analizadas han sido previamente tratadas
con algún procedimiento mediante el cual se han eliminado sus posibles ‘outliers’ (o valores
at́ıpicos), la asunción de que v(n) sea incorrelado y gaussiano puede considerarse aceptable.
En caso de que las series contengan medidas espúreas, seŕıa más aconsejable modelar el ruido
mediante una distribución exponencial de la norma L1, que trata mejor el caso de errores muy
grandes aunque poco probables.

Una vez que se ha resuelto el problema inverso planteado mediante la aplicación de un
método de reconstrucción, ya sea éste determinista o probabiĺıstico, podemos evaluar el resultado
obtenido. Para ello, es importante hacer la distinción entre lo que se entiende por estimador y por
estimación. Un estimador es una ley o aplicación que asigna un valor de θ a cada realización del
vector de datos yQT. La estimación de θ es el valor particular de θ obtenido para una realización
dada de los datos en yQT. Si desea valorarse la actuación de un estimador, como éste es un vector
aleatorio (ya que es función de los datos yQT, que, a su vez, son aleatorios), dicha valoración
deberá hacerse desde el punto de vista estad́ıstico, para lo cual pueden calcularse momentos del
error de estimación, como la media o la varianza, o en general otras cantidades que reflejen el
comportamiento del estimador.

3.4 Teoŕıa de la estimación. Métodos deterministas

En esta sección se describen algunos estimadores que pueden utilizarse para llevar a cabo la
identificación de los parámetros del sistema descrito en la Sección 3.2, asumiendo que tales pará-
metros son desconocidos pero deterministas. En primer lugar se describirá el estimador óptimo
y se expondrán algunas aproximaciones para su determinación. En caso de que tales aproxi-
maciones no proporcionen el resultado deseado, debe considerarse la utilización de estimadores
asintóticamente óptimos, esto es, con un comportamiento cercano al óptimo cuando el número de
observaciones es elevado, o bien de estimadores subóptimos. A lo largo de la sección se justificará
el uso de unos u otros estimadores dependiendo de las condiciones bajo las cuales se realice la
estimación. Las secciones que pasan a describirse se basan en las referencias [109,110,111,112].

3.4.1 Estimador Insesgado de Mı́nima Varianza (MVU)

Se considera que un estimador θ̂ es óptimo si cumple las dos propiedades que se describen a
continuación. La primera propiedad es que θ̂ sea insesgado, es decir, que en promedio lleve a
obtener el verdadero valor del vector de parámetros θ que desea estimarse. Formalmente, la
definición de que θ̂ sea insesgado se expresa mediante

E
{
θ̂
}
= θ , ∀ θ ∈ Iθ , (3.27)

donde Iθ es el conjunto de todos los posibles valores que puede tomar θ. La segunda propiedad es
que, dentro de la clase de los estimadores insesgados, θ̂ sea el de menor varianza en la estimación
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de cada componente θi, i = 0 , . . . ,M − 1, lo cual se traduce en que las fdp’s de los errores de
estimación θ̂i − θi estén más concentradas alrededor de 0 y, por tanto, sea menos probable
obtener errores de estimación grandes.

Se define el estimador MVU (del inglés Minimum Variance Unbiased) como el estimador que
cumple las dos propiedades anteriores:

• es insesgado: b(θ) = 0, ∀ θ ∈ Iθ, siendo b(θ) = E
{
θ̂
}
− θ el sesgo del estimador θ̂ .

• tiene varianza mı́nima entre los insesgados: var
{
θ̂i

}
≤ var

{
θ̆i

}
, i = 0, . . . ,M − 1, para

cualquier otro estimador insesgado θ̆ de θ y cualquier valor de θ ∈ Iθ .

Puede observarse que, para los estimadores insesgados, minimizar la varianza es equivalente
a minimizar el error cuadrático medio (MSE, del inglés Mean Square Error), pues:

E
{
(θ̂i − θi)

2
}
= var

{
θ̂i

}
+ b2 {θi} . (3.28)

En general, no tiene por qué existir el estimador MVU. Por ejemplo, puede haber situaciones
en las que no exista ni siquiera un estimador insesgado y otras situaciones en las que, existiendo
estimadores insesgados, no haya ninguno que tenga menor varianza que los demás para todo
valor de θ. Si existe el estimador MVU, hay varias aproximaciones para encontrarlo, como las
que se describen en las Secciones 3.4.2 y 3.4.3. Si estas dos aproximaciones no llevan a dar con
el estimador MVU o si éste no existe, entonces hay que pasar a buscar otros estimadores que
pueden ya no ser óptimos.

3.4.2 Cota de Cramer-Rao (CRLB)

La cota inferior de Cramer-Rao, o abreviadamente CRLB (del inglés Cramer-Rao Lower Bound),
nos permite establecer un valor tal que la varianza de cualquier estimador insesgado es mayor o
igual que dicho valor. Si existe un estimador que alcanza esa cota, entonces es el estimador MVU
y, además, resulta fácil dar su expresión. Esto se enuncia formalmente en el siguiente teorema,
aplicado al modelo de observación considerado en esta tesis y descrito en la ecuación (3.16).

Teorema de Cramer-Rao Lower Bound. Supongamos que la fdp p(yQT;θ) cumple las con-
diciones de regularidad siguientes:

E

{
∂lnp(yQT;θ)

∂θ

}

= 0 para todo valor de θ, (3.29)

donde la esperanza se calcula con respecto a p(yQT;θ). Entonces:

1. la matriz de covarianza C
θ̂
de cualquier estimador insesgado θ̂ cumple que

C
θ̂
− I−1(θ) ≥ 0, (3.30)

donde ≥ 0 quiere decir que la matriz es semidefinida positiva. La matriz I(θ) que aparece
en la expresión (3.30) es la matriz de información de Fisher evaluada en el verdadero valor
del vector de parámetros θ y se define mediante

[I(θ)]ij = −E

{
∂2 ln p(yQT;θ)

∂θi ∂θj

}

, i, j = 0, . . . ,M − 1. (3.31)
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2. Existe un estimador insesgado θ̂ que alcanza la cota (esto es, para el cual C
θ̂
= I−1(θ))

si y sólo si
∂ ln p(yQT;θ)

∂θ
= I(θ) (p(yQT)− θ) (3.32)

donde p es una función p : RNT → RM e I es matriz M ×M . Tal estimador θ̂ es el MVU
y queda definido por θ̂MVU = p(yQT).

Un estimador insesgado que alcanza la cota de Cramer-Rao se dice eficiente. Debe hacerse
notar que un estimador MVU puede ser o no eficiente. Para un estimador θ̂ eficiente, su matriz
de covarianza es:

C
θ̂
= I−1(θ) (3.33)

donde los elementos de I(θ) pueden calcularse de una de las dos siguientes formas:

[I(θ)]ij = −E

{
∂2 ln p(yQT;θ)

∂θi ∂θj

}

= E

{
∂ ln p(yQT;θ)

∂θi

∂ ln p(yQT;θ)

∂θj

}

. (3.34)

Caso particular de observaciones gaussianas: Resulta interesante hacer el cálculo de la
matriz de información de Fisher para el caso particular de que las observaciones yQT sigan una
distribución gaussiana:

yQT ∼ N
(
μyQT(θ),CyQT(θ)

)
, (3.35)

donde el vector de medias μyQT(θ), de dimensión NT × 1, y la matriz de covarianza CyQT(θ),
de dimensión NT ×NT, pueden depender de θ. En tal caso, resulta [109], p.47:

[I(θ)]ij =

[
∂ μyQT(θ)

∂θi

]T

C−1yQT(θ)

[
∂ μyQT(θ)

∂θj

]

+

+
1

2
tr

[

C−1yQT(θ)
∂CyQT(θ)

∂θi
C−1yQT(θ)

∂CyQT(θ)

∂θj

]

, (3.36)

donde tr es la función que calcula la traza de una matriz.

Señal determinista en ruido: Si, además, los datos yQT provienen de un modelo en el cual
se observa una señal determinista en presencia de ruido gaussiano de muestras independientes:

yQT(n) = f(xRR(n) ; θ) + v(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (3.37)

donde el ruido v = [v(0) . . . v(NT − 1)] tiene matriz de covarianza Cv no dependiente de θ,
Cv = diag(σ

2
v0 , . . . , σ

2
vNT−1

), entonces yQT ∼ N (fRR(θ),Cv), con fRR(θ) =
[
f(xRR(0); θ) . . .

f(xRR(NT− 1);θ)
]T
. En consecuencia, la matriz de Fisher toma la forma simplificada siguiente:

[I(θ)]ij =

[
∂ fRR(θ)

∂θi

]T
C−1v

[
∂ fRR(θ)

∂θj

]

=

NT−1∑

n=0

σ−2vn
∂ f(xRR(n) ; θ)

∂θi

∂ f(xRR(n) ; θ)

∂θj
. (3.38)

Transformaciones de los parámetros: En muchas ocasiones sucede que, una vez realizada
la estimación de un cierto vector de parámetros θ, desean obtenerse estimaciones de otros pa-
rámetros que son funciones de éste. Denotemos por ι al nuevo vector de parámetros a estimar,
ι = =(θ), con = función de RM enRR, y sea θ̂ el estimador eficiente de θ que se tiene ya calcu-
lado. Entonces, si = es una tansformación lineal (de hecho basta con que sea af́ın), =(θ̂) resulta
estimador eficiente de ι. Si = no es lineal, entonces la eficiencia sólo puede garantizarse que se
mantiene asintóticamente, esto es, cuando el número de observaciones NT →∞.
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3.4.2.1 Cota de Cramer-Rao para modelos lineales de observación

El cálculo del estimador MVU a partir del teorema enunciado en la Sección 3.4.2 puede resultar,

en general, complicado, ya que se requiere factorizar
∂ ln p(yQT;θ)

∂θ
en la forma expresada en la

ecuación (3.32). Sin embargo, si el modelo de observación es lineal, el estimador MVU puede
deducirse de manera sencilla. Por tanto, siempre que sea posible, será conveniente reformular
el problema planteado para tratar de convertirlo en otro con la propiedad de ser lineal en los
parámetros a estimar.

Consideremos la situación en que los datos observados yQT (vector de dimensión NT × 1) se
obtienen a partir de un modelo de la forma

yQT = FRR θ + v , (3.39)

donde FRR es una matriz de observación conocida de dimensión NT ×M (NT > M) y de rango
completo M , θ es el vector M × 1 de parámetros a estimar y v es el vector de ruido para el
que se asume que tiene una distribución: v ∼ N (0,Cv). Este modelo se conoce como Modelo
Lineal General y para él el estimador MVU resulta [109], p.97.

θ̂MVU =
(
FTRRC

−1
v FRR

)−1
FTRRC

−1
v yQT (3.40)

y su matriz de covarianza es

C
θ̂MVU

=
(
FTRRC

−1
v FRR

)−1
. (3.41)

Este estimador θ̂MVU es eficiente y se conoce completamente su caracterización estad́ıstica:

θ̂MVU ∼ N
(
θ,
(
FTRRC

−1
v FRR

)−1)
. (3.42)

En el caso particular de que el ruido v sea blanco y su matriz de covarianza sea una versión
escalada de la matriz identidad Cv = σ

2
v I, el modelo de observación se conoce como Modelo

Lineal. Para éste, la expresión del estimador θ̂MVU ya no depende de Cv:

θ̂MVU =
(
FTRRFRR

)−1
FTRRyQT (3.43)

y su matriz de covarianza toma la forma:

C
θ̂MVU

= σ2v
(
FTRRFRR

)−1
. (3.44)

3.4.3 Teoŕıa de estad́ısticos suficientes

En la sección previa se ha visto que el cálculo de la cota de Cramer-Rao nos proporciona una
forma de hallar un estimador eficiente y, por tanto, MVU. En el caso de modelos de observación
lineales, está garantizada la existencia de un estimador eficiente y puede darse su expresión, tal
como se ha descrito en la Sección 3.4.2.1. Sin embargo, para otros modelos no lineales puede
ocurrir que no exista un estimador eficiente. En tales casos, puede ser todav́ıa útil hallar el
estimador MVU, siempre que éste exista. En lo que sigue se presentan una serie de resultados
que llevan a la obtención del estimador MVU a partir del análisis de la fdp p(yQT;θ).

Empezamos definiendo qué es un estad́ıstico suficiente. Un vector T(yQT) =
[
T1(yQT) . . .

Tr(yQT)
]T
se dice suficiente para la estimación del vector de parámetros θ si la fdp de yQT

condicionada a T(yQT) no depende de θ :

p (yQT |T(yQT);θ) = p (yQT |T(yQT)) . (3.45)
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La utilidad de un estad́ıstico suficiente es que su conocimiento garantiza que no puede obte-
nerse más información acerca de θ a partir de los datos yQT además de la que proporciona tal
estad́ıstico.

Como no siempre resulta sencillo intuir un estad́ıstico suficiente para un cierto modelo plan-
teado, puede utilizarse el siguiente teorema para conseguirlo.

Teorema de Neyman-Fisher. Si la fdp p(yQT;θ) puede factorizarse en la forma

p(yQT;θ) = ı (T (yQT) ,θ)  (yQT) , (3.46)

donde ı es una función que depende de yQT sólo a través de T(yQT) y depende también de θ y 
es una función que depende sólo de yQT, entonces T(yQT) es un estad́ıstico suficiente para θ. Al
revés, si T(yQT) es un estad́ıstico suficiente para θ, entonces la fdp p(yQT;θ) puede factorizarse
como en (3.46).

Una vez encontrado un estad́ıstico suficiente para la estimación de θ, sea éste T(yQT), el pro-
pósito es utilizarlo para determinar el estimador MVU (siempre que exista). Para ello, haremos
uso del siguiente teorema.

Teorema RBLS de Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe. Si θ̆ es un estimador insesgado de

θ y T es estad́ıstico suficiente para θ, entonces θ̂ = E
{
θ̆ |T(yQT)

}
cumple:

a) es un estimador válido de θ (no depende de θ),

b) es insesgado,

c) var
{
θ̂i

}
≤ var

{
θ̆i

}
(sólo se compara θ̂ con θ̆ ).

Si además el estad́ıstico T es completo, entonces θ̂ es el estimador MVU de θ.

A partir del teorema anterior, podemos observar que, si ya se ha encontrado un estimador
insesgado θ̆ de θ y un estad́ıstico suficiente T, basta garantizar que T es completo para obtener
a partir de él el estimador MVU.

La definición de T completo quiere decir que se cumple:

E {ν(T)} =
∫
ν(T)p(T;θ)dT = 0 , ∀θ =⇒ ν(T) = 0 . (3.47)

En general, esta condición de completitud puede ser dif́ıcil de evaluar, por lo que el método
descrito en esta sección sólo resulta útil en problemas donde la comprobación sea asequible.

3.4.4 Estimador BLUE

Si no existe el estimador MVU o si existe pero las dos aproximaciones descritas en las Secciones
anteriores (la cota de Cramer-Rao en 3.4.2 y la teoŕıa de estad́ısticos suficientes en 3.4.3) no
lo proporcionan, es necesario considerar otros estimadores, aunque éstos ya no sean óptimos.
Un estimador subóptimo fácil de implementar es el BLUE (del inglés Best Linear Unbiased
Estimator), que tiene las propiedades de ser insesgado y tener varianza mı́nima entre la clase
de estimadores que son funciones lineales de las observaciones (esto es, de yQT en nuestro caso).

Claramente, si el estimador óptimo MVU es lineal en yQT, entonces θ̂BLUE ≡ θ̂MVU y, por tanto,
el estimador BLUE es óptimo. En otro caso, el BLUE es sólo subóptimo.

Para obtener la expresión del estimador θ̂BLUE deben imponerse las condiciones siguientes:

• θ̂ lineal en las observaciones: θ̂ = AyQT, para cierta matriz A ∈ RM×NT ,
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• θ̂ insesegado: E
{
θ̂
}
= AE {yQT} = θ.

Debe notarse que para que esta condición pueda cumplirse es necesario [109], p.140, que
E {yQT} = FRRθ , para una matriz FRR ∈ RM×NT conocida, o lo que es lo mismo,

yQT = FRRθ + v , (3.48)

con v vector aleatorio de media 0 y matriz de covarianza Cv, pero para el cual no se asume
que tenga ningún tipo particular de fdp.

• finalmente, los coeficientes de la matriz A que determina θ̂ deben ser tales que minimicen
la varianza de θ̂ sujeto a las restricciones impuestas en las dos condiciones previas.

Se demuestra que el estimador BLUE responde a la expresión

θ̂BLUE =
(
FTRRC

−1
v FRR

)−1
FTRRC

−1
v yQT , (3.49)

donde FRR es la matriz de observación de (3.48) y Cv la matriz de covarianza del ruido v en la
ecuación (3.48). Además, la matriz de covarianza de este estimador resulta

C
θ̂BLUE

=
(
FTRRC

−1
v FRR

)−1
. (3.50)

Una primera observación que puede hacerse a la definición del estimador BLUE que acaba
de introducirse es que éste sólo requiere conocer los momentos de 1er y 2o orden de los datos, y
no su estad́ıstica completa.

Una segunda observación hace referencia a las prestaciones de este estimador. Si en el mo-
delo (3.48) que se ha asumido para la definición del BLUE, el ruido v se obtiene a partir de una
distribución gaussiana: v ∼ N (0,Cv), lo que equivale a decir que las observaciones son gaus-
sianas, entonces el estimador BLUE es el MVU. Sin embargo, si la distribución no es gaussiana,
entonces el BLUE sigue teniendo la expresión dada en (3.49), pero ésta ya no coincide con la
del estimador MVU.

3.4.5 Estimador de Máxima Verosimilitud (ML)

En esta sección se describe otro estimador que puede utilizarse en situaciones donde el estimador
óptimo MVU no existe o no puede encontrarse. Este otro estimador se conoce como estimador
de Máxima Verosimilitud o abreviadamente ML (del inglés Maximum Likelihood) y presenta
la ventaja de que puede aplicarse para resolver problemas de estimación que son dif́ıciles de
tratar con otros métodos. Además, cuando el número de observaciones NT es muy grande, este
estimador puede considerarse prácticamente eficiente, tal como se describe más adelante.

En lo que sigue vemos la definición del estimador θ̂ML de un vector de parámetros θ, algunas
propiedades importantes que presenta este estimador y ciertos métodos propuestos para llevar
a cabo su determinación.

El estimador ML se define como el valor de θ (θ ∈ Iθ) que lleva a maximizar la función de
verosimilitud, esto es, la fdp p(yQT;θ) pero vista sólo como función de θ para un vector de datos
yQT fijo. Debe observase que, como p(yQT;θ) depende también de yQT, entonces el estimador

θ̂ML es a su vez función de yQT. La idea que subyace en la definición del estimador ML es que,
a partir de los datos de yQT realmente observados, nos quedamos con aquellos valores de los
parámetros que con más probabilidad han generado tales datos.

El estimador que se obtiene a partir de la definición anterior no puede garantizarse que
siempre tenga un comportamiento óptimo, pero śı de forma aproximada cuando el número de
observaciones es elevado, tal como se enuncia a continuación.



46 Caṕıtulo 3. Análisis tiempo-invariante de la relación QT/RR

Teorema (Propiedad asintótica del estimador ML)

Si la fdp p(yQT;θ) cumple ciertas condiciones de regularidad [109], p.211, entonces el esti-

mador θ̂ML de θ tiene la siguiente distribución asintótica (cuando NT →∞):

θ̂ML ∼ N
(
θ, I−1(θ)

)
, (3.51)

donde I−1(θ) es la matriz de información de Fisher evaluada en el verdadero valor del vector de
parámetros desconocido θ.

También para el estimador de Máxima Verosimilitud existe una propiedad de invarianza que
permite obtener estimadores de funciones de θ a partir del conocimiento del estimador θ̂ML de
θ. Aśı, si ι = =(θ), el estimador ι̂ML de ι es

ι̂ML = =(θ̂ML) . (3.52)

En el caso de que = no sea una función inyectiva, entonces ι̂ML maximiza la fdp que se obtiene
al evaluar p(yQT;θ) para todos los θ tales que ι = =(θ).

Existen algunas situaciones particulares en las que el estimador ML puede calcularse ana-
ĺıticamente. Aśı, por ejemplo, si los datos yQT siguen el Modelo Lineal General descrito en la

ecuación (3.39), entonces el estimador θ̂ML toma la misma expresión que la dada en (3.40) y, en
consecuencia, es un estimador eficiente. Esto nos permite concluir que en determinadas situacio-
nes el estimador ML coincide con el MVU, con lo que resulta óptimo (y no sólo asintóticamente
óptimo).

Por último, es necesario señalar que en la mayoŕıa de ejemplos no es posible obtener una
expresión anaĺıtica para el estimador ML y hay que recurrir a métodos numéricos para llevar
a cabo la maximización. Una primera posibilidad es evaluar la función que desea maximizarse
en un conjunto de posibles valores para θ, de tal modo que la separación entre los distintos
elementos del conjunto sea muy pequeña. Este método, sin embargo, sólo es apropiado cuando
la dimensión M del problema (esto es, el número de parámetros a estimar) no es muy elevada
y, además, el conjunto de búsqueda está limitado. En otro caso, pueden utilizarse métodos de
optimización iterativos, tales como el de Newton-Raphson, el de puntuación o el algoritmo EM.
En general estos métodos sólo garantizan la convergencia a un máximo local y es necesario
definir su inicialización de forma que no esté muy alejada del verdadero máximo que se busca.
Una alternativa a estos métodos la proporcionan los métodos de optimización global, tal como
se describe más detalladamente en la sección siguiente.

3.4.6 Estimadores de Mı́nimos Cuadrados (LS y WLS)

A lo largo de esta sección se han descrito una serie de estimadores y se ha analizado su optima-
lidad, entendiendo que ésta hace referencia al hecho de que el estimador sea insesgado y, dentro
de los que tienen esta caracteŕıstica, que sea el que presente menor varianza. En este sentido,
se han propuesto metodoloǵıas para encontrar el estimador óptimo MVU, que es el que tiene
estas dos caracteŕısticas. Cuando este estimador óptimo no es factible, puede considerarse la
elección del estimador ML, descrito en la Sección 3.4.5, que cumple de forma aproximada las
dos caracteŕısticas mencionadas cuando el número de observaciones es elevado. Otra alternativa
es implementar el estimador BLUE, descrito en la Sección 3.4.4 que cumple las condiciones de
ser insesgado y tener varianza mı́nima, pero sólo entre los estimadores que son función lineal de
los datos.

Todos los estimadores descritos hasta este punto requieren conocer alguna descripción esta-
d́ıstica de las observaciones. En esta sección se presenta un estimador que no precisa de ninguna
de tales descripciones sino simplemente del modelo de señal (dependiente del vector de paráme-
tros θ a estimar) a través del cual se asume que se han generado los datos. Como consecuencia,
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este estimador podrá aplicarse a un conjunto muy amplio de situaciones, pero, como contra-
partida, no podrá analizarse su optimalidad a menos que se convengan ciertas caracteŕısticas
probabiĺısticas para los datos observados.

El estimador de Mı́nimos Cuadrados, que denotamos por LS (en inglés, Least Squares),
asume que las observaciones se han generado a través de un modelo de la forma:

yQT = fRR (θ) + v , (3.53)

donde fRR (θ) = [f(xRR(n); θ) . . . f(xRR(NT − 1);θ)]
T es una señal determinista que depende de

θ y v es un vector de ruido de media 0. Este estimador θ̂LS elige el valor de θ que minimiza la
distancia eucĺıdea al cuadrado entre el vector de observación yQT y la señal fRR (θ):

J(θ) =

NT−1∑

n=0

(yQT(n)− f (xRR(n); θ))
2 = (yQT − fRR(θ))

T (yQT − fRR(θ)) . (3.54)

Como puede observarse de la definición, el estimador LS no requiere conocer la estad́ıstica del
ruido, sino que simplemente trata de resolver un problema de optimización determinista.

Un caso particular de gran interés en la práctica es aquél en el que la señal fRR (θ) es lineal
en los parámetros a estimar:

fRR (θ) = FRR θ , (3.55)

donde FRR es matriz de observación de dimensión NT ×M y rango completo M . En este caso,
la función a minimizar se expresa mediante

J(θ) = (yQT − FRRθ)
T (yQT − FRRθ) (3.56)

y, en consecuencia, θ̂LS resulta:

θ̂LS =
(
FTRRFRR

)−1
FTRR yQT . (3.57)

A partir de la forma de θ̂LS dada en esta última ecuación, puede observarse que ésta recuerda a
la expresión del estimador BLUE o a la del estimador eficiente para el Modelo Lineal. Debe, no
obstante, hacerse hincapié en cuáles son las asunciones que han llevado a obtener las expresiones
de cada uno de tales estimadores. Aśı, para que el estimador LS coincida con el BLUE es
necesario que E {yQT} = FRRθ (lo cual será cierto bajo la consideración del modelo (3.55) que
estamos haciendo) y también que la matriz de covarianza del ruido sea Cv = σ

2
v I (esto es, ruido

blanco con misma varianza σ2v en todos los instantes n = 0, . . . , NT − 1). Para que el estimador
LS coincida además con el estimador eficiente (y, por tanto, MVU) se requiere, aparte de las
condiciones anteriores, que el ruido sea gaussiano. Tanto si se cumplen tales condiciones como
si no, podemos siempre dar el valor del error mı́nimo que se obtiene utilizando el estimador LS
mediante:

Jmin = y
T
QT

(
yQT − FRR θ̂LS

)
. (3.58)

Una mejora que puede introducirse al método de Mı́nimos Cuadados hasta ahora presentado
es la que se decribe a continuación. Puede notarse a partir de la definición (3.54) que, al cuan-
tificar el error, se les da la misma importancia a todas las observaciones. Sin embargo, puede
interesar ponderar más, por ejemplo, aquellas muestras para las cuales la varianza del ruido sea
menor. Esto puede hacerse, en general, definiendo una matriz de ponderaciónW y redefiniendo
el criterio de error como

J(θ) = (yQT − fRR (θ))
T W (yQT − (fRR (θ)) . (3.59)
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Esto da lugar a la definición del estimador de Mı́nimos Cuadrados Ponderado o abreviadamente
WLS. En el caso particular de fRR (θ) = FRRθ, el estimador WLS resulta:

θ̂WLS =
(
FTRRWFRR

)−1
FTRRWyQT (3.60)

y el error mı́nimo correspondiente es

Jmin = y
T
QT

(
W −WFRR

(
FTRRWFRR

)−1
FTRRW

)
yQT . (3.61)

Si la matriz de ponderaciónW se toma comoW = C−1v (inversa de la matriz de covarianza del
ruido), entonces el estimador resultante coincide con el BLUE y si, además, el ruido es gaussiano,
entonces puede afirmarse que es, de hecho, el estimador óptimo MVU.

Por último, es importante señalar algunas técnicas para calcular el estimador θ̂LS en el caso
de que la señal fRR (θ) no sea lineal en los parámetros a estimar. Puesto que se trata de resolver
el problema de mimimización

θ̂LS = arg mı́n
θ
J(θ) = arg mı́n

θ
(yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ)) , (3.62)

puede, en primer lugar, observarse que si el ruido v del modelo es gaussiano y blanco, entonces
el estimador de Mı́nimos Cuadrados coincide con el de Máxima Verosimilitud: θ̂LS ≡ θ̂ML. Para
otras distribuciones del ruido, esto deja de ser cierto en general. A la hora de determinar el
estimador LS no lineal, un método apropiado seŕıa el de muestrear J (θ) en un número muy
grande de puntos (posibles valores de θ) y seleccionar aquél que lleve a un menor valor. Sin
embargo, igual que se puso ya de manifiesto para el caso del estimador ML, este método resulta
inviable si la dimensión M del problema es elevada. Existen otras técnicas que pueden ayudar a
simplificar el problema, como por ejemplo la de transformar el vector de parámetros a estimar
de modo que la señal fRR pase a ser función lineal de los nuevos parámetros. Otra técnica es la
de partir el problema en dos problemas de optimización separados, que puede ser muy práctico
si el modelo de señal fRR es sólo lineal en algunos de los parámetros que desean estimarse. Como
puede intuirse, estas dos técnicas sólo son de aplicación en ciertos tipos de problemas, por lo que
es necesario analizar otras soluciones que puedan aplicarse en situaciones más generales o como
complemento a alguna de las técnicas anteriores.

Un procedimiento habitualmente empleado para resolver un problema de optimización como
el planteado en la ecuación (3.62) es el que se basa en establecer las condiciones necesarias que
debe cumplir θ̂LS para ser solución. Para ello, se calculan las derivadas parciales de la función
J (θ) a minimizar y se impone que éstas sean todas nulas al evaluarlas en θ̂LS. Esto da como
resultado un sistema de M ecuaciones no lineales, que debe resolverse utilizando algún método
iterativo. De entre los métodos iterativos más comunes cabe citar el algoritmo de Newton-
Raphson y el de Gauss-Newton. Mientras que el primero requiere conocer las derivadas de primer
y segundo orden de J (θ), esto es, su Jacobiano y su Hessiano, el segundo de los algoritmos sólo
necesita del Jacobiano. A pesar de que ambos métodos pueden ser de utilidad para ciertas
clases de problemas, presentan, en general, las siguientes limitaciones: en primer lugar, no está
garantizada su convergencia cuando se aumenta el número de sus iteraciones; en segundo lugar,
aun en el caso de que haya convergencia, el punto encontrado puede ser sólo un mı́nimo local de
la función J (θ) pero no un mı́nimo global.

Para superar las limitaciones asociadas a los métodos de gradiente, es decir, métodos que se
basan en información acerca de las derivadas de la función, se han propuesto en la literatura
otros métodos conocidos como algoritmos de optimización global. A diferencia de los métodos
de gradiente, estos otros algoritmos muestrean puntos a lo largo de toda la región factible del
problema, de tal forma que puede garantizarse su convergencia global al valor mı́nimo de la
función objetivo J (θ). Como contrapartida, la búsqueda exhaustiva en toda la región factible
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suele requerir un tiempo de cálculo muy elevado, por lo que se hace imprescendible el uso de una
estrategia que permita seleccionar de manera óptima, de acuerdo con un criterio preestablecido,
el conjunto de puntos sobre los cuales va a realizarse la evaluación de la función objetivo. En
esta tesis hemos elegido trabajar con el algoritmo de optimización global conocido como ‘Direct’,
que debe su nombre a la estrategia en la que se apoya para decidir cómo muestrear: ‘DIvidir
RECTángulos’ [113]. Este método, desarrollado originalmente por Pertunnen, Jones y Stuckman
en [114], es una modificación de la optimización Lipschitziana estándar pero con la ventaja de
que no requiere la especificación de la constante de Lipschitz. Puede aplicarse para resolver
problemas en los que desee encontrarse el mı́nimo global de una función real que sea continua
Lipschitziana y esté definida sobre un conjunto cerrado y acotado de RM , M ∈ N.

El hecho de que ‘Direct’ no precise del conocimiento de la constante de Lipschitz permite
su utilización en un mayor número de situaciones donde no se tiene conocimimento ni puede
estimarse dicha constante. Además, al no hacer uso de ella, es el propio algoritmo el que decide
si concede mayor o menor importancia a la búsqueda global frente a la local, adaptándose aśı
mejor a cada tipo de problema. En el Caṕıtulo 4 se expondrá en detalle este método y se valorará
su aplicación para el tipo de problemas que se plantean en esta tesis.

3.4.7 Regularización y restricciones

Regularización Tal como se expuso en la Sección 3.3.3, muchos de los problemas inversos que
surgen a la hora de llevar a cabo la identificación de sistemas (como, en nuestro caso, al tratar de
establecer la relación entre los intervalos QT y RR del ECG) tienen la condición de ser ‘ill-posed’.
Este hecho motiva la búsqueda de técnicas que permitan estabilizar tales problemas para hacer
que su solución sea menos sensible a los errores de observación. Una forma de lograr este objetivo
es a través de la denominada regularización de Tikhonov, que consiste en sustituir la ecuación
(3.16) del modelo original por otra ‘aumentada’ en la cual se incluye, además, información a
priori acerca de la solución. Esta nueva ecuación aumentada es de la forma

ỹQT = f̃RR(θ) + ṽ , (3.63)

donde cada uno de los vectores de esta ecuación,

ỹQT =

[
yQT
ϕ

]

, f̃RR(θ) =

[
fRR(θ)
Φ(θ)

]

y ṽ =

[
v
v′

]

, (3.64)

son de dimensión (NT +NR)×1, con NR indicativo del número de condiciones (esto es, relaciones
entre parámetros) que se imponen en el proceso de regularización. En el caso que tratamos en
esta tesis, tales condiciones se eligen de modo que no fuercen situaciones que puedan alejarse
de la solución verdadera del problema y, en cualquier caso, pensando siempre en el fenómeno
fisiológico que se persigue modelar. Aśı, a partir de un estudio previo que se describirá en detalle
en la Sección 4.3.1, se comprueba, utilizando series reales de QT y RR, que la curva de pesos
que define el filtro lineal h tiene un comportamiento suave que se representa adecuadamente a
través de una función exponencial. Para incorporar esta condición en el proceso de estimación,
bastará elegir el operador de regularización Φ como un operador lineal con matriz asociada βD
(β ∈ R ,D ∈ R(N−1)×M ) tal que D contenga a una matriz Dα̂ de la forma:

Dα̂ =








α̂ −1 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
0 α̂ −1 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
...

. . .

0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 α̂ −1







, (3.65)

en las columnas que multiplican a los pesos del filtro cuando se realiza la operación Φ(θ) = βDθ.
El parámetro β en la definición de Φ es un escalar que se denomina parámetro de regularización
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y controla el grado de suavidad de las estimaciones que se obtienen. Además, en la ecuación
(3.64) se toma ϕ = 0 y se considera v′ como un vector de ruido ficticio, cuyas caracteŕısticas
estad́ısticas es necesario definir o estimar, igual que se hace con el vector de observación v, para
aquellos estimadores que aśı lo requieran.

En el caso particular de que el estimador utilizado sea el estimador de mı́nimos cuadrados
(LS), cuya definición no requiere ninguna descripción acerca del ruido, se vio en la sección previa
que la solución sin regularizar θ̂LS del problema (3.62) se obtiene mediante:

θ̂LS = arg mı́n
θ
‖yQT − fRR (θ)‖

2 , (3.66)

donde ‖∙‖ denota la norma eucĺıdea en RNT . Al incorporar las relaciones adicionales entre los
parámetros según expresa el operador Φ(θ) = βDθ, la solución regularizada θ̂LS del problema
aumentado (3.63) pasa a ser:

θ̂LS = arg mı́n
θ

(
‖yQT − fRR (θ)‖

2 + β2 ‖Dθ‖2
)
. (3.67)

Como puede observarse de esta última expresión (3.67), el parámetro β supone un compromiso
entre la información que se tiene a priori acerca de la solución y la información que aportan los
datos observados que se almacenan en el vector yQT. Cuando en la Sección 3.5 se analicen los
métodos Bayesianos para la resolución del problema inverso, podrá comprobarse que el parámetro
β guarda una estrecha relación con la matriz de covarianza de la fdp a priori establecida para θ.
No obstante, es necesario poner de manifiesto que, mientras que tal covarianza se define antes de
conocer los datos yQT, el parámetro de regularización suele elegirse una vez que éstos ya están
disponibles.

Existen diversas aproximaciones para determinar el valor del parámetro de regularización.
Algunas de estas aproximaciones requieren conocer cierta información acerca de la norma eu-
cĺıdea del error de observación, ‖v‖. Si tal información puede obtenerse de forma precisa, se
recomienda la utilización de estas aproximaciones, pero si tal información no está disponible
directamente y debe definirse o estimarse a partir de los datos, como es nuestro caso, enton-
ces es preferible utilizar otro tipo de métodos. Entre estos métodos se encuentra el conocido
como criterio ‘L-curve’, que se apoya en la obsevación de la gráfica que muestra el error de

regularización
(
en nuestro caso,

∥
∥
∥D θ̂

∥
∥
∥
)
frente al error residual a la salida del sistema

(
esto

es,
∥
∥
∥yQT − fRR (θ̂)

∥
∥
∥
)
según se va variando el valor del parámetro β y, en consecuencia, vaŕıa la

estimación θ̂. Esta gráfica suele presentar forma de ‘L’ , por lo que, una vez comprobado que, en
efecto, es aśı, puede garantizarse que existe un valor óptimo para β, que es el que se corresponde
con la esquina de la ‘L’. En dicho punto se ha conseguido disminuir el error de regularización
prácticamente hasta el ĺımite sin que ello haya sido a costa de aumentar el error de perturba-
ción, que apenas ha variado. La forma de identificar la esquina de la ‘L’ es mediante la función
curvatura, que justamente alĺı alcanzará el máximo valor.

Restriccciones Por último, cabe señalar que, además de la información introducida a través
de la regularización, puede ser también deseable añadir restricciones, en forma de igualdad o
desigualdad, a la solución del problema inverso. En el problema que nos ocupa en esta tesis,
estas restricciones deben garantizar que las estimaciones de los pesos hi , i = 0, . . . , N − 1, del
filtro lineal sean todas positivas y su suma valga 1, para poder aśı interpretar correctamente
los resultados obtenidos, tal como quedó justificado en la Sección 3.2. El método utilizado para
incorporar las restricciones al problema planteado se basa en las aproximaciones descritas en
[115, 116] particularizadas para el caso estacionario. Denotando por Ωc al conjunto de vectores
θ̆ ∈ RM×1 que satisfacen las restricciones deseadas, el problema que se resuelve para hallar la
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estimación
̂̂
θ con restricciones es:

̂̂
θ = arg mı́n

θ̆∈Ωc

{(
θ̆ − θ̂

)T
W
(
θ̆ − θ̂

)}

, (3.68)

donde θ̂ es la estimación (sin restricciones) obtenida con alguno de los métodos descritos y W
es una matriz de ponderación, simétrica y definida positiva, que debe definirse. El problema
(3.68) puede resolverse por el método de Mı́nimos Cuadrados. Para simplificar la notación, en

lo que sigue se utilizará θ̂, en sustitución de
̂̂
θ, para denotar a la estimación que ya satisface las

restricciones deseadas.

3.5 Teoŕıa de la estimación. Métodos probabiĺısticos

En esta sección se propone tratar la resolución del problema inverso (formulado a través de la
ecuación (3.16) desde el punto de vista estad́ıstico. Esto quiere decir que el vector de parámetros
desconocido θ se considera ahora aleatorio y, por tanto, caracterizado a través de una cierta fdp.
En consecuencia, θ podrá tomar distintos valores, pero siempre obtenidos a partir de una misma
distribución con valores definidos de su media, covarianza, etc. Este tratamiento presenta la
ventaja, frente a los métodos deterministas, de que permite incorporar la noción de incertidumbre
en el conocimiento de los valores de los parámetros, lo cual puede tratarse de manera natural
mediante la teoŕıa de la probabilidad. A la hora de abordar el problema inverso estad́ıstico, nos
centraremos en la aproximación Bayesiana, tal como se describe a continuación. Las referencias en
las que nos apoyamos para la descripción de los apartados de esta sección son [109,110,111,112].

3.5.1 Inferencia Bayesiana

En la inferencia Bayesiana, que debe su nombre al estadista inglés Thomas Bayes, quien la
introdujo en 1763, se hace uso tanto de las medidas observadas (en nuestro caso, yQT) como del
conocimiento que a priori se tiene de la solución para, a partir de ambas, obtener una distribución
‘corregida’ de los parámetros θ tal que represente tan fielmente como sea posible el verdadero
sistema que tratamos de identificar. Mediante el teorema de Bayes, que se expuso en la Sección
3.3.3, es posible escribir

p(θ|yQT) ∝ p(yQT|θ)p(θ) (3.69)

donde p(θ) es la distribución que a priori le asignamos a θ antes de conocer las observaciones
recogidas en el vector de datos yQT y p(yQT|θ) representa la información que aportan dichas
observaciones para cada valor de θ. La densidad resultante, p(θ|yQT), es la solución Bayesia-
na del problema inverso y suele denominarse densidad a posteriori de θ, pues resume nuestro
conocimiento acerca de θ una vez que ya disponemos de los datos en yQT.

Hay tres razones fundamentales que justifican la introducción de los métodos Bayesianos
para resolver determinados problemas inversos:

1) pueden incorporar de manera sencilla la información previa acerca de θ de la que se
dispone. Para ello, como θ se considera vector aleatorio, basta asignarle una cierta fdp a priori.
Este hecho permite mejorar sensiblemente la precisión en la estimación, aunque siempre bajo la
condición de que la información introducida se corresponda con la realidad f́ısica que se modela.
En caso de que no se disponga de información fiable y desee utilizarse la inferencia Bayesiana,
se aconseja definir una fdp a priori que sea prácticamente plana, en el sentido que se dé a todos
los posibles valores de θ una probabilidad similar y, por tanto, no se introduzca ningún sesgo
hacia determinados valores.
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2) los estimadores Bayesianos pueden utilizarse también para resolver problemas inversos
deterministas en los que, por ejemplo, no es posible encontrar el estimador óptimo MVU. A
diferencia de la estimación determinista tradicional, donde el óptimo no siempre existe, en la
estimación probabiĺıstica śı que está garantizada su existencia, aunque no siempre pueda darse
mediante una expresión cerrada. Aśı, puede ocurrir que, para un problema determinista, no exista
un estimador θ̂ insesgado cuya varianza sea menor o igual que la de cualquier otro estimador
para todos los valores del vector de parámetros θ, pero śı que puede existir un estimador que
cumpla la condición ‘en promedio’ entre todos los valores de θ. Como contrapartida, para un
determinado valor de θ, el estimador Bayesiano obtenido puede no ser el más apropiado. Esto
se verá en la Sección 3.5.2.1.

3) al llevar a cabo la estimación desde el punto de vista probabiĺıstico, la solución que
se obtiene no es un valor concreto del vector de parámetros sino toda una distribución de
probabilidad. Aunque en la práctica no se trabaja con la fdp completa, sino que ésta se utiliza
para calcular diferentes estimaciones puntuales, es posible siempre disponer de intervalos de
confianza que permiten valorar la fiabilidad de las estimaciones realizadas. Esto, sin embargo,
no es posible con los métodos clásicos.

A partir de la densidad a posteriori p(θ|yQT), solución estad́ıstica del problema inverso,
las estimaciones puntuales más comúnmente utilizadas son las que se describen en el siguiente
párrafo, cada una de las cuales se corresponde con la minimización de una cierta función de riesgo.
Bajo ciertos condicionantes, los estimadores aśı derivados coinciden entre śı y, en algunos casos,
también con algunos estimadores clásicos estudiados en la Sección 3.4. A la hora de evaluar la
actuación de los estimadores Bayesianos, debe tenerse en cuenta que ya no puede hacerse como
con los métodos deterministas, donde se analizan la media y la varianza del estimador. Para
ilustrar esto, supongamos que se realizan una serie de simulaciones de Monte Carlo (MC) a
través de las cuales desea valorarse la precisión del estimador. Debemos distinguir:

• Si se sigue la aproximación clásica, se fija un valor de θ y en cada repetición MC se genera
una realización del ruido v a partir de su fdp y ésta se utiliza para construir yQT según el

modelo yQT = fRR(θ) + v. En cada repetición, se obtiene una estimación θ̂ de θ. Puede

entonces calcularse la media y la varianza de θ̂ a partir de todas las repeticiones y, con ello,
comprobar si el estimador escogido calcula de forma precisa los parámetros θ del sistema
a identificar.

• Si se sigue la aproximación Bayesiana, en cada repetición se genera una realización v
del ruido pero también una realización (distinta) de θ a partir de su fdp. De nuevo, se
lleva a cabo la estimación, obteniéndose, para cada repetición, una estimación puntual
de θ̂ (según el criterio que se establezca, tal como se verá en la Sección 3.5.2). Debe, no
obstante, notarse que la media y la varianza de θ̂ dependen de θ, que ahora ya no es el
mismo en todas las repeticiones. Para tener en cuenta esto y poder evaluar correctamente
la actuación del estimador, deberá hacerse la valoración en términos del error εθ = θ − θ̂,
para el que desea comprobarse que, con respecto a la fdp conjunta p(yQT,θ), tiene media
0 y varianza mı́nima.

3.5.2 Estimadores Bayesianos

Si θ tuviera sólo una o dos componentes, podŕıa tenerse una representación completa de la
solución del problema inverso dibujando p(θ|yQT) para el rango de posibles valores de θ. Sin
embargo, en la práctica sucede que el número de componentes de θ es elevado y, por tanto, se
hace necesario calcular ciertas estimaciones puntuales, como pueden ser la media, la mediana o
la moda de la fdp a posteriori. Cada una de estas tres posibles elecciones da lugar a un estimador
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puntual distinto que, a su vez, resulta óptimo bajo un cierto criterio de minimización del riesgo
Bayesiano. Para ilustrar esto, consideremos primero las definiciones que se introducen en lo que
sigue.

Denotemos por εθ = θ− θ̂ el error cometido por el estimador puntual θ̂ para una realización
concreta de los parámetros θ y de las observaciones yQT. Consideremos una función de coste
determinista CB : RM → R que asigna a cada valor de error εθ un cierto coste C(εθ). Se define
el riesgo bayesiano como el coste promedio:

RB = E{CB(εθ)} , (3.70)

donde la esperanza se toma con respecto a la fdp conjunta p(θ, yQT), ya que el error εθ puede
definirse para cada posible valor que tomen yQT y θ. Dependiendo de cómo se defina la función
de coste CB, se obtienen distintas descripciones del riesgo de Bayes RB y, para cada una de ellas,
existe un estimador óptimo que lo minimiza. Empezaremos considerando el caso en que θ sea
escalar (M=1) para poder comprobar visualmente el tipo de penalización llevado a cabo por
cada una de las funciones de coste más habitualmente empleadas:

• Si CB(εθ) = ε2θ (función de coste cuadrática), los errores grandes se penalizan en gran
medida (ver Fig. 3.3 (a)). En tal caso, el riesgo de Bayes resulta:

RB = E{ε
2
θ} =

∫ ∫
(θ − θ̂)2p(θ,yQT)dyQTdθ =

∫ [∫
(θ − θ̂)2p(θ|yQT)dθ

]

p(yQT)dyQT .

(3.71)

Para encontrar el estimador θ̂ óptimo, basta observar que, para cada valor fijado de yQT,
se trata de minimizar la integral interior de la expresión (3.71). Puede comprobarse [109],
p.316, que el estimador resultante es

θ̂ = E {θ|yQT} =
∫
θ p(θ|yQT)dθ , (3.72)

esto es, la media de la fdp a posteriori. A este estimador se le denomina MMSE, cuyas
siglas en inglés representan Mı́nimo Error Cuadrático Medio.

• Si se considera una función de coste proporcional a la magnitud del error CB(εθ) = |εθ|
(ver figura 3.3 (b)), entonces puede comprobarse [109], p.316, que el estimador óptimo es
θ̂ tal que

∫ θ̂

−∞
p(θ|yQT)dθ =

∫ +∞

θ̂

p(θ|yQT)dθ , (3.73)

esto es, la mediana de la fdp a posteriori
(
o valor θ̂ para el cual p(θ ≤ θ̂|yQT) =

1

2

)
.

• Por último, es posible también elegir una función de coste de la forma

CB(εθ) =

{
0 , si |ε| < δ
1 , otro caso

}

(3.74)

(ver figura 3.3 (c)), que penaliza (y de la misma forma) sólo los errores por encima de un

umbral δ. En tal caso, el estimador óptimo θ̂ resultante es el que maximiza

∫ θ̂+δ

θ̂−δ
p(θ|yQT)dθ .

Tomando δ arbitrariamente pequeño, θ̂ es la moda de la fdp a posteriori. A este estimador
se le denomina MAP (Máximo a posteriori).
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Figura 3.3: Diferentes funciones de coste CB(εθ) utilizadas en la definición del riesgo Bayesiano

(a) (b)

(c)

Es importante señalar que para algunas distribuciones de probabilidad los tres estimadores
anteriores coinciden. Aśı sucede, por ejemplo, si la fdp a posteriori es gaussiana, pues, en ese
caso, las localizaciones de media, mediana y moda son iguales. Una situación particular en la que
se ilustra este hecho es aquélla en la que los datos pueden modelarse de acuerdo con el Modelo
Lineal General Bayesiano:

yQT = FRRθ + v , (3.75)

donde FRR ∈ RNT×M es matriz de observación, θ es vector aleatorio de dimensión M × 1 con
fdp N (μθ,Cθ) y v ∈ R

NT×1 es vector de ruido con fdp N (0,Cv) e independiente de θ. Puede
observarse que este modelo es muy similar al Modelo Lineal General descrito en la Sección 3.4,
salvo por el hecho de que ahora θ es aleatorio. Puesto que θ y v son independientes y cada una de
ellas es gaussiana, entonces son conjuntamente gaussianas. A partir de esto, puede comprobarse
de manera sencilla que también θ e yQT son conjuntamente gaussianas, de donde se desprende
que p(θ|yQT) es la fdp de una distribución normal de media

E {θ|yQT} = μθ +
(
C−1θ + F

T
RRC

−1
v FRR

)−1
FTRRC

−1
v (yQT − FRRμθ) (3.76)

y matriz de covarianza

Cθ|yQT =
(
C−1θ + F

T
RRC

−1
v FRR

)−1
. (3.77)

Este resultado tiene especial interés en la práctica, ya que muchas situaciones se representan a
través del Modelo Lineal General Bayesiano (3.75).

3.5.2.1 MMSE (de Mı́nimo Error Cuadrático Medio)

En el caso de θ escalar, el estimador MMSE ha quedado definido como el que minimiza el error
cuadrático medio Bayesiano (Bmse):

Bmse(θ̂) = E
{
(θ − θ̂)2

}
, (3.78)

que resulta ser la media condicional de θ dadas las observaciones yQT:

θ̂MMSE = E {θ|yQT} =
∫
θp(θ|yQT)dθ . (3.79)

Debe observarse que, a diferencia de la aproximación clásica, donde la minimización del error
cuadrático medio (MSE) lleva a estimadores no realizables, ahora en la aproximación Bayesiana
el estimador MMSE siempre puede obtenerse de acuerdo con la expresión (3.79). Esto es aśı
debido a la diferente noción de error cuadrático medio en el entorno clásico:

MSE(θ̂) =

∫
(θ − θ̂)2p(yQT; θ)dyQT (3.80)
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y en el entorno bayesiano

Bmse(θ̂) =

∫ ∫
(θ − θ̂)2p(yQT, θ)dyQTdθ . (3.81)

En el caso general de θ vector de parámetros de dimensión M × 1, el estimador MMSE se
define como aquél que minimiza

Bmse(θ̂) = E
{
‖θ − θ̂‖2

}
(3.82)

y también resulta ser θ̂MMSE = E {θ|yQT}, por lo que minimiza el error cuadrático medio
Bayesiano en cada componente.

Si nos centramos en el Modelo Lineal General Bayesiano de la ecuación (3.75) podemos
establecer una estrecha relación entre el estimador probabiĺıstico MMSE y el estimador deter-
minista MVU. Para ello, basta observar que θ̂MMSE = E {θ|yQT} toma la forma dada en la
expresión (3.76). Si comparamos esta expresión con la del MVU dada en (3.40) para el Modelo
Lineal General Clásico, podemos comprobar que ambas son muy similares y, si en (3.76) hace-
mos C−1θ → 0, es decir, consideramos que no tenemos ninguna información a priori acerca de θ,
entonces: θ̂MMSE = θ̂MVU.

Además, mientras que el estimador clásico óptimo θ̂MVU no siempre existe, el estimador
Bayesiano óptimo θ̂MMSE śı, aunque no siempre pueda darse mediante una fórmula cerrada.
En general, si no es posible utilizar modelos que permitan obtener θ̂MMSE mediante cálculos
anaĺıticos, es necesario recurrir a métodos numéricos para aproximar las integrales que deben
resolverse en el cálculo del estimador θ̂MMSE.

Finalmente, cabe destacar que el estimador MMSE tiene la propiedad de ser invariante bajo
transformaciones afines, aunque no, en general, bajo transformaciones no lineales.

3.5.2.2 Estimador MAP (Máximo a Posteriori)

El estimador MAP se define como

θ̂MAP = arg máx
θ
p (θ|yQT) (3.83)

es decir, como el valor que con mayor probabilidad toma θ. Puesto que

p(θ|yQT) ∝ p(yQT|θ)p(θ) , (3.84)

una definición equivalente de θ̂MAP es

θ̂MAP = arg máx
θ
[lnp (yQT|θ) + lnp (θ)] . (3.85)

Observando esta ecuación y comparándola con la expresión que define el estimador clásico
ML, se comprueba inmediatamente que, si no se introduce información a priori (esto es, p (θ)
asigna la misma probabilidad a todos los posibles valores de θ), entonces: θ̂MAP ≡ θ̂ML. En
caso de que p (θ) no sea uniforme, estos dos estimadores ya no tienen por qué coincidir. Aśı,
el estimador MAP mantiene la propiedad de invarianza bajo transformaciones lineales, pero no
aśı bajo transformaciones no lineales, ni siquiera asintóticamente como ocurre para el estimador
ML.

De la misma definición del estimador MAP puede también apreciarse que, si la fdp a posteriori
p (θ|yQT) es gaussiana, se cumple que θ̂MAP ≡ θ̂MMSE y, en consecuencia, se tienen para este
estimador todas las propiedades descritas para el estimador de Mı́nimo Error Cuadrático Medio
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θ̂MMSE. Por otra parte, puede también comprobarse de la definición (3.85) que el papel que
juega la fdp a priori en los métodos probabiĺısticos es análogo al que juega la regularización
en la aproximación determinista, siendo el grado de regularización tanto mayor cuanto más
concentrada esté la distribución a priori. La justificación de este hecho para el caso en que la
fdp a priori sea gaussiana se obtiene expresando:

θ̂MAP = arg máx
θ

[

lnp (yQT|θ) −
1

2
(θ − μθ)

TC−1θ (θ − μθ)
T

]

=

= arg mı́n
θ

[
−2lnp (yQT|θ) + ‖Lθ (θ − μθ)‖

2
]
, (3.86)

donde Lθ se define tal que L
T
θ Lθ = C

−1
θ (puede tomarse Lθ de la factorización de Cholesky de

C−1θ ). El parámetro de regularización de los métodos clásicos queda incorporado multiplicativa-
mente en el operador Lθ, por lo que es posible observar que cuanto menor sea la varianza en
Cθ, mayor será la regularización.

Por último, puede observarse que, en general, la definición de θ̂MAP para el caso vectorial, da-
da en la ecuación (3.83), no lleva a minimizar en cada componente la función de riesgo Bayesiano
dada en el caso escalar, sino que la función de riesgo que minimiza es otra distinta.

3.5.2.3 Estimador LMMSE

Aunque bajo ciertas asunciones (como la de que θ e yQT sean conjuntamente gaussianas) los
estimadores MMSE y MAP pueden darse en forma cerrada, en general sucede que el coste
computacional requerido para el cálculo de estos dos estimadores es muy elevado. Aśı, para
obtener el MMSE es necesario resolver integrales en RM y para calcular el MAP debe resolverse
un problema de optimización conM variables. Si no es posible hacer la asunción de gaussianidad
y desea evitarse la carga computacional que supone la obtención de tales estimadores, puede
recurrirse a un estimador fácil de implementar, aunque subóptimo en general, como es el LMMSE
o estimador Lineal de Mı́nimo Error Cuadrático Medio.

Para deducir la expresión del estimador θ̂LMMSE, se imponen las condiciones siguientes:

• θ̂LMMSE es una función af́ın de las observaciones: θ̂ = AyQT+b, para ciertos A ∈ RM×NT ,
b ∈ RM×1.

• θ̂LMMSE minimiza el error cuadrático medio bayesiano Bmse(θ̂) = E
{
‖θ − θ̂‖2

}
.

Se demuestra [109], p.389, que el estimador LMMSE responde a la expresión

θ̂LMMSE = E {θ} + CθyQTC
−1
yQT
(yQT − E {yQT}) , (3.87)

donde CθyQT ∈ R
M×NT es la matriz de covarianza cruzada entre θ e yQT y CyQT ∈ R

NT×NT

es la matriz de covarianza de yQT. Además, en cada componente, i = 0, . . . ,M − 1, el error
cuadrático medio Bayesiano es

Bmse(θ̂i) = E
{
‖θi − θ̂i‖

2
}
=
(
Cθ − CθyQTCyQTC

−1
yQTθ

)

ii
, (3.88)

donde Cθ ∈ RM×M .

Una primera observación que puede hacerse acerca del estimador LMMSE es que éste requiere
conocer sólo los dos primeros momentos de la distribución conjunta p (yQT , θ), es decir,

[
E {θ}
E {yQT}

]

,

[
Cθ CθyQT
CyQTθ CyQT

]

. (3.89)
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En el caso de que los datos yQT puedan describirse mediante un modelo de la forma lineal
Bayesiana:

yQT = FRR θ + v , (3.90)

donde FRR ∈ RM×NT es matriz de observación, θ ∈ RM×1 es vector aleatorio y v ∈ RNT × 1
es vector de ruido de media 0 e incorrelado con θ (esto es, como el Modelo Lineal General
Bayesiano pero sin la asunción de gaussianidad), entonces el estimador LMMSE de θ resulta

θ̂LMMSE = E {θ} +
(
C−1θ + F

T
RRC

−1
v FRR

)−1
FTRRC

−1
v (yQT − FRRE {θ}) . (3.91)

El error cuadrático medio Bayesiano en cada componente resulta Bmse(θ̂i) = [Cεθ ]ii, i =

0, . . . ,M − 1, donde Cεθ denota la matriz de covarianza del error de estimación εθ = θ − θ̂,
que está dada por

Cεθ =
(
C−1θ + F

T
RRC

−1
v FRR

)−1
. (3.92)

Si en el modelo (3.90) se añade la condición de gaussianidad conjunta de θ e yQT (o, lo que es lo

mismo, se considera el Modelo Lineal General Bayesiano), entonces θ̂LMMSE ≡ θ̂MMSE, por lo
que es óptimo bajo el criterio de minimización del Bmse. En otro caso, θ̂LMMSE sigue teniendo
la expresión (3.91), pero es sólo subóptimo.

A la hora de calcular el estimador θ̂LMMSE, puede hacerse uso de dos propiedades importantes
que posee: es invariante bajo transformaciones afines y es aditivo (el estimador de la suma de
dos vectores de parámetros es la suma de los estimadores individuales).

3.5.3 Restricciones

Para que las soluciones θ̂ obtenidas utilizando estimadores Bayesianos satisfagan una serie de
restricciones que pueden ser deseables para el problema en cuestión, es necesario incorporar esta
información al problema. En el caso de la identificación del sistema que relaciona los intervalos
QT y RR, es deseable que se cumplan las dos condiciones que se describieron en la Sección 3.4.7,
que implican que todos los pesos hi, i = 0, . . . , N − 1, sean positivos y su suma sea 1.

En la estimación Bayesiana existe la posibilidad de incluir información acerca de tales con-
diciones a través de la fdp a priori, por ejemplo asignando probabilidad 0 a aquéllos puntos
que no cumplan las restricciones deseadas. Sin embargo, este tipo de tratamiento, que puede
resultar adecuado en determinados problemas, resulta intratable matemáticamente cuando las
restricciones implican relaciones más complejas entre las distintas variables que intervienen en
el planteamiento. Es por ello que consideramos en esta tesis el mismo procedimiento que se
describió en la Sección 3.4.7 para la incorporación de restricciones. Espećıficamente, una vez ob-
tenida la estimación θ̂ de acuerdo con alguno de los métodos Bayesianos descritos en la Sección

3.5.2, se procede a resolver el problema (3.68) para determinar la solución con restricciones
̂̂
θ

del problema planteado. De nuevo, para simplificar la notación, se utilizará en lo sucesivo θ̂ en

lugar de
̂̂
θ para denotar la solución que incorpora ya las restricciones.

3.6 Modelado lineal de la relación QT/RR

En esta sección (para modelo de regresión lineal) y la siguiente (para modelos no lineales) se
plantea la evaluación de los distintos estimadores propuestos en las Secciones 3.4 y 3.5 a la hora
de identificar los parámetros de un sistema, tal como el descrito en la ecuación (3.16), a partir del
conocimiento de la señal de entrada xRR(n), de la señal de salida yQT(n) generada artificialmente
y del modelo en cuestión. En las tablas 3.1 (modelo lineal) y 3.2 (modelos no lineales) se recoge
una lista de los estimadores utilizados y de las equivalencias entre ellos bajo las condiciones en
las que se realiza la estimación.
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Cuadro 3.1: Estimadores utilizados para la resolución del problema inverso planteado en el
estudio cuando el modelo de regresión es el MODELO LINEAL.

Estimación Determinista Sin Regularización θ̂MVU = θ̂BLUE = θ̂ML = θ̂WLS = θ̂LS

Con Regularización
θ̂MVU = θ̂BLUE = θ̂ML = θ̂WLS

θ̂LS

Estimación Probabiĺıstica fdp a priori gaussiana θ̂MMSE = θ̂MAP = θ̂LMMSE

fdp a priori uniforme θ̂MMSE = θ̂MAP = θ̂LMMSE

Cuadro 3.2: Estimadores utilizados para la resolución del problema inverso planteado en el
estudio cuando el modelo de regresión es un MODELO NO LINEAL.

Estimación Determinista Sin Regularización θ̂ML = θ̂WLS = θ̂LS

Con Regularización
θ̂ML = θ̂WLS

θ̂LS

Estimación Probabiĺıstica fdp a priori gaussiana
θ̂MAP

θ̂LMMSE

fdp a priori uniforme θ̂MAP

3.6.1 Planteamiento

Consideramos en esta sección el caso particular en el que los datos se describen utilizando como
función g( . , a) el modelo de regresión lineal:

yQT(n) = g(zRR(n), a) + v(n) = a0 + a1zRR(n) + v(n) , n = 0, . . . , NT − 1 . (3.93)

A partir de la expresión zRR(n) = h
T xRR(n), podemos escribir:

yQT(n) = a0 + a1
(
hT xRR(n)

)
+ v(n) =

[
1 xTRR(n)

]
[
a0
a1h

]

+ v(n) . (3.94)

Si denotamos θ =
[
a0 a1h

T
]T
∈ RM×1, conM=N+1, y definimos la matriz de observación

FRR ∈ RNT×M tal que su fila n-ésima, n = 0, . . . , NT − 1, esté formada por el vector
[
1 xTRR(n)

]
,

es claro que puede expresarse:

yQT = FRRθ + v , (3.95)

donde yQT ∈ RNT×1 es el vector de datos que contiene las medidas de la señal de salida

yQT(n) , n = 0, . . . , NT−1, FRR es la matriz de observación antes definida, θ =
[
θ0 . . . θM−1

]T

es el vector de parámetros desconocidos que desean estimarse y v ∈ RNT×1 recoge los valores
del ruido v(n) para n = 0, . . . , NT − 1. Consideramos que este ruido v es gaussiano, de media
0 y matriz de covarianza de la forma Cv = σ

2
v I y, además, en el caso de que θ sea aleatorio,

asumiremos que v está incorrelado con θ.

El propósito final que se persigue es determinar el vector de parámetros desconocido θ a
partir de yQT, FRR y el modelo (3.95), para lo cual se evalúan los diversos estimadores descritos

en las secciones previas. Una vez obtenida la estimación θ̂ de θ (utilizando alguno de los métodos
propuestos), es posible obtener una estimación ĥ del vector de pesos del filtro h y otra estimación
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â del vector de coeficientes de la función af́ın g(z, a) = a0 + a1z. Para ello, basta definir:

â0 = θ̂0 , (3.96)

â1 =
M−1∑

i=1

θ̂i , (3.97)

ĥi = θ̂i+1
1

â1
, i = 0, . . . , N − 1 . (3.98)

Las prestaciones de cada uno de los estimadores propuestos para la determinación de los vec-
tores h y a del sistema completo se evalúan mediante la realización de una serie de simulaciones
de Monte Carlo (MC), tal como se describe en la sección siguiente.

3.6.2 Simulaciones

Consideramos que la señal de entrada al sistema se extrae de la serie de intervalos RR tomada de
un registro de la base de datos EMIAT, que se describe en la Sección 4.2. Sobre tal señal se aplica
un procedimiento para eliminar posibles ‘outliers’, tal como se describe más detalladamente en
4.2, y se interpola con frecuencia de muestreo de 1 Hz. Se fija el número NT de observaciones, que
para las simulaciones es NT=15000, y el orden del filtro lineal, que se toma como N=15. Se define
entonces la entrada al sistema xRR(n), n = 0, . . . , NT−1, como aquélla que contiene los primeros
valores de la serie de RR interpolada, empezando a partir de la muestra N , para aśı poder tener
definido el vector de entradas retardadas xRR(n) en todos los instantes considerados. Puede
observarse que la primera muestra, xRR(0), corresponde al N -ésimo intervalo RR del registro. A
partir de la entrada xRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, y del orden N elegido, se construye la matriz de
observación FRR según la definición dada en la sección previa. Cabe aqúı señalar que el número
M de parámetros que deben estimarse para resolver el problema inverso planteado en (3.95) es
M=N+1=16. Por último, para el ruido v, se define su matriz de covarianza Cv = σ

2
v I, donde

σv se toma como el valor tal que la relación señal a ruido (SNR) sea de 10 dB:

σv = σs ∙ 10
−SNR
20 (3.99)

donde σs denota la desviación estándar de FRRθ. Para los valores de θ utilizados en la simulación,
puede comprobarse que el valor resultante de σv es aproximadamente 1.8 ms.

En lo que sigue se proponen dos tipos de simulación distintos, según la naturaleza de los
parámetros a identificar:

Simulación tipo I, en la que se considera que los parámetros del sistema son deterministas y,
por tanto, se establece un valor fijo para ellos. En nuestro caso, fijamos los valores de los pesos
hi del filtro lineal según la expresión siguiente:

hi = kα
i (3.100)

donde α=0.8 y k =
1

N−1∑

i=0

αi

=
1− α
1− αN

. Para que la curva de pesos no sea exactamente una expo-

nencial, a cada uno de los hi se les suma aleatoriamente una cantidad entre -0.02 y 0.02 y poste-
riormente se vuelven a normalizar. Los valores de los coeficientes ai los fijamos en a0 =0.3908 y

a1 =0.0452. A partir de los valores establecidos para h =
[
h0 . . . hN−1

]T
y para a =

[
a0 a1

]T
,

construimos θ =
[
θ0 . . . θM−1

]T
=
[
a0 a1h

T
]T
. Para poder después evaluar la actuación de los

estimadores utilizados, proponemos llevar a cabo simulaciones de Monte Carlo donde generamos
un número Nrea de realizaciones distintas del vector de observación yQT. En nuestro caso, hemos
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elegido Nrea=500. En cada repetición j = 1, . . . , Nrea del método MC generamos una realización
v(j) del vector de ruido, que se ha obtenido a partir de la fdp N (0,Cv). Utilizando este v(j),
definimos el vector de observación para la realización j, j = 1, . . . , Nrea, mediante:

y
(j)
QT = FRRθ + v

(j) . (3.101)

A partir de los datos y
(j)
QT y del modelo planteado, puede utilizarse cualquiera de las técnicas de

estimación descritas en la Sección 3.4 y con ello obtener la estimación θ̂
(j)
correspondiente a la

realización j. El error de estimación ε
(j)
θ se define mediante

ε
(j)
θ = θ − θ̂

(j)
, j = 1, . . . , Nrea . (3.102)

Simulación tipo II, en la que el vector de parámetros θ se considera aleatorio y, por tanto, se le
asigna una cierta fdp. En nuestro caso, consideramos para esta simulación θ ∼ N

(
μθtrue ,Cθtrue

)
,

donde μθtrue se define de la misma forma que se definió θ en la simulación tipo I y Cθtrue se toma
como la matriz diagonal cuyo primer elemento toma valor 10−6 y los restantes elementos toman
valor 10−8. Ahora, al llevar a cabo las simulaciones MC, para cada repetición j = 1, . . . , Nrea,
se genera tanto una realización v(j) del vector de ruido, obtenida a partir de la distribución
N (0,Cv), como una realización θ(j) del vector de parámetros, obtenida a partir de la distri-
bución N

(
μθtrue ,Cθtrue

)
. Con estas realizaciones, formamos el vector de observaciones para la

realización j mediante:

y
(j)
QT = FRRθ

(j) + v(j) . (3.103)

A partir de los datos en y
(j)
QT y del modelo formulado, procedemos a realizar la estimación

mediante cada uno de los métodos propuestos en la Sección 3.5, obteniendo en cada caso una

estimación θ̂
(j)
. El error de estimación ε

(j)
θ se calcula ahora mediante

ε
(j)
θ = θ

(j) − θ̂
(j)
, j = 1, . . . Nrea . (3.104)

Tanto en la simulación tipo I como en la simulación tipo II, desea valorarse la actuación de
cada uno de los estimadores empleados. Para ello, calculamos, para cada componente del error de
estimación, su media, su varianza y su fdp estimada a partir del correspondiente histograma de
frecuencias. En algunos casos es posible conocer teóricamente la distribución de probabilidad del
error cometido al emplear un cierto estimador. Para otros estimadores, tal distribución teórica
sólo puede conocerse asintóticamente y, para otros, no se conoce nada acerca de ella. De cualquier
manera, siempre es posible proporcionar la fdp del error estimada mediante el histograma.

Debe hacerse notar que la finalidad última es identificar cada uno de los dos subsistemas que
componen el sistema global de la figura (3.1), esto es, tratar de determinar los vectores h y a.

Aśı, una vez conocida la estimación θ̂
(j)
para cada repetición de Monte Carlo j = 1, . . . , Nrea,

nos interesa obtener estimaciones de los pesos del filtro, ĥ(j), y de los coeficientes de la función
de regresión, â(j). Para ello, se procede tal como se explicó en la Sección 3.6.1 y, a partir de los
valores obtenidos, se calcula el error cometido por el estimador mediante:

ε
(j)
hi
= hi − ĥ

(j)
i , i = 0, . . . , N − 1 , (3.105)

ε(j)ai = ai − â
(j)
i , i = 0, 1 , (3.106)

si se trata de la simulación tipo I, o bien mediante

ε
(j)
hi
= h

(j)
i − ĥ

(j)
i , i = 0, . . . , N − 1 , (3.107)

ε(j)ai = a
(j)
i − â

(j)
i , i = 0, 1 , (3.108)

si es la simulación tipo II. Para cada uno de estos errores, pueden proporcionarse también su
media, varianza y fdp de acuerdo con las expresiones siguientes:
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• la media se estima mediante

Ê {εhi} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

ε
(j)
hi
, i = 0, . . . , N − 1 , (3.109)

Ê {εai} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

ε(j)ai , i = 0, 1 , (3.110)

• la varianza se estima mediante

̂var {εhi} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

(
ε
(j)
hi
− Ê {εhi}

)2
, i = 0, . . . , N − 1 , (3.111)

̂var {εai} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

(
ε(j)ai − Ê {εai}

)2
, i = 0, 1 , (3.112)

• la fdp se estima construyendo el histograma de frecuencias de εhi (respectivamente de εai),
considerando todos los posibles valores tomados en las distintas realizaciones de MC. Para
construir el histograma, consideramos que el rango de valores tomados por la variable en
cuestión (bien sea ésta εhi , para un cierto i = 0, . . . , N − 1, o εai , para i=0 ó 1), se divide
en 25 partes o celdas distintas. Además, para obtener una representación continua de la
fdp estimada, se ha considerado la curva obtenida como resultado de interpolar los puntos
centrales de cada una de las celdas del histograma.

3.6.3 Estimación del modelo con métodos deterministas

Asumiremos que el modelo con el cual se han generado los datos es el formulado en la ecuación
(3.95), donde el vector de parámetros θ desconocido se considera determinista. Al llevar a cabo
la estimación a partir de los datos simulados, consideramos la restricción hT1 = 1, pero no aśı
las restricciones hi ≥ 0, ∀i, ya que en este caso no desean hacerse interpretaciones de los hi
obtenidos.

Tanto algunos métodos deterministas, considerados en esta sección, como algunos métodos
probabiĺısticos, estudiados en la sección siguiente, requieren que se conozca la estad́ıstica del
ruido para poder realizar la estimación o, si no toda la estad́ıstica completa, śı parte de ella.
Como en el caso que nos ocupa ocurre que, en la práctica, tal información no se tiene disponible,
es necesario utilizar alguna técnica que permita estimarla a la vez que se estiman los parámetros
del sistema. En esta tesis se ha implementado una técnica basada en el trabajo [117] mediante
la cual se estima la matriz de covarianza del ruido v y puede garantizarse que, tras unas pocas
iteraciones del procedimiento aplicado, se logra una buena aproximación. Como tal matriz Cv
es lo único que queda por determinar acerca del ruido en este estudio, una vez hechas las
correspondientes asunciones, la técnica anterior resulta satisfactoria. La forma de proceder es la
siguiente: se fija un cierto número de iteraciones Nit (en nuestro caso se ha tomado Nit = 10)
y se empieza con una cierta inicialización para la matriz de covarianza estimada Ĉv = σ̂

2
v I.

Con ella, se lleva a cabo la estimación de θ y se obtiene un vector de parámetros estimados θ̂.
Utilizando este θ̂, se realiza una estimación de σ̂2v mediante

σ̂2v =
1

NT

NT−1∑

n=0

(
yQT(n) − f(xRR(n), θ̂)

)2
, (3.113)

donde, en el caso que tratamos en esta sección, f(xRR(n), θ̂) =
(
FRR θ̂

)

n
, esto es, el elemento

n-ésimo del vector FRR θ̂. Se construye a continuación Ĉv = σ̂
2
v I, para el valor σ̂

2
v calculado, y
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se utiliza esta matriz Ĉv para obtener la nueva estimación θ̂. Este procedimiento se repite Nit
veces, tras las cuales se ha obtenido una estimación Ĉv apropiada y, más importante, se llega a
la estimación θ̂ deseada.

Es necesario señalar que en el caso de que se incorpore regularización en los métodos de-
terministas, el vector de observación ỹQT del problema aumentado tiene dimensión mayor que
NT, pues a las observaciones yQT se añaden también las que definen la regularización (ver ecua-
ción (3.63)). En tal caso, consideramos en esta tesis que el vector de ruido ṽ tiene matriz de
covarianza Cṽ de la forma:

Cṽ =

[
σ2v I 0
0 σ2v′ I

]

(3.114)

y se procede a estimar separadamente σ2v y σ
2
v′ siguiendo el mismo procedimiento descrito en el

párrafo anterior. En cuanto al vector ϕ, de dimensión (N − 1)× 1 y a la matriz D de dimensión
(N − 1)×M , que aparecen en las condiciones de regularización, éstos se definen mediante

ϕ = 0 , D =








0 α̂ −1 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
0 0 α̂ −1 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
...

. . .

0 0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 α̂ −1







, (3.115)

donde α̂ se calcula, de entre un conjunto de posibles valores ᾰ tomados en el intervalo [0, 1],
como aquél que lleva a un menor residuo del ajuste lineal entre el vector de datos yQT y el vector
zRR(n) = h̆

T xRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, con h̆ calculado a partir de la expresión h̆i = k̆ ᾰi, i =

0, . . . , N − 1, donde k̆ =
1− ᾰ
1− ᾰN

. Finalmente, el parámetro de regularización β se determina

utilizando el criterio ‘L-curve’ que se describió en la Sección 3.4.7.

En lo que sigue se evalúa la actuación de los distintos estimadores deterministas en la re-
solución del problema (3.95) que queda planteado en cada una de las realizaciones de Monte
Carlo descritas para la simulación tipo I. Podemos distinguir según que los métodos utilizados
incorporen o no regularización:

• Si no se incorpora regularización, entonces se asume que el ruido del modelo es gaussiano
y tiene matriz de covarianza de la forma Cv = σ

2
v I. Como σ

2
v no se conoce, se estima para

obtener σ̂2v. Es posible comprobar que, para el problema planteado, todos los estimadores
presentados en la Sección 3.4 coinciden en el estimador eficiente y, por tanto, MVU. Este
hecho ya se puso de manifiesto cuando se describieron cada uno de los estimadores y se
particularizó para el caso del Modelo Lineal. Aśı, θ̂MVU = θ̂BLUE = θ̂ML = θ̂LS = θ̂WLS ,
donde para el estimador θ̂WLS se ha considerado como matriz de ponderación la inversa de
la matriz de covarianza del ruido. El estimador eficiente responde a la expresión siguiente,
deducida de la fórmula general dada en (3.43):

θ̂MVU =
(
FTRRFRR

)−1
FTRRyQT . (3.116)

Este estimador tiene la caracteŕıstica de presentar varianza mı́nima en la estimación de
cada componente θi del vector de parámetros, estando dada esta varianza mediante el
elemento (i, i), i = 0, . . . ,M − 1, de la matriz

C
θ̂MVU

= σ2v
(
FTRRFRR

)−1
, (3.117)

que es la inversa de la matriz de información de Fisher, I−1(θ), definida en (3.38). Además,
para este estimador eficiente puede darse su caracterización estad́ıstica completa:

θ̂MVU ∼ N
(
θ, σ2v

(
FTRRFRR

)−1)
, (3.118)
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de donde se deduce que:

εθ ∼ N
(
0, σ2v

(
FTRRFRR

)−1)
. (3.119)

Presentamos a continuación los resultados obtenidos al aplicar el estimador definido en
(3.116) sobre los datos generados en la simulación tipo I y contrastamos su actuación

con los resultados teóricos que acaban de describirse. El vector de medias Ê {εθ} que se
obtiene de promediar los errores correspondientes a las distintas realizaciones de MC se
encuentra muy cerca del vector de medias nulo que teóricamente corresponde al estimador
MVU, siendo la esperanza estimada siempre inferior a 2 ∙ 10−3. En cuanto a la varianza
del error de estimación ̂var {εθ}, ésta toma valores para cada una de las componentes
i = 0, . . . ,M − 1 muy próximos al valor teórico de la varianza mı́nima alcanzable, que
se calcula de acuerdo con la expresión (3.117), resultando las diferencias entre varianza
teórica y estimada siempre inferiores a 1.7∙10−5.

Pueden también presentarse los correspondientes histogramas de frecuencias para cada
una de las componentes del error de estimación, a partir de las cuales se deducen las fdp’s
estimadas. Sin embargo, como el propósito final de nuestro estudio radica en la estimación
de los vectores h y a a partir de la estimación de θ, presentamos las fdp’s asociadas a estas
últimas estimaciones. Para ello, se procede tal como se describió en los apartados (3.6.1)
y (3.6.2). Es importante señalar en primer lugar que, al transformar el estimador MVU de
θ, no siempre se obtienen estimadores MVU de los nuevos parámetros. A este respecto,
cabe recordar que la eficiencia se mantiene bajo transformaciones afines pero no aśı bajo
transformaciones no lineales en general. No obstante, si el número de observaciones NT
es elevado, puede garantizarse que una función no lineal de θ̂MVU dará como resultado
un estimador que cumple de forma muy aproximada la condición de ser eficiente, y la
aproximación será tanto mejor cuanto mayor sea el número total de datos observados. Aśı,
pues, podemos afirmar que los estimadores

â0 =
(
θ̂MVU

)

0
=
[
1 0 . . . 0

]
θ̂MVU (3.120)

â1 =
M−1∑

i=1

(
θ̂MVU

)

i
=
[
0 1 1 . . . 1

]
θ̂MVU (3.121)

son estimadores eficientes de los parámetros a0 y a1, respectivamente. Claramente, son
entonces los estimadores MVU de a0 y a1 y, además, podemos conocer la cota mı́nima
(CRLB) para la varianza en la estimación de cada uno de ellos. En efecto, como

â0 = =
(
θ̂MVU

)
= A= θ̂MVU , (3.122)

donde A= =
[
1 0 . . . 0

]
, entonces

var {â0} = A=Cθ̂MVUA
T
= =

[
1 0 . . . 0

]
C
θ̂MVU

[
1 0 . . . 0

]T
=
(
C
θ̂MVU

)

00
(3.123)

esto es, la cota mı́nima sobre la varianza de cualquier estimador insesgado de a0 está
dada por el primer elemento (el que ocupa el lugar (0,0)) de la matriz C

θ̂MVU
dada en

(3.117) y, además, el estimador eficiente â0 para el cual se alcanza dicha cota es el definido
en este estudio a través de la ecuación (3.122). Este estimador presenta una distribución
gaussiana, pues resulta de aplicar una función lineal a θ̂MVU, que era gaussiano, y su media
es A=θ = θ0 = a0, por lo que podemos establecer que

â0 ∼ N
(
a0,
(
C
θ̂MVU

)

00

)
, (3.124)

de donde se deduce que

εa0 ∼ N
(
0,
(
C
θ̂MVU

)

00

)
. (3.125)
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Al aplicar el estimador que acaba de describirse sobre los datos generados en la simulación
tipo I, se obtiene una fdp estimada para â0 tal como se presenta en la figura (3.4 (a))
(histograma de frecuencias en color gris y curva continua obtenida por interpolación en
color verde). También se presenta, para su comparación, la fdp teórica en color rojo. Puede
observarse la similitud entre ambas curvas. La media y varianza estimadas para el error son
1.1 ∙10−6 y 1.3 ∙10−8, que, efectivamente, se encuentran muy cerca de los valores teóricos
calculados según (3.125) (media igual a 0 y varianza igual a 1.3 ∙10−8). En cuanto a la
estimación del coeficiente a1, puede aplicarse un procedimiento análogo al considerado
para a0 y con ello obtener la correspondiente cota CRLB para su varianza. De nuevo,
el estimador â1 propuesto en la ecuación (3.121) alcanza dicha cota, que ahora toma la
expresión:

var {â1} =
[
0 1 . . . 1

]
C
θ̂MVU

[
0 1 . . . 1

]T
=
M−1∑

i=1

M−1∑

j=1

(
C
θ̂MVU

)

ij
, (3.126)

esto es, la suma de todos los elementos de la matriz adjunta de
(
C
θ̂MVU

)

00
en C

θ̂MVU
.

Asimismo, puede observarse que la distribución de probabilidad de â1 es también gaussiana
y su media es

[
0 1 . . . 1

]
θ = θ1+ . . .+θM−1 = a1. Por tanto, el error εa1 en la estimación

de a1 tiene por fdp

εa1 ∼ N



0,
M−1∑

i=1

M−1∑

j=1

(
C
θ̂MVU

)

ij



 . (3.127)

En la figura (3.4 (b)) se presenta el resultado de la estimación del coeficiente a1 del modelo
de regresión lineal a partir de los datos generados en la simulación tipo I. La esperanza

estimada para el error εa1 es muy pequeña, Ê {εa1} = −9.4∙10
−7, y la varianza estimada,

̂var {εa1} =1.0∙10
−8, es muy similar al valor teórico dado a partir de la ecuación (3.126):

var {εa1} =1.0∙10
−8. Por otra parte, se procede a la estimación de cada uno de los pesos

hi, i = 0, . . . , N − 1, del filtro lineal. Para ello, se consideran los estimadores:

ĥi =
1

â1

(
θ̂MVU

)

i+1
, i = 0, . . . , N − 1 . (3.128)

Puede observarse que para estos estimadores ya no está garantizada su eficiencia, pues la
función que los relaciona con θ̂MVU no es lineal. Sin embargo, śı que son asintóticamente
eficientes, por lo que, en el ĺımite cuando el número de observaciones tiende a infinito,
alcanzaŕıan la cota CRLB sobre la varianza. Para el número finito NT de observaciones
utilizado en la simulación tipo I, no se alcanzará dicha cota, pero se estará cerca de con-
seguirlo. En la gráfica (3.4 (c)) se presenta la densidad de probabilidad estimada para el
error εh0 cometido en la determinación del primer peso h0 cuando el estimador utilizado es

el ĥ0 definido en (3.128). La media y varianza estimadas para εh0 son 4.3∙10
−3 y 2.5∙10−4,

respectivamente. No se presentan gráficas de distribución referidas a la estimación de ca-
da uno de los restante pesos, pero śı proporcionamos los valores de media y desviación
estándar estimados para εh0 , . . . , εhN−1 en la gráfica (3.4 (d)).

• Si se incorpora regularización, entonces se considera la resolución del problema inverso
aumentado

ỹQT = F̃RRθ + ṽ , (3.129)

donde

ỹQT =

[
yQT
ϕ

]

, F̃RR =

[
FRR
βD

]

y ṽ =

[
v
v ′

]

, (3.130)

con ϕ, β y D los que se describieron al inicio de este apartado y v ′ un ruido gaussiano
ficticio de media nula y covarianza desconocida. Como se asume que los ruidos v y v ′ tienen
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Figura 3.4: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MVU y modelo
de regresión lineal. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± desviación estándar
de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

matrices de covarianza Cv = σ
2
v I y Cv ′ = σ

2
v ′ I, pero σv y σv ′ pueden ser, en general,

distintas, ocurre que la matriz de covarianza Cṽ del ruido en el modelo aumentado puede
ya no ser múltiplo de la identidad. En consecuencia, no todos los estimadores deterministas
presentados en la Sección 3.4 coinciden, sino que el estimador de Mı́nimos Cuadrados θ̂LS
toma una expresión que sólo coincidirá con la de los restantes en caso de que sea σv ′ igual
a σv. Aśı, podemos distinguir, por un parte,

θ̂MVU = θ̂BLUE = θ̂ML = θ̂WLS , (3.131)

donde el estimador θ̂WLS se calcula utilizando como matriz de ponderación W = C−1ṽ .

Por otra parte, se tiene el estimador θ̂LS. Veamos cuáles son las prestaciones de estos
estimadores cuando se aplican para determinar el vector de parámetros θ en cada una de
las realizaciones MC de la simulación tipo I.

– En primer lugar, analizamos el estimador eficiente dado por

θ̂MVU =
(
F̃TRRC

−1
ṽ F̃RR

)−1
F̃TRRC

−1
ṽ ỹQT , (3.132)

que es el que tiene varianza menor o igual que la de cualquier otro estimador insesgado
en la estimación de cada uno de los parámetros θi, i = 0, . . . ,M − 1 del problema
aumentado (3.129). Debe hacerse notar que si se calcula el estimador eficiente en una
situación donde la matriz Cṽ del ruido no es conocida, ésta debe reemplazarse por la
correspondiente estimación Ĉṽ, como en el caso que nos ocupa.

Al aplicar el estimador θ̂MVU para resolver los problemas inversos planteados en
las realizaciones de la simulación tipo I, podemos comparar su actuación con la del
estimador óptimo del problema original (3.95), para el cual conocemos su distribución
estad́ıstica teórica completa. Se comprueba que los momentos de primer y segundo
orden de εθ estimados están muy próximos a los valores teóricos 0 y Cθ̂MVU dada en

(3.117), siendo las diferencias en la media inferiores a 1.2∙10−3 en todos los casos y
en la varianza inferiores a 2.1∙10−5.
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Si a partir de este estimador θ̂MVU se derivan estimadores ĥi, i = 0, . . . ,M − 1 y
âi, i = 0, 1, de acuerdo con las ecuaciones (3.96) - (3.98), los mismos argumentos que
los utilizados en el caso no regularizado nos llevan a probar que â0 y â1 aśı obtenidos
son estimadores eficientes de a0 y a1. Las densidades de probabilidad estimadas para
los errores εa0 y εa1 se presentan en las figuras (3.5 (a)) y (3.5 (b)), junto con las
correspondientes curvas gaussianas deducidas teóricamente. Para los parámetros del
filtro lineal h, los estimadores calculados no son eficientes, aunque śı mantienen la
propiedad asintóticamente. Se presenta en la figura (3.5 (c)) la fdp estimada para el
error en el primer peso, εh0 . Para todos los pesos se presentan media y desviación
estándar estimadas en la gráfica (3.5 (d)). También resulta interesante comparar los
resultados obtenidos tras incorporar la regularización en el proceso de estimación
con los resultados que se obteńıan anteriormente. Siempre que la información extra
añadida al problema a través de las condiciones de regularización se corresponda con
la realidad que subyace en la generación de los datos del problema, es de esperar
que las estimaciones se vean mejoradas. En efecto, basta hacer la comparación de los
siguientes pares de gráficas (3.4 (a)) vs (3.5 (a)), (3.4 (b)) vs (3.5 (b)), (3.4 (c)) vs
(3.5 (c)) y (3.4 (d)) vs (3.5 (d)) para concluir que la identificación de los parámetros
del sistema es más precisa cuando se considera el problema regularizado.
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Figura 3.5: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MVU regularizado
y modelo de regresión lineal. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± desviación
estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

– Por otra parte, analizamos el estimador de Mı́nimos Cuadrados. Este estimador se
define mediante

θ̂LS =
(
F̃TRR F̃RR

)−1
F̃TRR ỹQT (3.133)

y no precisa conocer ninguna descripción acerca del ruido del modelo. A cambio,
el criterio de error bajo el cual resulta óptimo (la distancia entre ỹQT y F̃RR θ̂LS
es mı́nima) no se traduce, en general, en ningún criterio de minimización del error
en la estimación de los parámetros. Cuando este estimador θ̂LS se aplica sobre los
datos generados en la simulación tipo I, la media y la varianza de cada componente del
error de estimación resultan muy pequeños, dando lugar a distribuciones también muy
concentradas en torno al origen. En las gráficas (3.6 (a)) a (3.6 (c)) se presentan los
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histogramas de frecuencia estimados a partir de las simulaciones MC para los errores
εa0 , εa1 y εh0 . Para todas las componentes hi, i = 0, . . . , N−1, del vector de pesos h, se
muestran en la figura (3.6 (d)) la media y la desviación estándar estimadas para cada
uno de los errores εhi . Pueden observarse sólo pequeñas diferencias en la actuación

de este estimador θ̂LS frente al estimador óptimo θ̂MVU, ya que, al incorporar en
ambos casos las condiciones de regularización, las estimaciones de los parámetros
obtenidos están en cualquier caso muy cerca de los valores verdaderos generados en
la simulación.
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Figura 3.6: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LS regularizado
y modelo de regresión lineal. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± desviación
estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

Para finalizar, resulta interesante observar que si la matriz Cṽ (matriz de covarianza del
ruido ṽ en el problema regularizado) fuera múltiplo de la identidad, esto es, Cṽ = σ

2
ṽ I,

todos los estimadores coincidiŕıan en el estimador eficiente, que ahora tomaŕıa la forma(
F̃TRR F̃RR

)−1
F̃TRR ỹQT, es decir, exactamente la misma forma que toma el estimador θ̂LS

calculado sin necesidad de haber hecho la asunción de que el ruido ṽ fuera blanco. Por
tanto, podemos concluir que, en general, el estimador θ̂LS para el problema regularizado
tendrá un comportamiento cercano al del eficiente en el caso de que v (ruido de observación)
y v ′ (perturbación en la regularización) tengan varianzas parecidas.

3.6.4 Estimación del modelo con métodos probabiĺısticos

Estimación de θ aleatorio En primer lugar consideramos que el modelo con el que se han
generado las observaciones es el que se describe a través de la ecuación (3.95), donde el vector de
parámetros θ desconocido se considera aleatorio e incorrelado con el ruido v del modelo. Para
el ruido, se asume que está distribuido según una fdp N (0,Cv), donde Cv = σ2v I. Como esta
matriz de covarianza Cv no se conoce, deberá estimarse juntamente con los parámetros θ. El
procedimiento utilizado para ello es exactamente el mismo que se explicó en la Sección 3.6.3. Para
el vector aleatorio θ a estimar, se le asigna una cierta fdp a priori, que refleja el conocimiento que
se tiene acerca de él previamente a la resolución del problema inverso. En esta tesis se analizan
las siguientes dos posibilidades para la definición de esta densidad de probabilidad:
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• Si se considera que la fdp a priori de θ es una gaussiana de media μθ y covarianza Cθ,
N (μθ,Cθ), entonces, haciendo uso de que θ y v tienen distribuciones normales indepen-
dientes y el modelo de observación es yQT = FRRθ + v, resulta claro, como ya se justificó
en la Sección 3.5.2, que la fdp a posteriori de θ, p (θ|yQT) es también gaussiana y su media
y covarianza vienen dadas a través de las expresiones (3.76) y (3.77). En consecuencia,
puesto que la media y la moda en una distribución gaussiana se localizan en el mismo
punto, puede concluirse que θ̂MMSE ≡ θ̂MAP. Este estimador toma la forma siguiente,
particularizada para el caso en que Cv = σ

2
v I:

θ̂MMSE = θ̂MAP = μθ + σ
−2
v

(
C−1θ + σ

−2
v F

T
RRFRR

)−1
FTRR (yQT − FRRμθ) , (3.134)

donde, de nuevo, si la varianza σ2v no se conoce, se sustituye por su estimación σ̂
2
v y se

utiliza ésta para el cálculo del estimador. Observando la expresión del estimador θ̂MMSE
(de Mı́nimo Error Cuadrático Medio), que coincide con la del estimador θ̂MAP (Máximo
A Posteriori), se observa que es una función af́ın del vector de observación yQT. Resulta

entonces inmediato concluir que el estimador θ̂LMMSE también coincide con los dos ante-
riores. Evaluamos la capacidad de este estimador para resolver el problema inverso que se
plantea en cada una de las realizaciones MC de la simulación tipo II. A la hora de aplicar
el estimador, necesitan definirse la media μθ y la covarianza Cθ de la fdp que se asume a

priori para θ. Aqúı se ha tomado μθ =
[
μa0 μa1μ

T
h

]T
, donde (μh)i = μhi = k̂ α̂

i con α̂

calculado tal como se explicó en la Sección 3.6.3 y k̂ =
1− α̂
1− α̂N

. Los valores μa0 y μa1 se

obtienen por un procedimiento simple como es el del ajuste lineal por Mı́nimos Cuadra-
dos del vector de datos yQT como función del vector que contiene todas las muestras de
zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, con zRR(n) = μThxRR(n). La matriz de covarianza Cθ se define
como la matriz diagonal con primer elemento de valor 10−3 y restantes elementos de valor
10−5. Para valorar la actuación del estimador dado en (3.134), calculamos la media y la va-
rianza estimadas para el error εθ, tal como se describió en la Sección 3.6.2. Podemos ahora
comparar estos valores con los que se conocen teóricamente para el error de estimación
cometido utilizando el estimador θ̂MMSE. Tales valores teóricos, para el modelo planteado,
son:

E {εθ} = 0 (3.135)

var {εθi} = Bmse(θi) =
[(
C−1θ + σ

−2
v F

T
RRFRR

)−1]

ii
, i = 0, . . . ,M − 1 . (3.136)

De hecho, en este caso puede darse la descripción estad́ıstica completa del error, ya que
εθ = θ − θ̂MMSE resulta una función af́ın de yQT y θ, que son conjuntamente gaussianas,
luego es también gaussiano:

εθ ∼ N
(
0,
(
C−1θ + σ

−2
v F

T
RRFRR

)−1)
. (3.137)

Las diferencias entre los valores teóricos y estimados de εθ resultan en media inferiores a
1.2∙10−3 y en varianza inferiores a 4.6∙10−6. Si a partir de θ̂MMSE(= θ̂MAP = θ̂LMMSE)
deducimos estimadores para h y a siguiendo las expresiones (3.96) - (3.98), puede obser-
varse que el vector â aśı construido es el estimador MMSE de a, pues se obtiene mediante
una transformación lineal de a. En las figuras (3.7 (a)) y (3.7 (b)) se presentan las fdp’s
estimadas para εa0 y εa1 , respectivamente, junto con las correspondientes distribuciones
teóricas, que resultan gaussianas por ser combinación lineal de gaussianas. La media esti-
mada para εa0 es -1.4∙10

−5, que se encuentra muy cercana a 0, y la varianza estimada es
1.3∙10−8, muy próxima al valor teórico del mı́nimo error cuadrático medio bayesiano, que
es var {εa0} = Bmse(θ0) =1.3∙10

−8. Para εa1 , sus medias estimada y teórica son 1.2∙10
−5

y 0, respectivamente. Sus varianzas estimada y teórica
(
mı́nimo Bmse obtenido de sumar
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todos los valores del adjunto del elemento (0, 0) en la matriz
(
C−1θ + σ

−2
v F

T
RRFRR

)−1)
son

ambas 1.0∙10−8. Los argumentos utilizados para el estimador â del vector de coeficientes
a dejan de ser ciertos para el estimador ĥ del filtro lineal h, pues este otro estimador es
función no lineal de θ̂MMSE. En cualquier caso, aunque no pueda afirmarse que ĥ es el esti-
mador MMSE de h, podemos evaluar su actuación a través del cálculo de media, varianza
y fdp estimadas para cada componente del error εh. La fdp estimada de εh0 se presenta en
las figura (3.7 (c)). Puede comprobarse que, aun no teniendo el comportamiento óptimo,
las distribuciones están muy concentradas en torno a 0. Esto mismo es cierto para todos los
pesos restantes, como puede observarse en la gráfica (3.7 (d)), donde se presentan media
y desviación estándar estimadas de los correspondientes errores εhi , i = 0, . . . , N − 1.
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Figura 3.7: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MMSE con fdp
a priori gaussiana y modelo de regresión lineal. En (d) se presentan, para la misma situación,
media ± desviación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

• Si se considera que la fdp a priori de θ no proporciona información acerca del vector
de parámetros desconocidos, esto es, es una distribución uniforme que asigna la misma
probabilidad a todos los posibles valores de θ, estamos ante un caso ĺımite de la fdp a
priori gaussiana tratado anteriormente, donde ahora la matriz de covarianza Cθ es tal
que C−1θ → 0. En consecuencia, puede derivarse la expresión del estimador θ̂MMSE, que
coincide con los estimadores θ̂MAP y θ̂LMMSE, sin más que sustituir C

−1
θ = 0 en la ecuación

(3.134):

θ̂MMSE = θ̂MAP =
(
FTRRFRR

)−1
FTRRyQT . (3.138)

También en este caso pueden compararse los valores de error εθ estimados a partir de
las realizaciones MC con los correspondientes valores teóricos y comprobar la proximidad
entre ambos. En efecto, las diferencias en media se encuentran por debajo de 1.1∙10−3 y
en varianza por debajo de 1.7∙10−5. A partir de θ̂MMSE, pueden deducirse los estimadores
de h y a y calcular el error cometido en cada caso. Las fdp estimadas de εa0 , εa1 y εh0 se
muestran en las gráficas (3.8 (a)) a (3.8 (c)), de donde puede comprobarse que todas ellas
están muy concentradas en torno a 0. En el caso de εa0 y εa1 se muestran también, para
su comparación, las distribuciones teóricas del error. En la gráfica (3.8 (d)) se muestran
los valores de media y desviación estándar de εhi , i = 0, . . . , N − 1.
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Figura 3.8: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MMSE con fdp
a priori uniforme y modelo de regresión lineal. En (d) se presentan, para la misma situación,
media ± desviación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

Es interesante contrastar los resultados obtenidos cuando se ha tomado como fdp a priori
de θ la distribuciónN (μθ,Cθ), con μθ yCθ los descritos anteriormente, con los resultados
que se obtienen para el caso ĺımite C−1θ → 0. A partir de la observación de los pares de
gráficas (3.7 (a)) vs (3.8 (a)), (3.7 (b)) vs (3.8 (b)), (3.7 (c)) vs (3.8 (c)) y (3.7 (d)) vs (3.8
(d)) es posible apreciar que las distribuciones del error de estimación en cada componente
están más concentradas en torno a 0 en el primer caso, es decir, cuando se introduce
información previa útil acerca del vector de parámetros a estimar. Es claro que si tal
información no fuera concordante con la que realmente se ha utilizado para generar los
datos, no cabŕıa esperar tal mejora, pero si la aportación es apropiada, como ocurre en el
caso que se ha tratado, entonces los resultados son, en efecto, mejores.

Estimación de θ determinista Aunque los métodos probabiĺısticos, y en particular la infe-
rencia Bayesiana, sólo pueden aplicarse, en teoŕıa, cuando el vector de parámetros desconocidos
θ es aleatorio, en ocasiones se utilizan también para estimar parámetros deterministas. Para ello,
se hacen las asunciones estad́ısticas necesarias para poder obtener los estimadores Bayesianos,
como MMSE, MAP ó LMMSE, y luego se utilizan los resultados como estimaciones del vector
determinista θ. La única cuestión que hay que tener presente en todo momento es que los esti-
madores Bayesianos son óptimos cuando se considera la minimización de una cierta función de
error en promedio entre todos los posibles valores que puede tomar el vector aleatorio θ. Aśı, por
ejemplo, el estimador θ̂MMSE proporciona el menor error cuadrático medio Bayesiano (Bmse(θ̂)
definido en la Sección 3.5.2.1), pero esto no quiere decir que, para un determinado valor de θ,
sea el estimador que lleve a menor error cuadrático (calculado en el sentido clásico a través de
MSE(θ̂)), por lo que, para el valor particular de θ determinista, puede tener una actuación peor
que la del estimador MVU.

En lo que sigue vamos a comprobar que, bajo ciertas elecciones, los estimadores deterministas
y probabiĺısticos analizados son equivalentes. Distinguimos también ahora según la distribución
a priori elegida para θ en la inferencia Bayesiana:

• si la fdp a priori de θ se toma como una gaussiana de media μθ y covarianza Cθ, que
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de momento no especificamos, entonces el estimador θ̂MMSE (= θ̂MAP = θ̂LMMSE) puede
escribirse, de manera más conveniente, como

θ̂MMSE = θ̂MAP = arg máx
θ
[lnp (yQT|θ) + lnp (θ)]

= arg mı́n
θ

{
σ−2v ‖yQT − FRRθ‖

2 + ‖Lθ (θ − μθ) ‖
2
}
, (3.139)

donde Lθ se define tal que L
T
θ Lθ = C

−1
θ . Podemos comparar esta expresión con la que

define el estimador clásico MVU del problema regularizado, que responde a:

θ̂MVU = θ̂ML = θ̂WLS = arg mı́n
θ

{(
ỹQT − F̃RRθ

)T
C−1ṽ

(
ỹQT − F̃RRθ

)}

=

= arg mı́n
θ

{
σ−2v ‖yQT − FRRθ‖

2 + σ−2v ′ ‖ϕ − Φ(θ)‖
2
}
. (3.140)

Resulta claro que si se eligen μθ y Cθ (o, equivalentemente, Lθ) en la definición de la fdp
a priori tales que ‖Lθ (θ − μθ) ‖

2 = σ−2v ′ ‖ϕ − Φ(θ)‖
2, donde ϕ y Φ son los que se han

elegido en las condiciones de regularización, entonces el estimador determinista θ̂MVU (del
problema regularizado) y el estimador probabiĺıstico θ̂MMSE son exactamente iguales. Por
ejemplo, en el caso que estamos tratando, si en la regularización se ha elegido ϕ = 0 y
Φ(θ) = βDθ, basta ahora elegir μθ = 0 y Lθ = σ

−1
v ′ βD; a la inversa, si se eligen primero

ciertos μθ y Lθ para la fdp a priori, basta tomar ϕ = σv ′Lθμθ y Φ(θ) = σv ′Lθθ en la
regularización. Esto responde a la noción intuitiva que se tiene de la regularización (en el
entorno determinista) y la densidad a priori (en el entorno estad́ıstico) como dos formas
de incorporar información previa acerca de la solución a la hora de resolver un problema
inverso.

También el estimador θ̂LS calculado en el caso determinista puede relacionarse con el
estimador θ̂MMSE eligiendo unos ciertos valores de μθ y Cθ para la fdp a priori. En efecto,

θ̂LS = arg mı́n
θ

{
‖yQT − FRRθ‖

2 + ‖ϕ − Φ(θ)‖2
}

= arg mı́n
θ

{
σ−2v ‖yQT − FRRθ‖

2 + σ−2v ‖ϕ − Φ(θ)‖
2
}
, (3.141)

por lo que, para que en este caso coincidan θ̂LS y θ̂MMSE , debe igualarse el término
‖Lθ (θ − μθ) ‖

2 con σ−2v ‖ϕ − Φ(θ)‖
2.

• Si la fdp a priori de θ se toma no informativa, esto es, se asume que todos los valores de θ
son igualmente probables, entonces basta observar la expresión obtenida en (3.138) para el
estimador θ̂MMSE y la expresión obtenida en (3.116) para el estimador θ̂MVU (del problema
sin regularizar) para darse cuenta de que son la misma. Esto quiere decir que el hecho de no
introducir información a priori en la resolución estad́ıstica del problema inverso y buscar el
estimador óptimo (en el sentido de menor error cuadrático medio Bayesiano) es equivalente
a no introducir ninguna condición de regularización en el problema inverso determinista y
buscar alĺı el estimador óptimo (en el sentido de ser insesgado y tener varianza mı́nima).

Como conclusión, podemos señalar, pues, que en la estimación del vector de parámetros θ de-
terminista del modelo (3.95) planteado, los métodos deterministas y probabiĺısticos analizados
coinciden bajo ciertas elecciones de la información que se introduce en la definición del problema.

3.7 Modelado no lineal de la relación QT/RR

3.7.1 Planteamiento

En esta sección se considera el modelado QT/RR utilizando como función no lineal g (. , a)
alguno de los modelos de regresión dados en las expresiones (3.4)-(3.12): g (. , a) = gi (. , a),
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i = 2, . . . , 10. Observando la relación entrada-salida para cada uno de estos modelos,

yQT(n) = gi(zRR(n), a) + v(n) , (3.142)

es posible comprobar que no hay ninguna transformación que permita expresar la salida yQT(n)
(salvo por el ruido v(n)) como una combinación lineal de ciertas funciones de la entrada xRR(n).
Esto hubiera sido posible, utilizando un desarrollo en serie de Volterra, si el modelo de regresión
gi (. , a), i = 2, . . . , 10, fuera un polinomio de un cierto orden finito P , que no es el caso de ninguno
de los modelos de regresión ahora considerados. La posibilidad de hacer una aproximación de
la función no lineal mediante un desarrollo en serie de Taylor finito suyo seŕıa razonable si la
función modelara los datos en un entorno pequeño alrededor de un cierto punto, pero no, en
general, cuando se aplica sobre todo el rango de posibles valores de RR, que es el caso que
tratamos en este caṕıtulo.

Si denotamos θ =
[
aT hT

]T
=
[
a0 a1 h0 . . . hN−1

]T
∈ RM×1, con M=N+2, pode-

mos escribir

yQT(n) = f(xRR(n), θ) + v(n) , (3.143)

donde f depende de cuál sea el modelo de regresión considerado. Agrupando todas las observa-
ciones en un vector, se expresa:

yQT = fRR(θ) + v . (3.144)

Al igual que en el caso del modelo de regresión lineal estudiado en la Sección 3.6, se considera
que el ruido v es gaussiano de media 0 y matriz de covarianza Cv = σ

2
v I y, además, en el

caso de que θ sea aleatorio, se asume que v y θ son incorrelados. Una vez aplicado el estimador
correspondiente sobre el modelo (3.144) y obtenido un valor de θ̂, pueden conocerse estimaciones
ĥ del filtro lineal (son las componentes 2 a M −1 de θ̂) y â de los coeficientes de la no linealidad
(componentes 0 y 1 de θ̂).

Para cada uno de los modelos de regresión gi (. , a), i = 2, . . . , 10, y cada uno de los estima-
dores analizados, se evalúa el comportamiento de estos últimos mediante simulaciones de Monte
Carlo.

3.7.2 Simulaciones

Las simulaciones propuestas se llevan a cabo bajo las mismas consideraciones descritas en la
Sección 3.6. Aśı, se toma la misma señal de entrada xRR(n), a la que se le ha aplicado exactamente
el mismo preprocesado. Se elige también el mismo orden N=15 para el filtro lineal h, por lo que
ahora el número total de parámetros a estimar en el vector θ es M=N+2=17. Asimismo, se
considera la misma distribución de probabilidad para el ruido v: v ∼ N (0 , σ2v I), donde σv se
elige también para que la SNR sea 10 dB. Para el modelo hiperbólico, por ejemplo, esto implica
que σv es aproximadamente 2.4 ms.

Se proponen dos tipos de simulaciones distintas dependiendo de la naturaleza de los pará-
metros a determinar:

Simulación tipo I, en la cual el vector θ de parámetros del sistema es determinista. Se considera
el mismo h que se definió en la simulación tipo I de la Sección 3.6.2 y valores de a diferentes según
el modelo de regresión considerado (por ejemplo, para el modelo hiperbólico se toma a0 =0.5005

y a1 =-0.0664). A partir de ellos, se construye θ =
[
aT hT

]T
. En cada realización de Monte

Carlo j = 1, . . . Nrea, donde Nrea=500, se genera una realización v
(j) del ruido a partir de la fdp

N (0 , σ2v I) y se utiliza para definir:

y
(j)
QT = fRR(θ) + v

(j) . (3.145)
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De acuerdo con el modelo planteado y con las observaciones que se tienen de las señales de
entrada y salida, se estima θ mediante alguno de los métodos propuestos, obteniendo el vector

θ̂
(j)
correspondiente a la realización j. Se define el error cometido en la estimación mediante

ε(j) = θ − θ̂
(j)
, j = 1, . . . , Nrea . (3.146)

Simulación tipo II, en la cual θ se considera aleatorio. Se toma para θ la distribución
N
(
μθtrue ,Cθtrue

)
, donde μθtrue es el valor de θ tomado en la simulación tipo I que acaba de

describirse y Cθtrue se define como la matriz diagonal con los dos primeros elementos de la
diagonal principal de valor 10−6 y los restantes de valor 10−7. Ahora, para cada repetición,
j = 1, . . . Nrea, de Monte Carlo, se genera una realización del ruido v

(j) y una realización del
vector de parámetros θ(j). Utilizando estas realizaciones, se define

y
(j)
QT = fRR(θ

(j)) + v(j) . (3.147)

Llevando a cabo la estimación se obtiene el correspondiente θ̂
(j)
y se mide el error de estimación

a partir de

ε(j) = θ(j) − θ̂
(j)
, j = 1, . . . , Nrea . (3.148)

Para valorar la actuación de cada uno de los estimadores propuestos (ver tabla 3.2), tanto en
la simulación tipo I como en la simulación tipo II, se realiza el mismo tipo de análisis descrito en
la Sección 3.6.2. Con ello, se obtienen estimaciones ĥ y â de los dos subsistemas que componen
el sistema global considerado en este estudio y se proporcionan valores de media, varianza y
fdp estimadas para el error cometido en la identificación de cada uno de estos dos subsistemas
(siguiendo las expresiones (3.105) - (3.112)).

3.7.3 Estimación del modelo con métodos deterministas

Asumimos ahora que el modelo a través del cual se han generado los datos es el dado en la
ecuación (3.144), donde el vector de parámetros θ desconocido se considera determinista y la
función fRR queda definida a partir del modelo de regresión examinado. De nuevo en este caso,
como se trata de obtener estimaciones a partir de datos simulados, consideraremos la restricción
hT1 = 1 pero no aśı las restricciones hi ≥ 0, ∀i.

El mismo procedimiento que se detalló en la Sección 3.6.3 para la estimación de la matriz de
covarianza del ruido, en caso de que ésta sea desconocida, se utiliza también ahora. Asimismo,
las condiciones que definen la regularización, cuando ésta desea aplicarse, son idénticas a las
definidas cuando el modelo de regresión considerado era lineal. La única diferencia estriba en
que, para lograr esas misma condiciones, debe ahora definirse

D =








0 0 α̂ −1 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
0 0 0 α̂ −1 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
...

. . .

0 0 0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 α̂ −1







. (3.149)

Evaluamos en lo que sigue las prestaciones de distintos estimadores en la determinación del
vector de parámetros θ del modelo (3.144). Podemos distinguir según se añadan o no condiciones
de regularización al problema inicial.

• Si no se incorpora regularización, entonces el ruido del modelo está distribuido según
v ∼ N (0 , σ2v I). A diferencia de lo que ocurŕıa en el caso lineal, ahora, cuando la función
fRR está definida a partir de uno de los modelos de regresión no lineales (gi (. , a), para
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i = 2, . . . , 10), el estimador MVU ya no puede encontrarse utilizando las técnicas descritas
en los apartados (3.4.2) y (3.4.3). En efecto, comenzamos por buscar el estimador eficiente
de θ, para lo cual hacemos uso del teorema de Cramer-Rao. Podemos observar que, como
fRR(θ) es determinista y v es vector aleatorio gaussiano de media 0 y covarianza σ

2
v I (no

dependiente de θ), entonces yQT ∼ N (fRR(θ) , σ2v I). Por tanto:

p(yQT;θ) =
1

(2π)
NT
2 σv

exp

{
−1
2σ2v
(yQT − fRR(θ))

T (yQT − fRR(θ))

}

, (3.150)

que claramente cumple las condiciones de regularidad dadas en (3.29). Para que exista
un estimador insesgado de θ que alcance la cota de Cramer-Rao sobre la varianza, debe
cumplirse que:

∂lnp(yQT;θ)

∂θ
= I(θ) (p(yQT)− θ) (3.151)

para alguna función p : RNT → RM . En el caso que nos ocupa, podemos acudir a la
expresión (3.38) para calcular la matriz de información de Fisher en θ y escribir

[I(θ)]ij = σ
−2
v

NT−1∑

n=0

∂ f(xRR(n); θ)

∂θi

∂ f(xRR(n); θ)

∂θj
. (3.152)

Por otra parte, podemos calcular

∂lnp(yQT;θ)

∂θi
=
∂ fRR(θ)

∂θi
σ−2v (yQT − fRR(θ)) =

= σ−2v

NT−1∑

n=0

∂ f (xRR(n); θ)

∂θi
(yQT(n) − f (xRR(n); θ)) . (3.153)

En consecuencia, podemos deducir de manera sencilla que la condición, para cada i =
0, . . .M − 1, que debe darse para que exista un estimador eficiente de θ es la siguiente:

NT−1∑

n=0

∂ f (xRR(n); θ)

∂θi
(yQT(n) − f (xRR(n); θ)) =

=

NT−1∑

n=0

∂ f (xRR(n); θ)

∂θi




M−1∑

j=0

∂ f (xRR(n); θ)

∂θj

(
pj(yQT)− θj

)


 , (3.154)

donde pj(yQT) , j = 0, . . .M − 1, denota la componente j-ésima del vector p(yQT). Para los
modelos de regresión no lineales considerados en este caṕıtulo, veamos en qué se traduce
esta condición. Si consideramos en primer lugar el modelo de regresión hiperbólico, éste
responde a la expresión

f (xRR(n); θ) = θ0 +
θ1

θ2xRR(n) + . . . + θM-1xRR(n−N + 1)
, (3.155)

dondeN es el orden del filtro lineal yM=N+2. Puede observarse que alĺı donde f (xRR(n); θ)
es diferenciable como función de θ, sus derivadas parciales con respecto a cada una de las
componentes θi, i = 0, . . . ,M − 1, responden a la expresión:

∂ f (xRR(n); θ)

∂θ0
= 1 (3.156)

∂ f (xRR(n); θ)

∂θ1
=

1

θ2xRR(n) + . . . + θM-1xRR(n−N + 1)
(3.157)

∂ f (xRR(n); θ)

∂θi
=

−θ1 xRR(n− i+ 2)

(θ2xRR(n) + . . . + θM-1xRR(n−N + 1))
2 , i = 2, . . . ,M − 1 . (3.158)
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Llevando estas expresiones a la ecuación (3.154), no puede inferirse ninguna función p :
RNT → RM para la cual se dé la igualdad. Esto mismo sucede con el resto de modelos de
regresión no lineales considerados en este estudio, por lo que no puede proporcionarse en
ningún caso un estimador eficiente para θ.

El hecho de que no se haya encontrado el estimador eficiente no limita la búsqueda del
estimador MVU, ya que puede existir un estimador cuya varianza sea uniformemente menor
que la de cualquier otro estimador insesgado de θ aunque tal varianza no alcance la cota de
Cramer-Rao. Tal como se expuso en la Sección 3.4.3, la búsqueda de tal estimador puede
realizarse a través de la aplicación de los teoremas de Neyman-Fisher y Rao-Blackwell-
Lehmann-Scheffe. Para ello, en primer lugar debe factorizarse p(yQT;θ) en la forma:

p(yQT;θ) = ı (T (yQT) ,θ)  (yQT) (3.159)

de modo que pueda aśı proporcionarse un estad́ıstico suficiente para θ, que es T (yQT). Una
vez que se ha obtenido éste, debe asegurarse que cumple la condición de completitud dada
en (3.47) y, en tal caso, buscar una función suya que dé lugar a un estimador insesgado
de θ. Para los modelos no lineales que hemos considerado en nuestro estudio, podemos
escribir

p(yQT;θ) =
1

(2π)
NT
2 σv

exp

{
−1
2σ2v
(yQT − fRR(θ))

T (yQT − fRR(θ))

}

=
1

(2π)
NT
2 σv

exp

{
−1
2σ2v

NT−1∑

n=0

(yQT(n) − f (xRR(n); θ))
2

}

. (3.160)

Si pensamos, por ejemplo, en el modelo de regresión hiperbólico, y sustituimos su expresión
en la ecuación anterior, observamos que no puede encontrarse un estad́ıstico suficiente
para θ de menor dimensión que el vector de datos completos yQT. Además, no puede
después intuirse cómo construir una función del estad́ıstico suficiente que sea un estimador
insesgado de θ. Esto mismo es cierto para los restantes modelos de regresión no lineales,
por lo que podemos concluir que las técnicas desarrolladas en los apartados (3.4.2) y (3.4.3)
no nos llevan a encontrar un estimador MVU para θ cuando el modelo planteado responde
a la expresión (3.144).

Dado que no ha sido posible encontrar el estimador óptimo para θ, debemos pasar a buscar
un estimador que cumpla la condición de optimalidad aunque sólo en sentido asintótico
o bien considerar un estimador subóptimo. Entre estos últimos, el más sencillo de imple-
mentar es el estimador BLUE. Sin embargo, tal como se expuso en la Sección 3.4.4, para
poder dar su expresión se requiere hacer unas asunciones sobre el modelo de modo que los
datos yQT queden relacionados con el vector de parámetros desconocido θ a través de

yQT = FRR θ + v , (3.161)

para una cierta matriz FRR ∈ RM×NT y un cierto vector de ruido v tal que E{v} = 0
y cov{v} no dependa de θ. Puede observarse que todos los casos que estamos tratando
en esta sección consideran modelos de regresión no lineales, por lo que las asunciones
requeridas para el cálculo del estimador BLUE llevan de nuevo al modelo lineal tratado
en la Sección 3.6.3. En tal caso, śı que era de interés calcular el estimador BLUE y, de
hecho, se comprobó que, bajo la asunción de ruido gaussiano, tal estimador coincid́ıa con
el MVU.

Finalmente, vamos a considerar el estimador de Máxima Verosimilitud (ML), que asintó-
ticamente tiene la propiedad de ser el estimador insesgado de mı́nima varianza. Además,
habiendo asumido que el ruido v en el modelo (3.144) es gaussiano de media 0 y matriz de
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covarianza Cv = σ
2
v I, se cumple que este estimador coincide con el estimador de Mı́nimos

Cuadrados (LS): θ̂ML ≡ θ̂LS. A su vez, dado que se ha asumido que la matriz de cova-
rianza del ruido es un múltiplo de la identidad, también este estimador coincide con el de
Mı́nimos Cuadrados Poderados, θ̂WLS, donde la matriz de ponderación W se toma como
la inversa de la covarianza del ruido. Las afirmaciones anteriores pueden comprobarse sin
más que sustituir la expresión de cada uno de los estimadores y hacer uso de las asunciones
hechas sobre el modelo. Para hallar tal estimador, debe resolverse el siguiente problema
de optimización:

θ̂ML = θ̂LS = arg mı́n
θ
(yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ))

= arg mı́n
θ

NT−1∑

n=0

(yQT(n) − f (xRR(n); θ))
2 . (3.162)

La función f (xRR(n); θ) que aparece en esta última expresión se obtiene de acuerdo con
el modelo de regresión considerado, que, en general, se escribe:

f (xRR(n); θ) = gi

(
zRR(n), [θ0 θ1]

T
)
, (3.163)

para algún i = 2, . . . , 10, donde zRR(n) se calcula según zRR(n) = [θ2 . . . θM−1] xRR(n).
Puede observarse que el cálculo del estimador θ̂ML = θ̂LS implica la búsqueda del mı́ni-
mo global de la función J(θ) = (yQT − fRR(θ))

T (yQT − fRR(θ)) definida sobre RM , con
M=N+2. Alternativamente, puede considerarse la estimación en 3 etapas separadas, tal
como se describe a continuación.

1. En la primera etapa, fijamos un valor inicial ĥ calculado mediante ĥi = k̂ α̂
i,i =

0, . . . , N − 1, donde k̂ y α̂ se toman tal como se describe al inicio de la sección 3.7.3.
A continuación, calculamos la estimación de Mı́nimos Cuadrados â de los coeficientes
del modelo de regresión gi, para lo cual minimizamos la función de coste J(a, ĥ)
como función de a (para el valor ĥ fijado). La expresión de â depende del modelo de
regresión gi que se esté considerando. Si se trata de un modelo gi, con i 6= 3, 5, puede
apreciarse a partir de las expresiones dadas en (3.4)-(3.12) que gi es función lineal de
a, ya que la salida yQT puede expresarse, para el ĥ fijado, mediante:

yQT = HRR

(
ĥ
)
a + v , (3.164)

donde HRR

(
ĥ
)
es una matriz de observación ∈ RNT×2. La obtención de esta matriz

para cada uno de los modelos de regresión examinados (excepto i =3, 5) es inmediata
sin más que acudir a la definición de éstos. A modo de ejemplo, para el modelo

de regresión hiperbólico, la matriz HRR

(
ĥ
)
se define tal que su fila n-ésima, n =

0, . . . , NT − 1, está formada por el vector

[
1

1

ĥT xRR(n)

]

. Análogamente puede

deducirse HRR

(
ĥ
)
para el resto de modelos. Una vez que se tiene el modelo de

observación en la forma (3.164), puede obtenerse la expresión del estimador â que
minimiza la función objetivo J(a, ĥ) mediante:

â =
(
HTRR

(
ĥ
)
HRR

(
ĥ
))−1

HTRR

(
ĥ
)
yQT . (3.165)

Para que esta última expresión sea válida es necesario haber comprobado que la matriz

HTRR

(
ĥ
)
HRR

(
ĥ
)
es regular. En el caso de los modelos de regresión gi, con i = 3 ó 5,

el vector yQT no es función lineal de los parámetros a a estimar. Sin embargo, puede
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observarse que, en dichos casos, es sencillo encontrar una transformación que convierta
la ecucación de observación en otra con dicha propiedad. En el caso del modelo g3
basta considerar como transformación la función logaritmo, mientras que para g5
puede considerarse la función exponencial. Con ello, resulta también sencillo obtener
la expresión del estimador â como función de la inicialización ĥ.

2. En la segunda etapa, fijamos el valor de â obtenido en la primera etapa y procedemos
a calcular el valor ĥ a partir de la resolución del problema de optimización siguiente:

ĥ = arg mı́n
h
J(â,h) = arg mı́n

h

{
NT−1∑

n=0

(
yQT(n) − gi

(
hT xRR(n) , â

))2
}

, (3.166)

donde gi es el modelo de regresión considerado. Para la resolución de (3.166), pues-
to que la función que trata de minimizarse es no lineal en el vector de incógnitas
h, deberemos utilizar un algoritmo de optimización global que nos permita dar con
suficiente precisión el valor de ĥ óptimo. El algoritmo que hemos empleado en esta
tesis es ‘Direct’, que ya se expuso brevemente en la Sección 3.4 y que se explicará más
detalladamente en el Caṕıtulo 4. Este método puede garantizarse que converge global-
mente siempre que la función objetivo sea continua Lipschitziana sobre un conjunto
de definiciónM cerrado y acotado. Para comprobar que se dan tales condiciones en
los casos que consideramos en este estudio, debemos garantizar que es Lipschitziana

la función de h siguiente: b (h) =

NT−1∑

n=0

(
yQT(n) − gi

(
hT xRR(n), â

))2
, sobre la región

de búsquedaM del problema. Una forma sencilla de llevar a cabo esta comprobación
es asegurando que la función es diferenciable sobre un conjunto abierto convexo Mo

tal que Mo ⊃ M [118]. En el caso que nos ocupa, definimos el conjunto M que
determina la región factible del problema mediante

M =
{
h = (h0, . . . , hN−1) ∈ R

N | ε ≤ hi ≤ 1− ε , h0 + . . .+ hN−1 = 1
}
, (3.167)

donde ε se toma como un valor positivo muy pequeño (en este estudio hemos elegido
ε = 10−5). Consideramos asimismo el conjunto

Mo =
{
h = (h0, . . . , hN−1) ∈ R

N |
ε

N
< hi < 1−

ε

N

}
, (3.168)

que claramente es un abierto convexo de RN y contiene aM. Puede observarse que,
por composición de funciones diferenciables, b (h) lo será siempre que hayamos ga-
rantizado tal condición para gi

(
hT xRR(n), â

)
, i = 0, . . . , NT−1. A modo de ejemplo,

cuando gi es el modelo hiperbólico, puede apreciarse que h
T xRR(n) no se anula para

ningún h ∈Mo, por lo que gi
(
hT xRR(n), â

)
resulta diferenciable sobreMo. De ma-

nera análoga se demuestra esta condición para el resto de modelos de regresión. En
consecuencia, podemos aplicar el método ‘Direct’ de minimización global y obtener
la estimación deseada ĥ. En la aplicación de este método, consideramos un criterio
para la finalización del algoritmo basado en un número suficiente de iteraciones, que
en este estudio se ha fijado en 90. La elección de este criterio queda justificada por
el hecho de que, una vez alcanzado tal número de iteraciones, el decrecimiento de
la función de coste b (h) es ya insignificante (con 90 iteraciones, el error está, en to-
dos los casos, por debajo del 1% del error inicial). Además, al aplicar este método,
se considera una modificación de la formulación ‘Direct’ estándar en la que pueden
incluirse en la región factible M otras restricciones sobre las variables del problema
que no necesariamente sean restricciones de acotación. En el caso que nos ocupa, la
única restricción que debe añadirse es que la suma de todos los elementos de h sea
1. Para incluir esta condición, se modifica la definición estándar de hiperrectángulo
potencialmente óptimo, tal como se describe en [113].
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3. En la tercera etapa, repetimos el mismo proceso de la primera etapa, pero ahora
utilizando el vector ĥ que acaba de obtenerse en la segunda etapa.

El procedimiento que se ha descrito podŕıa continuarse añadiendo nuevas etapas en las que
fueran recalculándose los valores de â y ĥ. El hecho de fijar el número de etapas en tres se
debe a que no se observan mejoras significativas al incrementar el número de repeticiones,
pues el error ya queda por debajo del 1% considerando las tres etapas mencionadas.

A continuación, se presentan los resultados correspondientes al estimador descrito cuando
éste se aplica en cada una de las realizaciones de Monte Carlo de la simulación tipo I.
En la figura (3.9 (a)) se presenta el histograma de frecuencias del error cometido en la
estimación del coeficiente a0. Como puede apreciarse, la esperanza estimada para εa0 es

muy pequeña, Ê {εa0} =1.8∙10
−6, y la varianza, ̂var {εa0}, toma valor 1.8∙10

−8. En el caso
del coeficiente a1, los resultados se presentan en la figura (3.9 (b)) y la media estimada

es Ê {εa1} =-7.5∙10
−7 mientras que la varianza estimada es ahora 2.2∙10−8. En cuanto a

la estimación de los pesos del filtro lineal, mostramos en la figura (3.9 (c)) el histograma
correspondiente a la primera componente εh0 y en la figura (3.9 (d)) proporcionamos los
valores de la media y la desviación estándar estimadas para los restantes elementos de
εh. El mismo análisis llevado a cabo considerando otros modelos de regresión, además del
hiperbólico, arroja resultados muy similares a los que acaban de mostrarse.
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Figura 3.9: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador ML y modelo
hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± desviación estándar de los
errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

• Si se incorpora regularización, esto es, se añade información adicional acerca de los pará-
metros a estimar, entonces el problema inverso que debe resolverse queda definido a través
de la siguiente ecuación:

ỹQT = f̃RR(θ) + ṽ , (3.169)

donde

ỹQT =

[
yQT
ϕ

]

, f̃RR(θ) =

[
fRR(θ)
Φ (θ)

]

=

[
fRR(θ)
βDθ

]

y ṽ =

[
v
v ′

]

, (3.170)

siendo ϕ el vector de ceros de dimensión (N − 1) × 1 y D la matriz (N − 1) ×M dada
en (3.149). El parámetro β se calcula también en este caso siguiendo el criterio L-curve.
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El ruido v ′ que se añade en las condiciones de regularización se considera ruido blanco
gaussiano de media 0 e incorrelado con v, por lo que la matriz de covarianza del ruido ṽ
en el problema aumentado (3.169) toma la forma

Cṽ =

[
σ2v I 0
0 σ2v′ I

]

. (3.171)

Para obtener estimaciones de σ2v y σ
2
v′ , se utiliza el método descrito en la Sección 3.6.3.

A la hora de analizar las prestaciones de los distintos estimadores deterministas que pueden
utilizarse para inferir el valor de θ en (3.169), una vez que se conocen los datos en ỹQT y

la forma de la función f̃RR, empezamos por observar que tampoco ahora es posible obtener
el estimador MVU para θ. Efectivamente, la misma justificación que se dio en el caso del
problema no regularizado sirve también aqúı para mostrar que no es posible encontrar
un estimador eficiente de θ aplicando el teorema de Cramer-Rao. Más aún, la teoŕıa de
estad́ısticos suficientes (teoremas de Neyman-Fisher y Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe)
tampoco nos sirve para hallar, al menos, un estimador MVU de θ. Por tanto, nuestra
exploración de métodos deterministas queda ahora restringida a los estimadores de Máxima
Verosimilitud y de Mı́nimos Cuadrados, ya que en este caso tampoco se dan las condiciones
para considerar el estimador BLUE. A diferencia del problema no regularizado, debe ahora
notarse que θ̂ML, aunque sigue coincidiendo con el estimador θ̂WLS (con W = C−1ṽ ) por

haber asumido ruido gaussiano, es ahora, en general, distinto del estimador θ̂LS, pues la
matriz de covarianza del ruido no tiene por qué ser una versión escalada de la identidad.
Sólo en el caso de que σ2v = σ

2
v′ , ocurre que ambos estimadores son el mismo. Por tanto,

consideramos, por una parte, el estimador

θ̂ML = θ̂WLS = arg mı́n
θ

{(
ỹQT − f̃RR (θ)

)T
C−1ṽ

(
ỹQT − f̃RR (θ)

)}

=

= arg mı́n
θ

{
σ−2v (yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ)) +

+ σ2v′ (ϕ − Φ(θ))
T (ϕ − Φ(θ))

}
. (3.172)

Y, por otra parte, examinaremos el estimador

θ̂LS = arg mı́n
θ

{(
ỹQT − f̃RR (θ)

)T (
ỹQT − f̃RR (θ)

)}

=

= arg mı́n
θ

{
(yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ)) + (ϕ − Φ(θ))
T (ϕ − Φ(θ))

}
.

(3.173)

Veamos cuáles son las prestaciones de cada uno de estos dos estimadores en la identificación
del vector de parámetros θ del problema definido en la simulación tipo I. La resolución de
(3.172) y (3.173) se lleva a cabo utilizando el algoritmo ‘Direct’ de optimización global.
La forma de justificar la aplicación de este método es análoga a la que se expuso en el caso
no regularizado.

– En primer lugar, consideramos el estimador θ̂ML = θ̂WLS. Examinamos las presta-
ciones del estimador θ̂ML = θ̂WLS cuando éste se aplica en cada repetición MC de
la simulación tipo I y el modelo de regresión considerado es el modelo hiperbólico
(gi, i = 2). Presentamos los histogramas de frecuencia que se obtienen en la simu-
lación tipo I para el error en la estimación de los coeficientes a0(= θ0) y a1(= θ1)
del modelo de regresión (ver figuras (3.10 (a)) y (3.10 (b))). En el caso del error en

la estimación del coeficiente a0, la media y varianza estimadas resultan Ê {εa0} =-

2.7∙10−6 y ̂var {εa0} =2.1∙10
−8. Para el coeficiente a1, se obtiene Ê {εa1} =2.7∙10

−6 y
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̂var {εa1} =2.5∙10
−8. En la estimación de la respuesta impulsional h(= [θ2 . . . θM−1]

T )
del filtro lineal, se muestra en la figura (3.10 (c)) la fdp estimada para el error en la
estimación del primer peso, εh0 . Las esperanzas y desviaciones estándar estimadas,
para todas las componentes εhi , i = 0, . . . , N − 1, se presentan en la figura (3.10 (d)).
Cuando el modelo de regresión utilizado es otro gi, i = 3, . . . , 10, los resultados que se
obtienen no difieren en gran medida de los que se alcanzan para el modelo hiperbólico.
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Figura 3.10: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respecti-
vamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador ML
regularizado y modelo hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± des-
viación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

– Por otra parte, analizamos la actuación del estimador de Mı́nimos Cuadrados, θ̂LS,
cuya expresión se da en la ecuación (3.173). Para este estimador no se conoce su carac-
terización estad́ıstica completa, ni siquiera asintóticamente, a menos que σ2v coincida
con σ2v′ , lo cual no es cierto en general. Considerando en primer lugar que la función

f̃RR se deriva a partir del modelo de regresión hiperbólico, los resultados que se obtie-
nen en la identificación del vector a se muestran en las figuras (3.11 (a)) y (3.11 (b))
referidas a los errores εa0 y εa1 , respectivamente. Puede comprobarse cómo las pres-
taciones del estimador θ̂LS son inferiores a las del estimador θ̂ML(= θ̂WLS), aunque

sólo ligeramente, siendo ahora las esperanzas estimadas Ê {εa0} =9∙10
−6 y Ê {εa1} =-

9.1∙10−6. Las varianzas estimadas son ̂var {εa0} =1.8∙10
−8 y ̂var {εa1} =2.2∙10

−8, por
lo que también las distribuciones de probabilidad obtenidas se encuentran bastante
concentradas en torno a un valor muy próximo a 0. En lo que se refiere a la deter-
minación de la respuesta impulsional h, también la actuación del estimador θ̂LS se
encuentra por debajo de la del estimador θ̂ML(= θ̂WLS), pero las diferencias entre
uno y otro son casi inapreciables. En la figura (3.11 (c)) se presenta la fdp estimada
para εh0 , mientras que los momentos de primer y segundo orden de los errores de
estimación εhi , para i = 1, . . . , N − 1, se presentan en la figura (3.11 (d)). Para los
restantes modelos de regresión los resultados son, también en este caso, muy similares.
Debe, pues, destacarse que para el problema planteado, siempre que se incorporen
condiciones de regularización, el estimador θ̂LS ofrece muy buenas prestaciones, sólo
algo menores que las de θ̂ML y con la ventaja de que para su implementación no se
requiere conocer información acerca del ruido en el modelo.
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Figura 3.11: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respec-
tivamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LS
regularizado y modelo hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación, media ± des-
viación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

Para finalizar, es de interés realizar una comparación entre los resultados que se han obtenido
cuando se ha resuelto el problema inverso determinista con y sin regularización. Siempre que
las condiciones añadidas en la regularización respondan a la verdadera solución del problema, es
de esperar que su inclusión proporcione estimaciones más precisas, como, efectivamente, hemos
podido comprobar a partir de las simulaciones que hemos realizado. Tal como ya se expuso
anteriormente, en ese caso se logra estabilizar la solución del problema de modo que ésta se ve
menos afectada por pequeños cambios en las observaciones (por ejemplo, generadas por efecto
del ruido). Aśı, pues, concluimos que, bajo la incorporación de regularización, el estimador θ̂LS
resulta apropiado para el objetivo planteado en la simulación tipo I y puede considerarse su
elección cuando no se conozca ni desee hacerse ninguna asunción acerca del ruido.

3.7.4 Estimación del modelo con métodos probabiĺısticos

Estimación de θ aleatorio Consideramos que el modelo utilizado para generar el vector de
datos yQT es el dado en la ecuación (3.144), donde fRR viene determinado a través de uno de
los 9 modelos de regresión analizados en esta sección y θ es el vector de parámetros aleatorios
que desean determinarse y que se asumen incorrelados con el vector de ruido v. Este ruido v se
considera que es blanco gaussiano de media 0: v ∼ N (0,Cv), con Cv = σ2v I. Cuando necesite
conocerse el valor de σ2v y éste no se encuentre disponible, se estimará siguiendo el procedimiento
descrito en la Sección 3.6.3. Analizamos a continuación las prestaciones de distintos estimadores
puntuales Bayesianos aplicados a la simulación tipo II.

• En primer lugar consideramos que la fdp a priori de θ es una distribución normal de la
forma N (μθ,Cθ). El estimador θ̂MMSE debe calcularse como la esperanza de la densidad
de probabilidad condicional p(θ|yQT), esto es, θ̂MMSE = E {θ|yQT} =

∫
θ p(θ|yQT) dθ . El

cálculo de esta integral es complejo, pues en primer lugar debe calcularse la fdp p(θ|yQT)
completamente (ver expresión (3.23)), para lo cual debe hallarse la constante p(yQT). El
cálculo de esta constante no resulta fácil en situaciones como la que tratamos en este
estudio, donde el modelo que se considera para la generación de los datos no es sencillo de



82 Caṕıtulo 3. Análisis tiempo-invariante de la relación QT/RR

manipular. Existen en la literatura algunos métodos que permiten resolver numéricamente
integrales como la que se plantea en este caso. Sin embargo, estos métodos son factibles
cuando la dimensión del problema es muy pequeña, lo cual no sucede en este estudio.
Recientemente se han propuesto otros métodos, conocidos como métodos de Monte Carlo
basados en cadenas de Markov (MCMC) que resuelven el problema en cuestión mediante
la generación de una cadena de Markov cuya distribución estacionaria es la fdp a posteriori
p(θ|yQT) [119]. En esta tesis no abordaremos el estudio de tales métodos y pasaremos a
considerar otros estimadores puntuales para θ.

Dado que no se ha calculado el estimador θ̂MMSE, que es el que lleva a un menor error cua-
drático medio Bayesiano (Bmse) en la estimación de θ, consideramos el estimador θ̂LMMSE,
que tiene esa misma propiedad pero sólo entre los estimadores que son función lineal de
las observaciones yQT. Tal estimador sólo requiere conocer los dos primeros momentos de
la fdp conjunta p(yQT,θ), o, equivalentemente, el vector y la matriz siguientes:

[
E {θ}
E {yQT}

]

,

[
Cθ CθyQT
CyQT θ CyQT

]

, (3.174)

donde Cθ (≡ Cθθ) denota la covarianza de θ de dimensión M ×M , CyQT(≡ CyQTyQT) es
la covarianza de yQT de dimensión NT ×NT y CθyQT es la covarianza cruzada de θ e yQT
de dimensiónM×NT, con la propiedad de que CθyQT = CyQT θ. Puede observarse que, de
acuerdo con el modelo (3.144) a través del cual se considera que se han generado los datos
y teniendo en cuenta la fdp a priori que se ha asumido θ ∼ N (μθ,Cθ), no puede darse
una expresión para E {yQT} ni para las covarianzas CyQT y CθyQT , ya que la obtención
de yQT a partir de θ requiere de una transformación no lineal. Un método que permite
calcular la media y la covarianza de un vector aleatorio que es función no lineal de otro
vector aleatorio para el cual śı que se conocen sus momentos de primer y segundo orden es
la transformación ‘unscented’ [120]. Esta transformación [121] se basa en seleccionar un
conjunto de puntos, denominados ‘puntos sigma’, tales que: 1) su media sea la esperanza de
la variable de partida. En nuestro caso, tal variable es θ y su media es μθ; 2) su covarianza
sea la covarianza de esa misma variable. En nuestro caso, la covarianza viene dada por la
matriz Cθ.

Debe hacerse notar que, a diferencia de otros métodos como pueden ser los filtros de part́ı-
culas, en la transformación ‘unscented’ los ‘puntos sigma’ se eligen de forma determinista,
de modo que puede asegurarse que se cumplen unas ciertas propiedades que son de interés
para el propósito que se persigue. Además, tales puntos se ponderan en la transformación
utilizando pesos asociados cuya suma es 1 pero sin que tales pesos deban necesariamen-
te caer en el intervalo [0, 1]. Veamos cómo se aplica esta transformación ‘unscented’ en
el problema que tenemos planteado. Consideramos el vector aleatorio θ con distribución
N (μθ,Cθ). Definimos el conjunto de 2M+1 ‘puntos sigma’, cada uno de ellos de dimensión
M × 1, dados por:

(χθ)0 = μθ , (3.175)

(χθ)j = μθ +
(√
(M + ς)Cθ

)

j
, j = 1, . . . ,M , (3.176)

(χθ)j+M = μθ −
(√
(M + ς)Cθ

)

j
, j = 1, . . . ,M , (3.177)

donde la notación
(√
(M + ς)Cθ

)

j
representa la columna j de la matriz que es ráız

cuadrada de (M+ς)Cθ. Cabe aqúı recordar que, en general, dada una matriz A ∈ RM×M ,
su ráız cuadrada B se define como la matriz en RM×M tal que BB = A. En esta definición,
queda garantizada la existencia de una tal matrizB siempre queA no sea singular. Además,
si se considera B tal que todos sus valores propios tienen parte real ≥ 0, entonces también
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está garantizada la unicidad. Por otra parte, en las expresiones de los ‘puntos sigma’
aparece otro parámetro, ς, cuyo valor debe establecerse. Para ello, se calcula ς = α2F (M +
κF )−M , donde αF es un parámetro de escalado positivo que indica el grado de dispersión
de los puntos (χθ)j , j = 0, . . . , 2M , alrededor del valor medio μθ y suele tomarse como
un valor entre 0.0001 y 1. En nuestro caso, hemos elegido αF =0.5. El parámetro κF
que también se utiliza en la defición de ς es un segundo parámetro de escalado que suele
definirse o bien como 0 o bien como 3 −M , donde M es el número de parámetros en θ.
En este estudio hemos elegido κF=0.

Con todas las elecciones anteriores, podemos sustituir en las expresiones (3.175) a (3.177) y
con ello tenemos completamente determinados los ‘puntos sigma’ (χθ)j , j = 0, . . . , 2M . A
éstos se les asignan pesos que se utilizarán posteriormente para realizar una ponderación,
tanto para calcular la media como la covarianza del vector aleatorio transformado. Se

definen los pesos w
(m)
j y w

(c)
j , j = 0, . . . , 2M , mediante:

w
(m)
0 =

ς

M + ς
, (3.178)

w
(c)
0 =

ς

M + ς
+ (1− α2F + βF ), (3.179)

w
(m)
j = w

(c)
j =

1

2(M + ς)
, j = 1, . . . , 2M , (3.180)

donde βF es un parámetro de ponderación no negativo que puede utilizarse si se desea
incorporar información acerca de la distribución del vector de partida. Para distribuciones
gaussianas, la elección óptima es βF = 2, mientras que, si no desea introducirse ninguna
información, puede establecerse βF = 0. El siguiente paso es transformar los puntos (χθ)j
a través de la función fRR, cuya definición es dependiente del modelo de regresión elegido.
La propagación de (χθ)j a través de fRR produce un nuevo conjunto de (2M + 1) ‘puntos

sigma’, cada uno de los cuales es ahora de dimensión NT × 1. Éstos quedan determinados
a través de: (

χyQT

)

j
= fRR

(
(χθ)j

)
, j = 0, . . . , 2M . (3.181)

Utilizando estos nuevos puntos
(
χyQT

)

j
, la media de yQT se calcula como

E {yQT} =
2M∑

j=0

w
(m)
j

(
χyQT

)

j
. (3.182)

La covarianza de yQT, CyQT , queda determinada mediante

CyQT =
2M∑

j=0

w
(c)
j

((
χyQT

)

j
− E {yQT}

)((
χyQT

)

j
− E {yQT}

)T
+ Cv (3.183)

y la covarianza de θ e yQT, CθyQT , puede determinarse, teniendo en cuenta que θ y v son
incorrelados, a través de

CθyQT =
2M∑

j=0

w
(c)
j

(
(χθ)j − μθ

)((
χyQT

)

j
− E {yQT}

)T
. (3.184)

Puede garantizarse que las estimaciones proporcionadas por la transformación ‘unscented’
son precisas al menos hasta el tercer orden del desarrollo en serie de Taylor de fRR, si las dis-
tribuciones de θ y v son gaussiansas. Para distribuciones cualesquiera, puede garantizarse
la precisión hasta segundo orden.
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Una vez realizado el cálculo de E {yQT}, CyQT y CθyQT siguiendo las expresiones (3.182)-

(3.184), ya puede evaluarse el estimador θ̂LMMSE, que viene dado por

θ̂LMMSE = μθ + CθyQTC
−1
yQT
(yQT − E{yQT}) . (3.185)

En lo que sigue, analizamos los resultados que ofrece este estimador cuando se aplica para
estimar el vector de parámetros desconocido en cada una de las realizaciones de Monte
Carlo de la simulación tipo II. Se toma la media μθ =

[
μa μh

]
, donde (μh)i = μhi = k̂ α̂

i,

con α̂ tomado como en la Sección 3.7.3, k̂ constante de normalización y μa obtenido a través
de un ajuste por mı́nimos cuadrados. La matriz de covarianza Cθ se define como la matriz
diagonal cuyos dos primeros elementos toman valor 10−3 y los restantes, 10−4. El error
de estimación εθ asociado a este estimador LMMSE tiene media 0 y matriz de covarianza
Cθ −CθyQTC

−1
yQT
CyQT θ, pero no puede darse su distribución de probabilidad teórica. En

todo caso śı que es posible proporcionar la fdp estimada a partir de las realizaciones MC.
Consideramos en primer lugar el modelo que se plantea cuando el subsistema no lineal se
define a partir de la función hiperbólica g2. En el caso de la primera componente de θ, que
es el coeficiente a0 del modelo de regresión, la fdp estimada para el error εa0 se presenta en

la figura (3.12 (a)), siendo su media Ê {εa0} =1.2∙10
−5 y su varianza ̂var {εa0} =7.4∙10

−8

Para el coeficiente a1 (segunda componente del vector de parámetros θ), la densidad de
probabilidad estimada se muestra en la figura (3.12 (b)) y los momentos de primer y

segundo orden estimados son Ê {εa1} =-1.2∙10
−5 y ̂var {εa1} =8.3∙10

−8 Para los pesos en
el vector h del subsistema lineal, se representa en (3.12 (c)) el histograma de frecuencia
del error en la estimación del primer peso h0. La media y la desviación estándar de los
errores εhi para cada una de las restantes componentes i = 1, . . . , N − 1, se muestran en
la figura (3.12 (d)). Resultados muy similares se obtienen considerando otros modelos de
regresión no lineales distintos (g3, . . . , g10).
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Figura 3.12: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectiva-
mente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LMMSE
con fdp a priori gaussiana y modelo hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación,
media ± desviación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

Por último, consideramos el estimador Bayesiano θ̂MAP, definido como el que maximiza la
densidad a posteriori p(θ|yQT). Haciendo uso de (3.23), podemos calcular θ̂MAP mediante
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la resolución del problema de optimización siguiente:

θ̂MAP = arg máx
θ
[lnp (yQT|θ) + lnp (θ)]

= arg mı́n
θ

{
σ−2v (yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ)) + (θ − μθ)
T C−1θ (θ − μθ)

}
.

(3.186)

Puede observarse que, al igual que ocurŕıa en la Sección 3.7.3 cuando se evaluaba el esti-
mador θ̂ML(= θ̂WLS) del problema regularizado, ahora también es necesario llevar a cabo
una minimización en RM , en este caso de la función dada en (3.186). Sin embargo, debe
notarse que ahora desea aplicarse el estimador θ̂MAP sobre los datos de la simulación tipo

II, en la cual el vector y
(j)
QT generado en cada repetición j de Monte Carlo se calcula a

partir de una realización distinta de la variable aleatoria θ. Los valores de μθ y Cθ que
aparecen en la expresión (3.186) que va a minimizarse son los que se han definido para
la fdp a priori p(θ) escogida. Presentamos los resultados para el caso en que la función
fRR se define a partir del modelo de regresión hiperbólico. En las figuras (3.13 (a))–(3.13
(c)) se muestran los histogramas de frecuencia para los errores de estimación εa0 , εa1 y εh0
obtenidos a partir de las realizaciones MC. Las medias y varianzas estimadas en cada caso

son: Ê {εa0} = -9.4∙10
−7, ̂var {εa0} =1.9∙10

−8, Ê {εa1} =1.0∙10
−5, ̂var {εa1} =2.3∙10

−8,

Ê {εh0} = -1.4∙10
−2, ̂var {εh0} =3.1∙10

−3. Para las componentes i = 1, . . . , N − 1 del vec-
tor de pesos, se muestran en la figura (3.13 (d)) las correspondientes medias y desviaciones
estándar del error. Puede observarse a partir de las gráficas anteriores que los resultados
obtenidos utilizando el estimador θ̂MAP son algo mejores que los calculados con el estima-
dor θ̂LMMSE, aunque las diferencias son relativamente pequeñas. De forma análoga se han
calculado las estimaciones considerando los restantes modelos de regresión no lineales (g3
a g10), obteniéndose resultados muy similares.
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Figura 3.13: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respecti-
vamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MAP
con fdp a priori gaussiana y modelo hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación,
media ± desviación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

• Si se considera que la fdp a priori de θ es no informativa en el sentido de que no asigna mayor
probabilidad a unos valores de θ frente a otros, podemos considerar también la aplicación
de los estimadores θ̂LMMSE y θ̂MAP para identificar el vector de parámetros desconocido θ.
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A diferencia del caso lineal expuesto en la Sección 3.6.4, donde resultaba sencillo obtener
tales estimadores sin más que acudir a las expresiones obtenidas para ellos cuando se
consideraba p(θ) ∼ N (μθ,Cθ) y tomar ĺımite C

−1
θ → 0, ahora esto no puede conseguirse

aśı. Para el estimador θ̂LMMSE, cuya expresión se dió en (3.185) para ciertas elecciones de la
media μθ y la covarianza Cθ de la fdp a priori, puede comprobarse que no resulta sencillo
dar una expresión cerrada en el caso de que se considere el ĺımite C−1θ → 0, por lo que
se requeriŕıa hacer el cálculo del ĺımite sobre las estimaciones resultantes y proporcionar
aśı los resultados correspondientes. Para el estimador θ̂MAP, śı que es factible dar una
expresión del problema que debe resolverse para conocer su valor cuando se considera
C−1θ → 0. En tal caso, resulta

θ̂MAP = arg mı́n
θ

{
σ−2v (yQT − fRR (θ))

T (yQT − fRR (θ))
}
, (3.187)

cuya resolución es equivalente a la planteada para hallar el estimador θ̂ML(= θ̂LS) cuando
no se incorpora regularización. Al aplicar el estimador θ̂MAP dado en (3.187) sobre los
datos de la simulación tipo II, se obtienen, para el modelo hiperbólico, los resultados que
se describen a continuación. Las distribuciones de probabilidad de los errores de estimación
εa0 , εa1 y εh0 se presentan en las figuras (3.14 (a))–(3.14 (c)), mientras que en la figura
(3.14 (d)) se muestran la media y la desviación estándar de los errores εhi , i = 0, . . . , N−1.
Resultados análogos se alcanzan para otros modelos de regresión.
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Figura 3.14: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores εa0 , εa1 y εh0 , respectiva-
mente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MAP con
fdp a priori uniforme y modelo hiperbólico. En (d) se presentan, para la misma situación, media
± desviación estándar de los errores de estimación εhi , i = 0, . . . , N − 1.

(a) (b)

(c) (d)

Puede comprobarse que los resultados que ahora se consiguen habiendo considerado una
fdp a priori no informativa son sensiblemente peores que los alcanzados cuando se incorpora
información a priori acerca de la solución mediante la consideración de p(θ) distribución
gaussiana de media μθ y covarianza Cθ. Este hecho es esperable, ya que μθ y Cθ se
corresponden adecuadamente con los verdaderos valores que se utilizaron para generar el
sistema que posteriormente trata de identificarse.

Estimación de θ determinista Al igual que ya se describió en la Sección 3.6.4, los métodos
Bayesianos se utilizan también en ocasiones para estimar parámetros deterministas. Las mismas
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advertencias que se pusieron de manifiesto en la Sección 3.6.4 deben tenerse en cuenta también
ahora, sobre todo cuando se trata de realizar una valoración acerca de la actuación de estos
estimadores. Resulta sencillo comprobar cuál es la relación existente entre el estimador Bayesiano
θ̂MAP y el estimador determinista θ̂ML, igual que se hizo en la Sección 3.6.4:

• Si cuando se resuelve el problema inverso desde el punto de vista probabiĺıstico, la fdp
a priori elegida para θ es una distribución gaussiana N (μθ,Cθ), entonces el estimador
Máximo a Posteriori, θ̂MAP, es equivalente al estimador de Máxima Verosimilitud, θ̂ML,
del problema regularizado, que, a su vez, coincide con el estimador de Mı́nimos Cuadrados
Ponderado θ̂WLS, con W = C−1ṽ . Puede asimismo corroborarse que el papel que juega
la fdp a priori en la estimación probabiĺıstica es el mismo que el de las condiciones de
regularización en la estimación determinista.

• Si la fdp a priori para θ se toma como una distribución uniforme, entonces el estima-
dor θ̂MAP es igual al estimador θ̂ML calculado cuando no se incorpora regularización al
problema, que, a su vez, coincide con el estimador de Mı́nimos Cuadrados θ̂LS.

La conclusión que podemos extraer a partir de las observaciones anteriores es que, en la
identificación de un sistema con parámetros deterministas, los métodos clásicos y los Bayesianos
son equivalentes siempre que, al introducir información extra acerca de la solución, esto se haga
en las misma condiciones.
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Caṕıtulo 4

Modelado QT/RR tiempo-invariante
y riesgo de muerte arŕıtmica

4.1 Objetivos

En el presente caṕıtulo se analiza la dependencia del intervalo QT respecto del intervalo RR
sobre registros electrocardiográficos reales. Para ello, se consideran ECGs de pacientes que han
sufrido infarto de miocardio y se considera la dependencia QT/RR a través de un modelo como el
que se describió en la Sección 3.2 (ver figura 3.1). Sobre la base de ese modelo, pueden describirse
más espećıficamente los objetivos del estudio como sigue:

• Identificación, para cada registro, del perfil óptimo de la histéresis en la relación QT/RR.
Este perfil vendrá dado a través de la respuesta impulsional del subsistema lineal de la
figura 3.1.

• Evaluación de la medida de RR promedio, zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, con la que se re-
laciona de manera óptima cada intervalo QT , yQT(n), n = 0, . . . , NT − 1. Esta medida se
corresponde con la salida del subsistema lineal y es, por tanto, la entrada al subsistema
no-lineal de la figura 3.1.

• Cálculo de la relación no-lineal entre el intervalo QT y el intervalo RR promedio. Esta
relación se corresponde con el subsistema g (. , a) de la figura 3.1.

• Presentación de una fórmula para la corrección del intervalo QT . Puesto que tal fórmula
se deriva a partir del modelo propuesto, los efectos de la histéresis en la relación QT/RR
son tenidos en cuenta y, en consecuencia, la corrección puede ser más precisa.

• Extracción de marcadores de riesgo derivados del análisis de adaptación QT/RR.

• Evaluación cĺınica de los marcadores propuestos en términos de su capacidad para estra-
tificar pacientes con alto o bajo riesgo de sufrir muerte arŕıtmica.

• Exploración del efecto que sobre la adaptación del intervalo QT tienen algunos fármacos
antiarŕıtmicos y relación con su eficacia en la prevención de la muerte arŕıtmica.
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4.2 Datos

4.2.1 Población de estudio

En este estudio se evalúan registros ECG de 939 pacientes pertenecientes a la base de datos
EMIAT [122]. Todos los pacientes, de entre 18 y 75 años, sufrieron un infarto agudo de miocar-
dio y sobrevivieron a él. Entre los d́ıas 5 a 21 después del infarto, se les evaluó el ı́ndice LVEF
mediante angiograf́ıa nuclear y todos ellos presentaron niveles inferiores al 40%. De forma aleato-
ria, a algunos pacientes se les suministró tratamiento con amiodarona, una droga antiarŕıtmica
de clase III, y al resto se les dio placebo. Los registros que se analizan en esta tesis fueron
recogidos un mes después de haberse iniciado el tratamiento.

De los 939 pacientes iniciales, sólo se dispońıa de datos cĺınicos completos para 866 de ellos,
a los cuales se les realizó un seguimiento posterior al registro durante un tiempo medio de 620
± 176 d́ıas. De entre estos pacientes, 404 hab́ıan sido tratados con placebo, de los cuales 26
murieron por muerte arŕıtmica durante el periodo de seguimiento. En el grupo de 462 pacientes
tratados con amiodarona se contabilizaron 18 muertes arŕıtmicas. Las caracteŕısticas cĺınicas de
la población de estudio se muestran en la tabla 4.1.

4.2.2 Medidas electrocardiográficas

Los ECG analizados corresponden a registros ambulatorios Holter grabados durante 24 horas.
Todos ellos contienen tres derivaciones, en cada una de las cuales se midieron los intervalos QT
y RR utilizando el electrocardiógrafo Pathfinder 700 (Reynolds Medical, Hertford, U.K.). Estas
medidas iniciales proporcionadas por el sistema automático fueron revisadas por un experto en
anotaciones electrocardiográficas y, donde se estimó que las medidas pod́ıan ser erróneas, se
corrigieron manualmente o se eliminaron. Este procedimiento semi-automático se utilizó debido
a la imposibilidad práctica de medir el intervalo QT sobre cada latido de cada registro de forma
manual.

En cada derivación de cada uno de los registros analizados se contabilizaron los ciclos cardia-
cos para los cuales fue posible determinar tanto la medida del intervalo QT como la del intervalo
RR. Con ello, se seleccionó individualmente (para cada registro) el canal que presentaba mayor
número de medidas aceptadas y se utilizó éste para el posterior análisis. Las posibles anoma-
ĺıas causadas por errores en la detección del QRS o por latidos ectópicos fueron identificadas
utilizando la estrategia propuesta en [123] y rechazadas. Asimismo se descartaron de las series
de RR y QT aquéllas medidas consideradas como potenciales outliers haciendo uso de un filtro
MAD (Desviación Absoluta Media) [124]. Finalmente, las series se interpolaron con frecuencia
de muestreo de 1 Hz y se filtraron utilizando un filtro paso-bajo con frecuencia de corte 0.05 Hz,
de modo que las influencias de las dos ramas (simpático y parasimpático) del SNA se eliminan
[125].

4.3 Análisis de la adaptación QT/RR

Para llevar a cabo el análisis acerca de la dependencia del intervalo QT respecto del ritmo
cardiaco y cumplir con los objetivos detallados en la Sección 4.1 es necesario determinar los
parámetros h y a del sistema global propuesto para relacionar los intervalos QT y RR. En las dos
secciones siguientes se hace una descripción de la metodoloǵıa empleada para ello, considerando
en 4.3.1 que el perfil de histéresis (vector de parámetros h) tiene una forma fija y en 4.3.2 dejando
variar esta forma libremente. En las Secciones 4.3.3 a 4.3.6, se exponen algunas posibilidades
de uso práctico derivadas del análisis realizado. A lo largo de toda la sección, se consideran,
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Cuadro 4.1: Media y desviación estándar de las caracteŕısticas basales de los pacientes de la
población de estudio y resultados del test t de Student en la separación de los grupos de placebo
y amiodarona.

Placebo (n =404) Amiodarona (n =462) p-valor

Edad (años) 60.8±9.4 60.2±10.0 0.323

Hombres/mujeres 345/59 391/71 0.754

Historia médica

Infarto de miocardio 121 144 0.899

Angina de pecho 144 177 0.275

Hipertensión 112 164 0.011

Diabetes 68 72 0.619

NYHA

I 213 223 0.381

II 157 207

III 31 31

Medidas basales

LVEF (%) 30.3±7.7 30.6±6.8 0.468

PBP (mm Hg) 117.9±17.3 118.7±16.6 0.459

DBP (mm Hg) 74.2±11.0 73.4±10.5 0.352

Ritmo cardiaco (ms) 73.25±13.30 73.38±14.49 0.884

Duración QRS (ms) 91.2±18.6 91.2±18.6 1.000

Intervalo QT (ms) 390.62±47.37 389.34±48.37 0.694

Medicación

Tromboĺıticos 235 266 0.860

Digoxina 47 61 0.486

Beta-bloqueantes 200 198 0.500

Antagonista de calcio 62 70 0.937

Inhibidor de ACE 219 260 0.542

Muerte durante el seguimiento (n =53) (n =59) 0.879

No cardiaca 8 11 0.688

Cardiaca 45 48 0.723

No arŕıtmica 19 30 0.256

Arŕıtmica 26 18 0.090
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Figura 4.1: Distribuciones de pesos según los perfiles PL y PEα , con α tomado entre 0.8 y 1 cada
0.02. Para la representación, se ha elegido N =50. El perfil PL se resalta en color negro.

para el análisis de cada registro, las series interpoladas xRR(n) e yQT(n), n = 0, . . . , NT− 1, cuya
longitud NT se determina de manera individualizada, pues, aunque la duración de los registros
oscila siempre alrededor de 24 horas, puede variar de un paciente a otro.

4.3.1 Promediado de RR con perfil fijo

Como aproximación inicial al problema planteado, se consideran en primer lugar varios perfiles
para el promediado del RR con ventana móvil asumiendo que ésta tiene una forma preestable-
cida. Las posibles formas son: promediado lineal (PL) y promediado exponencial de parámetro
α (PEα ).

El promediado lineal, PL, define los pesos hi, i = 0, . . . , N − 1, que ponderan al conjunto de
intervalos RR previos a cada medida de QT , mediante

hi =
2

N

(

1−
i

N − 1

)

, i = 0, . . . , N − 1 . (4.1)

Debe hacerse notar que esta distribución lineal para los hi ha quedado completamente deter-
minada al forzar que la suma de todos los pesos sea 1 y haber impuesto adicionalmente que el
valor del último peso, hN−1, sea 0.

Por otra parte, el promediado exponencial de parámetro α, PEα , define los pesos hi mediante

hi = κα
i , i = 0, . . . , N − 1 , (4.2)

donde κ =
1− α
1− αN

. En este estudio se han considerado valores de α en el conjunto siguiente:

{0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.97, 0.98, 0.99, 0.995, 1}. También en este caso los pesos se han considerado
normalizados de forma que su suma es 1.

La distribución de pesos según cada uno de los perfiles anteriores, PL y PEα , 0.8 ≤ α ≤ 1, se
muestra en la figura (4.1) para N =50.

Para determinar cuál de los perfiles anteriores resulta más apropiado para expresar la in-
fluencia que sobre el intervalo QT tiene una historia de intervalos RR previos, se lleva a cabo la
siguiente evaluación:

• Se consideran valores de N , esto es, órdenes del subsistema lineal h, tomados entre 0 y 420
en pasos de 60, lo que equivale a considerar ventanas de promediado móvil de duración
entre 0 y 7 minutos tomadas cada un minuto.
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Figura 4.2: Residuo medio del ajuste lineal de yQT(n) y zRR(n) para distintos perfiles de prome-
diado (P = PL ó PEα ) en función del orden N del filtro lineal. Los resultados del perfil P

L se
resaltan en color negro.

• Para un valor de N fijado, de entre una de las posibilidades mencionadas, se toma la serie
de intervalos RR, xRR(n), de cada registro y se calcula la correspondiente serie de intervalos
RR promedio, zRR(n), para cada uno de los perfiles descritos.

• A partir de cada serie zRR(n) obtenida y de la serie de intervalos QT , yQT(n), se considera
el modelo de regresión lineal yQT(n) = a0+a1zRR(n) y se lleva a cabo el ajuste por Mı́nimos
Cuadrados para deducir estimaciones â0 y â1 de los coeficientes de dicho modelo. Una vez
obtenidas éstas, se calcula el valor del residuo que queda del ajuste o, más concretamente,
de su ráız cuadrática media:

r (N , P) =

√√
√
√ 1

NT

NT−1∑

n=0

(yQT(n) − â0 − â1zRR(n))
2 , (4.3)

donde P denota el tipo de promediado elegido, P = PL ó PEα . La dependencia de r con
respecto a N y P está impĺıcita en la expresión de zRR(n), que se ha calculado de acuerdo
con tales elecciones.

En la gráfica (4.2) se muestra el resultado de promediar r (N , P) entre todos los pacientes del
estudio, para cada valor de N tratado (entre 0 y 420 cada 60 segundos) y cada uno de los perfiles
P analizados (P = PL ó PEα , con α tomando posibles distintos valores entre 0.8 y 1). Puede
comprobarse que, para cada posible orden N , siempre ocurre que la actuación del promediado
PL se ve superada por uno de los perfiles exponenciales PEα , para un cierto α.

Además, considerando cada registro individualmente, puede determinarse cuál es el valor de
N óptimo en el sentido de estar asociado a un menor residuo del ajuste (4.3) utilizando alguno de
los perfiles propuestos. Los resultados obtenidos en este estudio indican que, para más de un 80%
de los pacientes analizados, la duración óptima N para la ventana de promediado es inferior a 300
segundos y, aún en los casos en que N supera tal cantidad, la cáıda exponencial en la parte final de
la ventana es muy próxima a 0, por lo que la contribución de los correspondientes intervalos RR
es prácticamente despreciable. En consecuencia, se establece N = 300 para el análisis posterior
y se determina, para cada paciente, el valor del parámetro α en el promediado de perfil fijo PEα
que conduce a un mejor ajuste por Mı́nimos Cuadrados de los datos [zRR(n), yQT(n)], con zRR(n)
calculado a partir de N = 300 y P = PEα .

4.3.2 Promediado de RR con perfil individualizado

Con el procedimiento descrito en 4.3.1 hemos obtenido una solución inicial al problema de
identificar el sistema de la figura 3.1 que relaciona los intervalos QT y RR. Tal solución se ha
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obtenido bajo la asunción de que el perfil de promediado del RR, dado a través de h, tiene una
forma fija (lineal o exponencial) y el modelo de regresión, g( . , a), es lineal. En este apartado
buscamos una solución que no limite la forma de la distribución de pesos h y, a su vez, permita
que el modelo de regresión g( . , a) tome una expresión de entre un conjunto más amplio de
modelos posibles entre los que se encuentra el lineal.

Planteamiento Tal como se describió en la Sección 3.1, asumimos que la serie de intervalos
QT , yQT(n), se ha generado a partir de la serie de intervalos RR, xRR(n), utilizando una expresión

como la dada en (3.16), donde θ =
[
aT hT

]T
es el vector de parámetros del sistema, fRR se

determina a partir de uno de los diez modelos de regresión dados en las ecuaciones (3.3) a (3.12)
y el ruido v se asume que tiene media 0. Debe aqúı notarse que, para unificar notaciones, el
modelo de regresión lineal se ha tratado igual que el resto de los modelos en lugar de considerar
las notaciones empleadas en la Sección 3.6, sin que esto afecte a las conclusiones que vayan a
derivarse.

Elección del estimador En las Secciones 3.6 y 3.7 se evaluaron las prestaciones de estima-
dores tanto clásicos como Bayesianos para la resolución de problemas en los que los datos se
simulan en condiciones similares a las que se plantean ahora en el análisis de registros reales. En
la Sección 3.6 se consideró el modelo de regresión lineal, g1, mientras que en 3.7 se consideraron
el resto de modelos de regresión no lineales, gi, i = 2, . . . , 10. De acuerdo con los resultados
obtenidos para las situaciones alĺı tratadas, se concluyó que, en la estimación de un vector de
parámetros determinista, los estimadores clásicos y Bayesianos proporcionaron resultados equi-
valentes siempre que la información introducida a priori en la inferencia Bayesiana sea la misma
que la introducida a través de la regularización en los métodos clásicos. En consecuencia, nos
centraremos en lo que sigue sólo en los métodos de estimación clásicos, pero tendremos siempre
presente que, en las condiciones en las que se lleva a cabo la estimación y bajo la consideración
de que h y a son deterministas, la actuación del estimador clásico que analicemos será la misma
que la de un cierto estimador Bayesiano.

Dado que se dispone de información adicional previa acerca de la solución, ya que se conoce
que, aproximadamente, los elementos del vector h están relacionados entre śı a través del factor α
calculado en la sección previa, puede incorporarse dicha información a la resolución del problema.
Para ello, se genera la matriz de regularización D tal como se indica en la expresión (3.149),
donde el valor de α utilizado en la construcción de D es el obtenido para el promediado PEα en
4.3.1, individualmente para cada registro. Al introducir la regularización, el problema inverso
que pasa a resolverse es el problema aumentado que se describe en la ecuación (3.169) y el
párrafo que le sigue.

A la hora de elegir el estimador clásico que se utilizará para resolver (3.169), pueden hacerse
las siguientes observaciones. Si no se conoce la estad́ıstica del ruido ṽ del problema aumentado y
no desea hacerse ninguna consideración acerca de ella, puede utilizarse el estimador de Mı́nimos
Cuadrados para obtener una estimación θ̂LS del vector de coeficientes del sistema global, θ =[
aT hT

]T
. En el caso de que el ruido ṽ sea gaussiano y blanco, con Cṽ = σ̃

2 I, el estimador

θ̂LS coincidirá con el estimador de Máxima Verosimilitud, θ̂ML, que es, a su vez, el estimador
de Mı́nimos Cuadrados Ponderados, θ̂WLS, con matriz de ponderación W = C−1ṽ . Dado que la

función f̃RR que describe las observaciones es, en general, una función no lineal del conjunto de
parámetros del sistema, el estimador que se obtiene no es óptimo en el sentido de ser el estimador
insesgado de mı́nima varianza, θ̂MVU. De acuerdo con las evaluaciones realizadas en las Secciones
3.6 y 3.7, puede afirmarse que, cuando el ruido del modelo es gaussiano y se considera el problema
regularizado, el estimador θ̂LS proporciona resultados muy aceptables, sólo ligeramente inferiores
a los del estimador θ̂ML ≡ θ̂WLS en el caso más general en que la matriz Cṽ no sea múltiplo de la
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identidad (pues cuando Cṽ es múltiplo de la identidad, ambos estimadores coinciden). Teniendo
en cuenta que el estimador θ̂ML es asintóticamente eficiente, esto es, su comportamiento puede
considerarse prácticamente eficiente cuando el número de observaciones es elevado, como sucede
en la situación que se plantea en este estudio, podemos ver el comportamiento de éste como la
referencia óptima y, en consecuencia, admitir como apropiada la elección del estimador θ̂LS para
la identificación del sistema propuesto, ya que sus prestaciones son sólo ligeramente inferiores a
las de θ̂ML.

Habiendo considerado la elección del estimador de Mı́nimos Cuadrados, la expresión que
debemos utilizar para el cálculo de éste es:

θ̂LS = arg mı́n
θ

{(
ỹQT − f̃RR (θ)

)T (
ỹQT − f̃RR (θ)

)}

, (4.4)

donde f̃RR queda definida a partir del modelo de regresión que estemos considerando. Observamos
que se trata de resolver un problema en el que desea encontrarse el mı́nimo de una función que
es, en general, no lineal en θ. Tal como ya se vio en la Sección 3.6, en el caso de que el modelo
de regresión gi a partir del cual se define f̃RR sea el modelo lineal, esto es gi = g1, es posible
renombrar el vector de parámetros a estimar de modo que la función a minimizar sea lineal en el
nuevo vector de parámetros. En tal caso, se dio en 3.6 una expresión cerrada para el estimador de
este nuevo vector y, a partir de él, se derivaron expresiones para â y ĥ (ver ecuaciones (3.133) y
(3.96) a (3.98)). Para los restantes modelos de regresión, g2, . . . , g10, quedó justificado en 3.7 que
no es posible dar una expresión en forma cerrada para el estimador de Mı́nimos Cuadrados de θ y
se requiere del uso de un algoritmo de optimización que permita resolver la minimización deseada.
Vemos a continuación una explicación general acerca del funcionamiento del método ‘Direct’ que
hemos escogido en esta tesis para resolver la optimización y seguidamente detallaremos cómo
hemos aplicado este método a nuestro análisis.

Método de optimización ‘Direct’: Este algoritmo resuelve problemas en los que desea
determinarse el valor mı́nimo de una función continua Lipschitziana definida sobre un conjunto de
Rm,m ∈ N, delimitado, entre otras, por restricciones de acotación sobre sus variables. Utilizando
notaciones generales, podemos describir el problema de la siguiente forma:

Problema P : Sean li, ui constantes en R tales que −∞ ≤ li ≤ ui < +∞, ∀i = 0, . . . ,m − 1
y sea Ω = {x = (x0, . . . , xm−1) ∈ Rm|li ≤ xi ≤ ui}. Considerar f : Ω −→ R función continua
Lipschitziana. El objetivo es encontrar x∗ ∈ Ω y f∗ ∈ R tales que

f(x∗) = f∗ = mı́n
x∈Ω
f(x). (4.5)

Tal como se demuestra en [118], no existe ningún algoritmo que, en un número finito de itera-
ciones, pueda resolver el problema P para cualquier función f en las condiciones descritas. Es
necesario, por tanto, modificar ligeramente el planteamiento del problema de modo que quede
garantizado que, tras un número finito de evaluaciones de la función objetivo f , se ha encontrado
la solución deseada. El problema a resolver se plantea en los términos siguientes.

Problema P ′: : Para Ω, f y f∗ en las mismas condiciones que las descritas en el problema P ,
el objetivo ahora es encontrar xopt ∈ Ω y fopt ∈ R tales que

fopt = f(xopt) ≤ f
∗ + ξ (4.6)

donde ξ es una constante positiva pequeña dada.
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Existen en la literatura diversos algoritmos, todos ellos pertenecientes a la categoŕıa conocida
como ‘Optimización Lipschitziana’ , que resuelven el problema P ′ basándose en una idea sencilla
que hace uso de la constante de Lipschitz asociada a la función f . La dificultad que surge
al utilizar estos algoritmos es que, en muchas situaciones, no se tiene conocimiento de dicha
constante ni puede emplearse ninguna herramienta para estimarla. Además, aun en el caso de
que se conozca la constante de Lipschitz, tales algoritmos presentan una segunda dificultad, que
es la de requerir un número muy elevado de evaluaciones de la función f , del orden de 2m, en
cada una de sus iteraciones. Con el propósito de superar estas limitaciones de la ‘Optimización
Lipschitziana’, se propuso el algoritmo ‘Direct’ [114]. Este algoritmo no necesita disponer de
un valor para la constante de Lipschitz, sino que considera distintos posibles valores que ésta
puede tomar y con ello decide si una cierta región de Ω debe ser subdividida o no para continuar
la búsqueda. Además, ‘Direct’ evalúa la función f sólo en los centros de las regiones en que
ha subdividido Ω, por lo que su convergencia es mucho más rápida que la de los métodos
Lipschitzianos.

Más espećıficamente, la estrategia que utiliza ‘Direct’ para resolver el problema P ′ consiste
en identificar, en cada iteración, las regiones que deben muestrearse y, posteriormente, subdividir
éstas [126]. Para ello:

• El primer paso (iteración 0) es la transformación del dominio de definición Ω en el hipercubo
unidad de Rm, esto es, Ω = {x = (x0, . . . , xm−1) ∈ Rm|0 ≤ xi ≤ 1}. El algoritmo trabaja
siempre en este espacio normalizado Ω salvo cuando tiene que hacer evaluaciones de la
función f , para lo cual recurre a los puntos correspondientes en Ω de acuerdo con la
transformación definida. Dado el hipercubo generado, se considera la evaluación de f en
su centro, denotado por c0, aśı como en cada uno de los puntos c0 ± δei, i = 0, . . . ,m− 1,
donde δ se toma como un tercio del lado del hipercubo y ei denota el vector unitario
i-ésimo (es decir, ei es el vector cuyas componentes son todas nulas salvo la i-ésima, que
vale 1). Se define entonces

wi = min {f(c0 + δei) , f(c0 − δei)} , i = 0, . . . ,m− 1 (4.7)

y se elige el ı́ndice i, que denotamos por i′, que está asociado con el wi más pequeño. El
hipercubo se divide en tres partes iguales a lo largo de la dimensión i′, de modo que c0±δei′
son los centros de los nuevos hiperrectángulos. A continuación se elige el i′′ asociado con
el segundo valor más pequeño de wi y vuelve a hacerse una partición en tercios, ahora a lo
largo de la dimensión i′′, pasando a ser c0± δei′′ nuevos centros de hiperrectángulos. Este
procedimiento se repite hasta alcanzar todas las dimensiones del hipercubo.

• En cada una de las siguientes iteraciones del algoritmo, se consideran los hiperrectángulos
obtenidos hasta la iteración anterior y se realizan las siguientes dos operaciones:

– identificación de hiperrectángulos potencialmente óptimos. Estos hiperrectágulos son
aquéllos tales que, si se siguen subdividiendo y se muestrean en otros puntos, pueden
proporcionar valores de f considerablemente más pequeños que el valor mı́nimo ac-
tual. Para llevar a cabo dicha identificación, se utiliza la siguiente definición formal
de ‘potencialmente óptimo’, que pondera entre la busqueda global y local:

Sea ε > 0 una constante dada (suele tomarse ε = 10−4) y sea fmin el valor actual más
pequeño de f . Un hiperrectángulo j se dice potencialmente óptimo si existe algún
κ > 0 tal que

f(cj) − κdj ≤ f(ci) − κdi , ∀i
f(cj) − κdj ≤ fmin − ε |fmin|

}

.



4.3 Análisis de la adaptación QT/RR 97

En la definición anterior cj denota el centro del hiperrectángulo j y dj es una me-
dida del tamaño del hiperrectángulo. En la formulación original [114], que es la que
seguimos en este estudio, dj se toma como la distancia de cj a sus vértices. Puede
observarse que, en cada iteración, puede haber uno o varios hiperrectángulos poten-
cialmente óptimos.

– división de hiperrectángulos potecialmente óptimos. Cada uno de los hiperrectángulos
identificados en el paso anterior se subdivide a lo largo de la dimensión o las dimen-
siones de mayor longitud. El hecho de proceder de esta forma permite garantizar que
los rectángulos acabarán reduciéndose en todas sus dimensiones. El orden en que se
llevan a cabo las trisecciones de cada hiperrectángulo, supuesto que haya más de una
dimensión de longitud máxima, es el mismo que se describió para la iteración 0.

El criterio para la finalización del algoritmo puede elegirse entre varios, como por ejemplo
la superación de un número preestablecido de iteraciones, o de divisiones de hiperrectángulos, o
de evaluaciones de la función objetivo. Es importante señalar que, con unas pocas evaluaciones
que realice ‘Direct’, es capaz ya de identificar un área alrededor del mı́nimo global de la función.
Sin embargo, requerirá muchas más evaluaciones para dar una buena aproximación a dicho
mı́nimo. La convergencia del algortimo ‘Direct’ se demuestra en [114], donde se prueba que,
dado cualquier punto x en el dominio de definición Ω, existe otro punto arbitrariamente cercano
a él que queda evaluado por el algoritmo tras un número finito de iteraciones de éste. En
consecuencia, es claro que el método ‘Direct’ resolverá el problema P ′ descrito en la ecuación
(4.6).

Por último, cabe señalar que ‘Direct’ puede utilizarse también para resolver problemas algo
más generales que el mencionado P ′ . En particular, puede emplearse cuando el dominio Ω de la
función f esté definido por alguna restriccion más además de las de acotación. Para extender el
método a la resolución de este tipo de problemas, basta modificar la definición de hiperrectángulo
potencialmente óptimo para incorporar la nueva información. Una descripción más detallada de
esto puede encontrarse en [113]

Aplicación del método ‘Direct’ al análisis QT/RR El objetivo de nuestro análisis ha
quedado especificado a través de la resolución de (4.4), que nos proporcionará una estimación

del vector θ =
[
aT hT

]T
de parámetros del sistema que define la relación QT/RR. Si aplicamos

el método ‘Direct’ para resolver (4.4), la dimensión del problema es M=N+2 y las variables del
problema de optimización son tanto los pesos en h como los coeficientes en a. Alternativamente,
puede utilizarse otra metodoloǵıa, descrita en 3.7 y aplicable a todos los modelos de regresión.
Esta otra metodoloǵıa plantea la búsqueda de â y ĥ en tres etapas diferenciadas. El procedi-
miento se desarrolla separadamente para cada uno de los diez modelos de regresión examinados.
Denotemos por gi, i = 1, . . . , 10, al modelo de regresión en cuestión.

• En la primera etapa, fijamos un valor inicial ĥ para el vector de pesos del filtro lineal y, a
partir de él, determinamos una estimación â de los coeficientes de gi. Más espećıficamente,
inicializamos ĥ de acuerdo con la expresión 4.2, donde N se ha fijado en 300, α es el valor
deducido en la sección anterior y κ es la constante de normalización. A continuación, cal-
culamos la estimación de Mı́nimos Cuadrados â de los coeficientes del modelo de regresión
gi. Para ello, basta proceder tal como se describió en la Sección 3.7.3, considerando ahora
el problema regularizado.

• En la segunda etapa, fijamos el valor de â obtenido en la primera etapa y realizamos la
minimización de (4.4) sólo como función de h. Aśı, para el modelo de regresión gi que
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estamos tratando, se trata de resolver:

arg mı́n
h

{
NT−1∑

n=0

(
yQT(n) − gi

(
hT xRR(n) , â

))2
+ β2‖D

[
âT hT

]T
‖2
}

. (4.8)

Las mismas justificaciones dadas en la Sección 3.7.3 son ahora válidas para demostrar que
el método ‘Direct’ puede utilizarse para obtener la correspondiente estimación ĥ.

• En la tercera etapa, repetimos el mismo proceso de la primera etapa, pero ahora utilizando
como vector ĥ el que acaba de obtenerse en la segunda etapa.

El número de etapas del procedimiento descrito se ha fijado en tres, ya que en un grupo
reducido de registros en los que se testeó inicialmente el procedimiento, no se observaron mejoras
significativas en la minimización del error al seguir aumentando el número de etapas. A las tres
etapas anteriores se añade una última en la que se incorporan restricciones que garantizan que
todas las componentes de ĥ son positivas (ver Sección 3.4.7).

Con la metodoloǵıa descrita, quedan determinadas diez combinaciones distintas de pesos del
filtro lineal (vector ĥ) y coeficientes de la función no lineal (vector â), para cada uno de los
registros analizados. Finalmente, se identifica el modelo de regresión (de entre los diez posibles)
que tiene asociado, para el registro en cuestión, un menor error residual. A partir de él, se obtiene
la expresión definitiva del perfil de histéresis (dada por ĥ) y de la forma de dependencia QT/RR
(dada por â).

4.3.3 Determinación de la memoria del intervalo QT

Además del perfil óptimo para el promediado del RR que mejor explica la adaptación del QT
a cambios en el ritmo cardiaco, tal como se ha obtenido en la sección previa, hemos estimado
también la longitud LT90 de una ventana en la cual los ciclos cardiacos previos a cada medida de
QT tienen una influencia efectiva sobre éste. Para calcular el valor LT90, se considera el perfil de

pesos ĥ obtenido individualmente para cada registro en 4.3.2 y, a partir de él, se construye el
vector ĥ que representa la suma acumulada de ĥ empezando desde el último peso ĥN−1:

ĥi =
N−1∑

j=i

ĥj , i = 0, . . . , N − 1 . (4.9)

Sobre este vector de suma acumulada se aplica un umbral η, establecido como η =0.1, y se busca
el primer ı́ndice i0 para el cual ĥi0 < η. Se define entonces L

T
90 = i0, que representa la duración,

expresada en segundos, de la ventana que recoge aquellos intervalos RR previos que contribuyen
en un 90% a la adaptación de QT . En la figura (4.3) se muestra un ejemplo de la determinación
de LT90. Es claro que este parámetro es una forma de cuantificar la memoria que tiene el intervalo
QT en relación con el ritmo cardiaco.

4.3.4 Corrección del intervalo QT

Tal como se describió en la Sección 2.4.3, el intervalo QT corregido, denotado comúnmente por
QTc, es un marcador cĺınico ampliamente utilizado para identificar pacientes con alto riesgo de
sufrir muerte cardiaca y, en particular, muerte arŕıtmica. El calculo de QTc es problemático,
ya que no existe una fórmula genérica para llevar a cabo la corrección, sino que dicha fórmula
debe tener en cuenta las diferencias existentes en la relación entre los intervalos QT y RR para
individuos distintos. Más aún, en el caso de que se analicen registros ambulatorios, se añade
otra dificultad, pues debe tenerse en cuenta el efecto de histéresis, esto es, de dependencia del
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Figura 4.3: Determinación de la duración de ventana efectiva para el promediado del RR, consi-
derando un umbral η definido para cubrir un 90% de la suma de pesos. En color azul se muestra
la distribución de pesos hi, mientras que en rosa se presenta su suma acumulada hi.

intervalo QT con respecto a otros intervalos RR anteriores además del que inmediatamente le
precede (ver Sección 2.4.4).

En esta tesis proponemos el procedimiento siguiente para realizar la corrección del QT .
Dado que en 4.3.2 se ha obtenido, de manera individualizada para cada registro, el perfil de
histéresis óptimo, ĥ, y la forma de dependencia QT/RR óptima, gi, i = 1, . . . 10, utilizaremos
esta información para evaluar QTc. En primer lugar, convertimos cada uno de los diez modelos
de regresión, dados en las ecuaciones (3.3) a (3.12), en diez fórmulas de corrección realizando la
proyección del intervalo QT sobre un nivel estándar de RR, que en nuestro caso hemos tomado
como RR =1 segundo. Es inmediato comprobar que las fórmulas resultantes responden a las
expresiones siguientes:

Lin : yQTc(n) = yQT(n) + ξ(1− zRR(n)) (4.10)

Hip : yQTc(n) = yQT(n) + ξ(
1

zRR(n)
− 1) (4.11)

Par : yQTc(n) =
yQT(n)

z
ξ
RR
(n)

(4.12)

Log : yQTc(n) = yQT(n)− ξ ln(zRR(n)) (4.13)

Loginv : yQTc(n) = ln
(
eyQT(n) + ξ(1− zRR(n))

)
(4.14)

Exp : yQTc(n) = yQT(n) + ξ

(

e−zRR(n) −
1

e

)

(4.15)

Atan : yQTc(n) = yQT(n) + ξ (arctag(1)− arctag(zRR(n))) (4.16)

Htan : yQTc(n) = yQT(n) + ξ (tgh(1)− tgh(zRR(n))) (4.17)

Ash : yQTc(n) = yQT(n) + ξ (arcsinh(1)− arcsinh(zRR(n))) (4.18)

Ach : yQTc(n) = yQT(n) + ξ (arccosh(2)− arccosh(zRR(n) + 1)) . (4.19)

Cada una de las fórmulas anteriores depende de un parámetro ξ que debe determinarse. La
forma de proceder es la siguiente: para cada registro, se considera la fórmula, de entre las diez
anteriores, que está asociada al modelo de regresión que se determinó como óptimo en 4.3.2. Los
valores de zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, que aparecen en dicha fórmula se calculan de acuerdo con
la expresión zRR(n) = ĥ

T xRR(n), donde ĥ es el perfil de pesos óptimo obtenido en 4.3.2. Por
último, dado que el propósito de cualquier método de corrección del QT es obtener medidas QTc
no relacionadas con el ritmo cardiaco, el valor del parámetro ξ en la fórmula de corrección se
calcula como aquél que satisface la ecuación rP(ξ) = 0, donde rP(ξ) representa el coeficiente de
correlación de Pearson entre yQTc(n) y zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, con yQTc(n) calculado a partir
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de ξ. En la resolución de la ecuación rP(ξ) = 0 se ha utilizado el método ‘Golden Cut Search’
[127], que comienza definiendo un intervalo de búsqueda para ξ tal que en los extremos de dicho
intervalo la función rP toma signos opuestos. Iterativamente, se va subdividiendo dicho intervalo
de manera que la evaluación de rP en los nuevos extremos siga garantizando la existencia de una
ráız en el subintervalo reducido. El proceso finaliza cuando la correlación rP calculada para los
extremos del último subintervalo queda por debajo de un nivel de tolerancia preestablecido.

4.3.5 Histéresis QT/RR en episodios de ritmo cardiaco inestable

Los resultados del análisis QT/RR obtenidos en la Sección 4.3.2 presentan la caracteŕıstica de
haber sido calculados a partir de los datos recogidos durante las 24 horas de registro. En muchos
casos, el perfil de promediado ĥ se estima básicamente a partir de episodios donde el ritmo
cardiaco presenta cambios muy poco notables y sólo a partir de unos pocos episodios donde el
ritmo cambia de manera abrupta, siendo éstos últimos los que contribuyen predominantemente a
la histéresis QT/RR. En consecuencia, la estimación del perfil de pesos ĥ puede estar, en cierta
medida, sesgada por ruido e imprecisiones en las medidas de los intervalos QT y RR, ya que sobre
los periodos de cambio de ritmo despreciable la histéresis se verá oculta bajo tales interferencias.
Por este motivo, investigamos también la adaptación del intervalo QT restringiendo el análisis
sólo a transiciones sustanciales del ritmo cardiaco. El propósito es poder comparar, para cada
paciente, las dos evaluaciones de la histéresis (en el registro completo y en episodios de cambio
sustancial).

En primer lugar, determinamos, de manera individualizada, los episodios que presentan
cambios mantenidos notables en el ritmo cardiaco. Para ello, se filtra la señal xRR(n), n =
0, . . . , NT − 1, utilizando un filtro de Butterworth de orden 2 con frecuencia de corte 0.02 Hz.
De este modo, se evita la consideración de episodios que sólo contienen oscilaciones de más al-
ta frecuencia en el RR, que no contribuyen decisivamente a la histéresis. Sobre la señal filtrada
x
f
RR(n), se mide la varianza en segmentos de 300 segundos de duración tomados cada 15 segundos
desde el inicio del registro. Se obtiene aśı una serie, que denotamos por σ2RR(m), donde m indica
el ı́ndice consecutivo de un segmento analizado. A continuación, se aplica un umbral u a la serie
σ2RR(m) para seleccionar sólo aquellos segmentos en los cuales σ

2
RR(m) > u (ver figura (4.4)). La

elección del umbral u se realiza separadamente para cada registro, ya que el rango de variación
del intervalo RR difiere muy sustancialmente entre individuos distintos. Experimentalmente, se
fija u en 1.5 veces la ráız cuadrática media (RMS) de σ2RR(m): u =1.5σ

2
RR. Una vez identificados

los ı́ndices m para los cuales σ2RR(m) supera el umbral, se buscan los instantes finales de los
segmentos correspondientes, ya que es en esos instantes donde tenemos localizadas las medidas
de QT que están precedidas por un periodo de cambio notable en el RR.

El mismo procedimiento que se describió en 4.3.2 para el análisis de la relación QT/RR sobre
el registro completo de 24 horas se aplica considerando sólo las medidas yQT(n) de aquellos ı́ndices
n seleccionados según se ha descrito arriba. Claramente, para el análisis se precisa también de
los N intervalos RR previos a cada una de tales medidas de QT . Con ello, se determina, para
cada paciente, un nuevo perfil de pesos que caracteriza la respuesta del intervalo QT a cambios
abruptos en el RR y se compara dicha respuesta con la obtenida en 4.3.2 para el registro
completo. En particular, se contrastan las correspondientes medidas L90, que se denota por L

T
90

cuando se calcula para el registro completo y por LA90 cuando se calcula para segmentos de cambio
abrupto en el ritmo cardiaco. Adicionalmente, se evaluan otras medidas también derivadas de
los perfiles de histéresis, como son: LT25, L

A
25, L

T
40, L

A
40, L

T
50 y L

A
50, que representan el tiempo

necesario, expresado en segundos, para completar el 25%, 40% y 50% de la adaptación total
del intervalo QT a las variaciones en el RR. El cálculo de estas medidas se realiza de manera
análoga a como se describió para LT90 en la Sección 4.3.3.

Para investigar situaciones con cambios en el ritmo cardiaco realmente señalados, focalizamos
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Figura 4.4: En (a) se muestra una porción de la serie de RR de uno de los registros analizados.
En (b) se presenta una versión filtrada paso-bajo de la serie representada en (a). El resultado
de medir la varianza en segmentos de 300 s de duración tomados cada 15 s se muestra en (c).
Asimismo, se indica en color rojo el umbral utilizado para determinar aquellos segmentos donde
hay un cambio muy abrupto en el ritmo cardiaco.
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(b)
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la comparación entre los perfiles de adaptación obtenidos para las 24 horas y para episodios de
cambio abrupto sólo sobre un grupo de 100 pacientes seleccionados por presentar las mayores
alteraciones de ritmo, esto es, los valores más elevados de σ2

RR
. Asimismo, realizamos la misma

comparación sobre el grupo de 100 pacientes que presentan los cambios más suaves en el ritmo
cardiaco, lo que equivale a decir valores más pequeños de σ2

RR
. Al primer subgrupo de pacientes

lo denotamos por Galto y al segundo por Gbajo. Evaluamos los resultados de la comparación entre
24 horas y cambios abruptos en Galto y en Gbajo con objeto de elucidar si, en efecto, las histéresis
en la relación QT/RR es más evidente cuanto más pronunciado es el cambio en el RR. El hecho
de seleccionar sólo 100 pacientes para cada uno de los dos grupos se debe a que la distribución
por registros de la variable σ2

RR
está muy concentrada en torno a la media y, en consecuencia, si

se hubieran considerado grupos más numerosos, el análisis hubiera sido similar para ambos. El
test estad́ıstico utilizado para valorar los resultados de la comparación es la prueba t de Student
bilateral para muestras dependientes.

4.3.6 Patrones circadianos de la histéresis QT/RR

Cuando se investiga la dependencia del intervalo QT con el ritmo cardiaco y se examina el retardo
que existe en la adaptación, es necesario considerar la influencia que sobre las medidas de QT
y RR tienen los patrones circadianos. Para evaluar esta influencia sobre la histéresis QT/RR,
el análisis desarrollado en 4.3.2 para el registro de 24 horas se realiza también separadamente
sobre diversos periodos circadianos. De manera más precisa, se evalúan el perfil (ĥ) y la duración
efectiva (L90) de la histéresis QT/RR en dos intervalos temporales distintos: por una parte, se
consideran las horas centrales del d́ıa (entre las 9 y las 18 horas); por otra parte, las horas
nocturnas (entre las 0 y las 6 horas).

4.4 Análisis cĺınico

4.4.1 Marcadores de riesgo

Se consideran como potenciales estratificadores de riesgo las variables siguientes, evaluadas para
cada uno de los registros analizados:

• LT90, que es una medida del tiempo que necesita el QT para seguir los cambios del RR. Se
calcula tal como se describió en la Sección 4.3.3.

• ropt, que se define como el RMS del error residual obtenido del ajuste por Mı́nimos Cua-
drados de los datos de xRR(n) e yQT(n), n = 0, . . . , NT − 1. La expresión utilizada para la
evaluación de ropt es:

ropt =

√√
√
√ 1

NT

NT−1∑

n=0

(yQT(n) − gi(zRR(n), â))
2 , (4.20)

donde zRR(n) = ĥ
T xRR(n), gi es el modelo de regresión seleccionado como óptimo para el

registro y los vectores ĥ y â se han derivado de la estimación LS realizada en 4.3.2.

• QTc, que representa la media de la serie temporal yQTc(n), n = 0, . . . , NT− 1. La forma de
obtener los intervalos QT corregidos, yQTc(n), es la que se describió en la Sección 4.3.4.

• s, definida como el coeficiente â1 obtenido cuando la estimación se realiza considerando,
para cada paciente, el modelo de regresión parabólico. Aunque este modelo sólo resulte
óptimo para algunos registros, se desea tener una medida acerca de la pendiente de la
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relación QT/RR que pueda compararse entre todos los pacientes. Se ha elegido el modelo
parabólico porque es el tradicionalmente utilizado en la literatura.

• LA90, que mide la memoria del intervalo QT ante cambios abruptos en el ritmo cardiaco.
Su cálculo se realiza tal como se detalló en 4.3.5.

• sRR, que representa la desviación estándar de la serie temporal xRR(n), n = 0, . . . , NT − 1.
Esta variable proporciona una medida de la variabilidad de la frecuencia cardiaca [128].
Debe aqúı notarse que cuando se construyó la serie de intervalos RR sólo se aceptaron
aquéllos considerados como normales (ver Sección 4.2.2).

4.4.2 Métodos estad́ısticos

Una vez evaluadas las variables descritas en 4.4.1 para cada uno de los registros analizados,
se realiza una comparación entre los valores tomados en el grupo de pacientes tratados con
amiodarona y el grupo de pacientes tratados con placebo. Asimismo, dentro de cada uno de
estos dos grupos de tratamiento, se lleva a cabo la comparación entre pacientes que sufrieron
muerte arŕıtmica durante el seguimiento cĺınico posterior y aquéllos que sobrevivieron. Para
valorar la significación de estas comparaciones se utiliza el test t de Student bilateral para
muestras independientes considerando que las varianzas en los dos grupos pueden ser desiguales.

Asimismo, se lleva a cabo un análisis de supervivencia de Kaplan-Meier con objeto de rela-
cionar los marcadores de riesgo propuestos y el tiempo que tarda en producirse un determinado
suceso. En el caso de nuestro estudio, el suceso analizado es la muerte arŕıtmica. Tanto en el
grupo de placebo como en el grupo de amiodarona, se evalúan las curvas de probabilidad de
supervivencia a la muerte arŕıtmica estratificando a los pacientes en dos grupos según el valor
de mediana del marcador de riesgo examinado. La comparación entre las curvas de cada uno
de estos dos grupos se realiza utilizando el test log-rank, que da una valoración acerca de si las
diferencias observadas pueden ser explicadas por azar o no.

Por último, para determinar la contribución independiente de las distintas variables al evento
final, que es la muerte arŕıtmica, se realiza un análisis de regresión de Cox. En este análisis se
incluyen variables derivadas del estudio de la adaptación QT/RR, como son ropt, QTc y s, junto
con otros factores cĺınicos de riesgo, entre los que se encuentran LVEF, edad, sexo, terapia con
beta-bloqueantes y el ı́ndice sRR que mide la variabilidad del ritmo cardiaco. Dado que no es
esperable que el riesgo de mortalidad arŕıtmica crezca linealmente con los valores numéricos de
los ı́ndices considerados, se realiza una dicotomización de las variables numéricas. En el caso de
los marcadores de riesgo derivados de la adaptación QT/RR aśı como del ı́ndice sRR, éstos se
dicotomizan según su valor de mediana, mientras que el ı́ndice LVEF se dicotomiza tomando
el valor del 30% como referencia. La valoración de los resultados obtenidos se lleva a cabo
utilizando el test F [129].

En todos los casos, se consideran los resultados estad́ısticamente significativos si el p-valor
asociado al test es inferior a 0.05.

4.5 Resultados

4.5.1 Adaptación del QT a cambios en el RR

Tiempo de adaptación La media de la variable LT90 calculada sobre el grupo de estudio
completo fue de 2.37 minutos. Este resultado confirma que la duración del intervalo QT está
influenciada por los cambios en el ritmo cardiaco ocurridos durante los minutos previos, aunque
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Figura 4.5: Histograma de los valores de LT90 para los pacientes de la población de estudio.

debe tenerse en cuenta que el grado de influencia de los intervalos RR previos decrece rápida-
mente según se consideran intervalos cada vez más alejados en el tiempo.

Se observan, además, diferencias muy significativas en la duración de la memoria del QT entre
individuos distintos, tal como puede apreciarse en la figura (4.5), donde se muestra un histograma
con la distribución de LT90 para los pacientes analizados en este estudio. Puede afirmarse que,
mientras en un 30% de los pacientes el intervalo QT requiere más de 180 segundos (3 minutos)
para seguir los cambios en el RR, en otro 30% de los pacientes la dependencia del QT con
respecto a ciclos cardiacos previos se completa en menos de 120 segundos (2 minutos). Más aún,
hay algunos pacientes en los que el proceso de adaptación dura apenas unos segundos y otros en
los que se requieren casi 4 minutos.

Esta elevada variabilidad entre individuos en los tiempos de adaptación del QT se estudia
junto con el rango de valores de RR calculados para cada registro. Los resultados, agrupados
según el modelo de regresión determinado como óptimo para cada paciente, se muestran en la
tabla 4.2. Puede observarse, en primer lugar, que el modelo lineal resulta el más apropiado para
modelar la relación entre el QT y el RR en un gran número de pacientes, mientras que el modelo
parabólico, tradicionalmente utilizado para corregir el QT , resulta mucho menos frecuente. No
obstante, debe ponerse de manifiesto que en un número considerable de pacientes los valores del
intervalo RR oscilan sólo alrededor de 1 segundo y alĺı el comportamiento de los modelos lineal
y parabólico es muy similar. Otra observación que puede hacerse a partir de los resultados de la
tabla 4.2 es que no existe una relación directa entre las variables deducidas sólo de la serie de
intervalos RR (mRR (intervalo RR medio), sRR y σ

2
RR) y las derivadas del análisis QT/RR (L

T
90,

ropt).

Cuadro 4.2: Relación entre el modelo de regresión y los ı́ndices LT90 (s), σ
2
RR (s

2), mRR (ms), sRR
(ms) y ropt (ms) promediados entre los pacientes.

Model LT90 σ2RR mRR sRR ropt # pacientes
Lin 148.92 2.06 899.86 92.90 16.04 378
Hip 135.94 1.92 900.04 84.48 15.18 308
Par 142.50 1.11 841.17 74.23 14.87 12
Log 120.23 2.31 824.88 95.01 8.43 30
Loginv 142.18 2.40 944.05 97.59 13.50 22
Exp 152.74 4.16 1148.72 122.80 15.96 19
Atan 131.07 1.77 877.73 99.55 10.63 27
Htan 144.95 2.21 982.46 97.08 16.26 94
Ash 147.15 2.63 894.94 103.65 11.40 33
Ach 144.88 1.58 857.28 94.71 12.53 16
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Forma de la histéresis La elevada variabilidad entre individuos encontrada en los tiempos de
adaptación del QT también se manifiesta en los perfiles de histéresis. De hecho, se han encontrado
distribuciones de pesos ĥ sustancialmente distintas incluso para pacientes en los cuales sus
tiempos de adaptación son similares. En la figura (4.6) se muestran ejemplos de distribuciones
de pesos óptimas obtenidas para algunos de los registros analizados en este estudio.
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Figura 4.6: Ejemplos de perfiles óptimos de histéresis para tres pacientes del grupo de estudio.
Puede observarse la elevada variabilidad entre sujetos en la forma de la adaptación QT/RR.

(a) (b) (c)

Comparación del análisis 24 horas vs episodios de ritmo cardiaco inestable En
la tabla 4.3 se muestra la comparación entre los resultados obtenidos del análisis de registros
completos (24 horas) y los obtenidos restringiendo la investigación sólo a episodios donde el
ritmo cardiaco cambia de manera abrupta. Puede apreciarse que en el grupo Gbajo, compuesto
por aquellos pacientes con variaciones de ritmo más suaves, la forma en que el QT se adapta a
cambios mantenidos en el ritmo cardiaco es parecida a la obtenida cuando se analiza el registro
entero de 24 horas. Sin embargo, en el grupo Galto, puede observarse que los valores de L

A
90 son

significativamente mayores que los de LT90. Las diferencias entre L
A
40 y L

T
40 y entre L

A
50 y L

T
50 son

marginales. En cuanto a LA25 y L
T
25, existen diferencias, que también están presentes en el grupo

Gbajo. Es posible aseverar que en situaciones de cambios notables en el ritmo cardiaco, donde la
adapatación de la repolarización puede estimarse con más fiabilidad, el tiempo de respuesta del
intervalo QT es significativamente más elevado. Estas diferencias se muestran en la figura (4.7).
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Figura 4.7: En (a) se muestran las distribuciones de pesos óptimas promediadas en el grupo de
pacientes Gbajo para el análisis 24 horas (en azul) y para el análisis de segmentos con cambios
abruptos en el ritmo cardiaco (en rojo). En (b) se muestran los resultados correspondientes al
grupo Galto. Las rayas verticales indican el tiempo de adaptación L90 deducido para cada uno
de los perfiles de la figura.
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Cuadro 4.3: Tiempos de adaptación (A para cambios de ritmo abruptos, T para el análisis 24
horas) estimados en los dos grupos descritos en el texto, Gbajo y Galto, y p-valores del test t para
muestras dependientes.

Gbajo Galto
A T p-valor A T p-value

L25 24.62 17.74 0.011 25.58 20.12 0.026
L40 39.56 33.26 0.127 45.50 41.32 0.216
L50 51.70 44.84 0.189 61.30 55.14 0.147
L90 139.94 126.36 0.250 171.38 150.82 0.033

Comparación horas diurnas vs nocturnas El estudio de la relación QT/RR separada-
mente durante las horas del d́ıa y de la noche revela que la adaptación del intervalo QT es
ligeramente más rápida durante el periodo nocturno. El tiempo medio requerido por el QT para
alcanzar un 90% del cambio total inducido por el RR es de 142.56 ± 33.00 segundos durante el
d́ıa y de 139.64 ± 36.65 segundos durante la noche, p =0.106. A pesar de su limitada significa-
ción, estos resultados confirman la tendencia de los obtenidos al investigar episodios de cambios
marcados en el ritmo cardiaco. Durante la noche el ritmo es más estable que durante el d́ıa y,
por tanto, el retardo en la adaptación se esperaŕıa que fuera más corto, como efectivamente se
ha comprobado a partir de los resultados mostrados.

4.5.2 Comparación cĺınica

4.5.2.1 Análisis univariado

Comparación placebo vs amiodarona En la tabla 4.4 se muestran los ı́ndices que describen
la histéresis QT/RR comparados entre el grupo de pacientes tratados con amiodarona y el grupo
de los tratados con placebo. Como se esperaba, el intervalo QT corregido medio, QTc, resulta
significativamente mayor en los pacientes a los que se les suministró el fármaco antiarŕıtmico.
Se aprecian también diferencias sustanciales en los valores de LT90 y s, siendo ambos mayores en
el grupo de amiodarona. La mayor separación entre los dos grupos de tratamiento se obtiene
con la variable ropt, tal como puede observarse en la tabla 4.4. El tiempo de adaptación L

A
90,

medido en episodios de ritmo cardiaco inestable, también resulta significativamente distinto en
el grupo de amiodarona frente al de placebo. La capacidad que presenta esta última variable LA90
para distinguir entre los dos grupos de tratamiento, aśı como la mostrada por LT90 (derivada del
análisis 24 horas) no es atribuible exclusivamente a las diferencias en el ritmo cardiaco medio en
placebo y amiodarona (72.36 lpm vs 62.78 lpm, p < 10−17), ya que los coeficientes de correlación
entre el HR medio y LT90 son 0.239 y 0.301 respectivamente. La variabilidad de la frecuencia
cardiaca medida a través del ı́ndice sRR no es significativamente distinta entre los grupos de
placebo y amiodarona. Finalmente, cabe señalar que, cuando la separación placebo/amiodarona
se evalúa con las variables deducidas del análisis sobre las horas diurnas y, separadamente, con
las deducidas para las horas nocturnas, los resultados en términos de significación no difieren
considerablemente de los obtenidos a través de la evaluación de las 24 horas de registro.

Comparación supervivientes vs v́ıctimas de muerte arŕıtmica La tabla 4.5 resume los
valores de los marcadores de riesgo descritos en 4.4.1 cuando se comparan, en cada uno de los dos
grupos de tratamiento, entre pacientes que sobrevivieron o sufrieron muerte arŕıtmica durante
el seguimiento cĺınico. A continuación se valora la actuación de cada uno de estos marcadores:

ropt: La variable ropt es capaz de diferenciar entre las v́ıctimas de muerte arŕıtmica y el resto
de pacientes en el grupo de amiodarona. Mientras que los valores de ropt son considerablemente
mayores en los supervivientes tratados con amiodarona, los valores encontrados en las v́ıctimas de
muerte arŕıtmica en ese grupo son semejantes a los hallados para todos los pacientes en el grupo
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Cuadro 4.4: Media y desviación estándar de los marcadores propuestos en el texto y resultados
del test t en la separación de los grupos de placebo y amiodarona. Las unidades son: segundos
para LT90 y L

A
90; milisegundos para ropt, QTc y sRR.

Placebo Amiodarona p-valor

LT90 138.70±48.90 143.12±57.06 0.219

ropt 11.96±7.21 17.85±9.81 < 10−17

QTc 424.66±40.37 443.40±39.84 1.3∙10−11

s 0.48±0.21 0.54±0.27 2.3∙10−4

LA90 148.61±61.45 159.51±66.63 1.2∙10−2

sRR 92.50±34.07 90.65±31.92 0.411

de placebo. Estos resultados sugieren que la evaluación del ı́ndice ropt podŕıa potencialmente
utilizarse para comprobar la eficacia de la amiodarona.

s: Resultados semejantes a los descritos para ropt se obtienen para la variable s, aunque en este
caso las diferencias encontradas son menos significativas. Entre los pacientes que sobrevivieron
durante el seguimiento, se aprecia que la pendiente parabólica s es considerablemente más acu-
sada en el grupo de amiodarona que en el de placebo. Por el contrario, las v́ıctimas de muerte
arŕıtmica tratadas con el fármaco presentan valores de s mucho más pequeños, inferiores incluso
a los de los pacientes tratados con placebo.

QTc: El intervalo QT corregido medio, QTc, es significativamente distinto en supervivientes y v́ıc-
timas de muerte arŕıtmica. Mientras que en el grupo de placebo las v́ıctimas presentan intervalos
QTc significativamente más prolongados, ocurre justo lo contrario en el grupo de amiodarona,
donde son los supervivientes los que muestran mayores valores de QTc. En consecuencia, mientras
que la prolongación del QT corregido puede asociarse en placebo con un riesgo más elevado de
sufrir muerte arŕıtmica, resulta ser un marcador del beneficio antiarŕıtmico en pacientes tratados
con amiodarona, siendo más vulnerables a sufrir procesos desencadenantes de muerte arŕıtmi-
ca aquellos pacientes que, habiendo sido tratados con el fármaco, no presentan intervalos QTc
prolongados.

LT90, L
A
90: Las variables que miden el tiempo de adaptación del QT , ya sea en el registro completo

(LT90) o ante cambios muy marcados en el ritmo cardiaco (L
A
90), no muestran diferencias signi-

ficativas en la comparación entre pacientes que sufrieron o sobrevivieron a la muerte arŕıtmica
durante el seguimiento.

sRR: Los resultados obtenidos con la variable sRR confirman que, entre pacientes que han so-
brevivido a un infarto agudo de miocardio, una reducción en la variabilidad de la frecuencia
cardiaca se asocia con un mayor riesgo de sufrir procesos arŕıtmicos, aunque la significación es
sólo moderada en el grupo de placebo y mucho menor en el grupo de amiodarona.

4.5.2.2 Análisis de supervivencia

En este apartado presentamos los resultados del análisis de supervivencia de Kaplan-Meier para
los ı́ndices ropt, s y QTc, que son los que han resultado aportar información significativa para
la distinción entre supervivientes y v́ıctimas de muerte arŕıtmica. En las curvas de probabilidad
de eventos arŕıtmicos que se presentan, se muestran en azul los resultados correspondientes al
grupo de pacientes que tienen valores de la variable estudiada por debajo de su valor de mediana
(calculado para la población completa), mientras que el color verde corresponde a los pacientes
con valores por encima de la mediana.
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Cuadro 4.5: Media y desviación estándar de los parámetros propuestos en el texto y resultados
del test t en la separación de los pacientes con y sin muerte arŕıtmica durante el seguimiento.
Las unidades son: segundos para LT90 y L

A
90; milisegundos para ropt, QTc y sRR.

Placebo Amiodarona

Supervivientes Victimas p-valor Supervivientes Victimas p-valor

LT90 138.61±49.22 139.96±44.70 0.883 142.87±56.38 149.28±73.66 0.719

ropt 11.96±7.25 11.97±6.79 0.992 18.06±9.84 12.47±7.54 0.007

QTc 423.36±39.17 443.51±52.26 0.064 444.14±39.91 425.03±33.99 0.032

s 0.47±0.21 0.52±0.20 0.267 0.54±0.27 0.42±0.23 0.037

LA90 148.74±61.01 146.85±68.86 0.893 158.94±66.63 173.61±69.52 0.391

sRR 93.26±34.38 81.45±27.39 0.045 90.91±31.96 84.16±31.12 0.379

ropt: En la figura 4.8 se presentan, para cada uno de los dos grupos de tratamiento, las curvas
de supervivencia a lo largo del tiempo de seguimiento evaluadas para la variable ropt. Puede
apreciarse que ropt resulta un estratificador de riesgo muy potente entre los pacientes tratados
con amiodarona, siendo su capacidad menor entre los tratados con placebo. En el grupo de
amiodarona, el hecho de presentar valores de ropt por encima de 12.33 ms se asocia con una
probabilidad de supervivencia significativamente más alta (p =0.009).

s: La variable s, que mide la pendiente parabólica de la relación QT/RR, también fue capaz de
hacer una estratificación de riesgo entre los pacientes que recibieron tratamiento con amiodarona,
siendo su significación p =0.004. En este grupo, los pacientes con pendientes s más acusadas
tienen un mejor pronóstico de supervivencia. Por el contrario, en el grupo de placebo, aunque
los resultados no alcanzan significación estad́ıstica, ocurre que los pacientes con mayores valores
de pendiente s son los que tienen un riesgo más alto de sufrir muerte arŕıtmica. Los resultados
se muestran en la figura 4.9.

QTc: El análisis de supervivencia evaluado para el QT corregido medio, QTc, arroja los resultados
que se muestran en la figura 4.10. Aunque la significación de los resultados es sólo moderada
(p =0.078 en placebo y p =0.104 en amiodarona), puede observarse que la dirección en la
que apuntan es la siguiente: los pacientes que presentan intervalos QTc por encima de 432 ms
(mediana calculada sobre la población total), tienen una menor probabilidad de supervivencia
frente a los que presentan QTc < 432 ms, si el tratamiento recibido es placebo. Sin embargo,
en el caso de pacientes tratados con amiodarona, la condición QTc > 432 ms se asocia con un
menor riesgo de arritmogénesis y, en consecuencia, puede interpretarse como una manifestación
de la eficacia del fármaco.

4.5.2.3 Análisis multivariado

En la tabla 4.6 se muestran los resultados del análisis de regresión de Cox multivariado evaluado
sobre el grupo de amiodarona. Se observa que valores reducidos del residuo de la regresión
(ropt <12.33), pendientes parabólicas pocos acusadas (s <0.51) y ausencia de tratamiento con
beta-bloqueantes resultan ser los únicos predictores independientes de mortalidad arŕıtmica en
pacientes tratados con amiodarona.

En el grupo de placebo no se tienen predictores significativos de muerte arŕıtmica según el
análisis multivariado.
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Figura 4.8: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arŕıtmica. La curva en
color verde se obtiene para ropt > 12.33 ms y la de color azul para ropt < 12.33 ms.
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Figura 4.9: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arŕıtmica. La curva en
color verde se obtiene para s > 0.51 ms y la de color azul para s < 0.51 ms.
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4.6 Discusión

4.6.1 Interpretación de resultados y relación con estudios previos

Tiempo y perfil de la adaptación QT/RR En este estudio se han encontrado patrones
muy diferentes de adaptación del intervalo QT a cambios en el ritmo cardiaco, aśı como también
tiempos de adaptación muy dispares. Cuando el proceso de adaptación se investiga sobre episo-
dios en los que el ritmo cardiaco presenta cambios muy notables, la dependencia del intervalo
QT respecto de intervalos RR previos es evidente. En periodos donde el ritmo tiene cambios muy
poco marcados, la estimación de la histéresis en la relación QT/RR puede estar potencialmente
sesgada por la falta de precisión en las medidas electrocardiográficas. Los resultados obtenidos
en esta tesis sugieren el análisis de la histéresis en situaciones donde el RR sufre alteraciones
provocadas de forma controlada.

Las principales conclusiones de nuestro trabajo coinciden con observaciones previas obtenidas
en [74], donde se analizan registros en los que el ritmo cardiaco se marcapasea, pasando de forma
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Figura 4.10: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arŕıtmica. La curva en
color verde se obtiene para QTc > 432 ms y la de color azul para QTc < 432 ms.
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Cuadro 4.6: Valor pronóstico independiente de las variables que quedan en el modelo en el último
paso de la regresión loǵıstica llevada a cabo en el grupo de amiodarona tomando como variable
dependiente la muerte arŕıtmica.

Factor p-valor

ropt 0.042

QTc 0.441

s 0.023

LVEF 0.660

edad 0.269

sexo 0.602

beta-bloqueantes 0.044

sRR 0.976

abrupta de un estado (con un cierto nivel del ritmo) a otro (con nivel distinto del ritmo). En
tal estudio, Lau et al. encontraron que el intervalo QT se adaptaba a un cambio repentino
y sostenido en el ritmo cardiaco en dos fases claramente diferenciadas. La fase inicial de la
adaptación cubŕıa un 50% del cambio total inducido en el QT y se completaba en menos de
1 minuto. En nuestro trabajo, el valor medio de la variable LA50, propuesto para cuantificar el
tiempo requerido por el QT para alcanzar un 50% de su adaptación a un cambio brusco en el
RR, es de 55 segundos. La segunda fase de la adaptación descrita en [74] tardaba varios minutos
en completarse. En nuestro trabajo, el valor medio de LA90 es superior a los 2 minutos. Desde el
punto de vista cĺınico, los primeros 50 segundos son los más importantes en la mayoŕıa de los
casos (ya que recogen la mayor parte de la dependencia del QT con el RR) y, aśı, con el estudio
de la fase primaria de la adaptación podrá determinarse si existen o no heterogeneidades en la
repolarización cardiaca.

La observación de que tanto la duración como el perfil de la histéresis QT/RR son muy
heterogéneos, esto es, dependen en gran medida del paciente que se esté examinando, no se
hab́ıa descrito hasta la fecha en ningún trabajo del que se tenga conocimiento. No obstante, los
resultados de este estudio son consistentes con las conclusiones que se derivan de [104], donde
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se demuestra que, en situaciones estacionarias y, por tanto, libres de histéresis, las expresiones
de la relación QT/RR muestran una elevada variabilidad entre sujetos a la vez que una alta
estabilidad para distintos registros de un mismo sujeto.

El análisis de la relación QT/RR teniendo en cuenta la influencia de intervalos RR previos ha
sido considerado en diversos trabajos con propósitos diferentes. En [49], Porta et al. propusieron
un modelo para cuantificar la dependencia de la duración de la repolarización ventricular (en su
caso, el intervalo RT ) respecto del ritmo cardiaco y otros factores inconmensurables. Almeida et
al. [48] extendieron el análisis al intervalo QT , en sustitución del intervalo RT , y comprobaron
que existe una cierta proporción de la variabilidad total del QT que no está relacionada con el
RR. Ambos trabajos, [48,49], están, sin embargo, restringidos a condiciones estables en las que
no hay grandes cambios en el ritmo cardiaco. Tales metodoloǵıas no son de aplicación en nuestro
estudio, pues el propósito es investigar la dependencia del intervalo QT en relación a ciclos car-
diacos previos sobre registros ambulatorios de 24 horas y también focalizando el análisis sobre
segmentos de tales registros en los que ocurren alteraciones bruscas del ritmo. Otra aproxima-
ción distinta al estudio de la relación entre el QT y el RR se propuso en [130]. En ese trabajo,
Badilini et al. proporcionaron un método para seleccionar ciclos cardiacos que están precedidos
por un periodo de ritmo cardiaco estable y, sobre tales segmentos libres de histéresis, desarrolla-
ron un promediado selectivo de latidos para analizar la relación QT/RR, separadamente para
distintos periodos circadianos. Más allá de considerar sólo episodios estables, en nuestro estudio
se demuestra que la falta de respuesta inmediata del QT en episodios de ritmo inestable es de
importancia considerable. Entre otras contribuciones al análisis de la relación entre los intervalos
QT y RR, cabe destacar las siguientes. En [131] Lande et al. demostraron que la expresión de
la dependencia del QT respecto del RR es diferente cuando se analizan sólo segmentos libres
de histéresis que cuando no se realiza ningún tipo de selección de latidos. Kligfield et al. [132]
estudiaron la relación entre el QT y el ritmo cardiaco en pruebas de ejercicio f́ısico y, para evitar
tener que considerar el fenómeno de histéresis presente en ese tipo de registros, analizaron sólo
las medidas obtenidas al final de cada una de las etapas del ejercicio. Finalmente, en varios
trabajos propuestos en la literatura, entre los que se incluye el realizado por Karjalainen et al.
[34], se investiga la relación intervalo QT -ritmo cardiaco sobre registros electrocardiográficos de
reposo correspondientes a distintos niveles de ritmo.

Implicaciones para la corrección del intervalo QT En este estudio se han confirmado
observaciones previas [104] que señalan que la relación QT/RR es espećıfica de cada individuo.
En particular, se consideran en nuestro trabajo diez modelos de regresión para expresar la
relación QT/RR y se comprueba que pacientes distintos tienen formas de dependencia distintas.
Además, para cada uno de los modelos de regresión, se observa que los coeficientes del modelo,
determinados de manera óptima para cada registro, vaŕıan muy sustancialmente de un paciente
a otro. Estos resultados deben tenerse en cuenta a la hora de corregir el intervalo QT por los
efectos del ritmo cardiaco.

Además, a menos que la evaluación se realice sólo sobre segmentos seleccionados con ritmo
cardiaco estable, es necesario también, al corregir el intervalo QT , tener presente la dependencia
con respecto a intervalos RR previos, que, a su vez, es espećıfica de cada individuo. En este
estudio se propone una fórmula de corrección basada en el patrón [QT,RR] derivado de manera
individualizada para cada registro. Cualquier aproximación general que se utilice para corregir el
QT puede sobreestimar o subestimar la verdadera relación individual QT/RR y llevar a valores
imprecisos de QTc.

Efecto de la amiodarona sobre la relación QT/RR y relación con la muerte arŕıtmica
En el presente caṕıtulo se han proporcionado también nuevos descriptores de la histéresis en la
adaptación del QT al RR aśı como de la función que relaciona cada medida de QT con la



112 Caṕıtulo 4. Modelado QT/RR tiempo-invariante y riesgo de muerte arŕıtmica

correspondiente medida de RR promedio, RR. Los resultados de nuestro estudio sugieren que
la amiodarona no sólo prolonga el intervalo QT sino que modifica completamente la relación
QT/RR en pacientes que previamente superaron un infarto agudo de miocardio. Más aún, se
comprueba que el efecto de la amiodarona sobre la repolarización ventricular en pacientes que
sufrieron muerte arŕıtmica durante la terapia es sustancialmente distinto al del resto de pacientes.
Estas conclusiones se fundamentan en los resultados que se discuten a continuación.

Grupo de placebo: en este grupo se observan intervalos QTc significativamente más prolongados
entre las v́ıctimas de muerte arŕıtmica, corroborando los resultados descritos por Schwartz et
al. en [56]. Asimismo, también en concordancia con trabajos previos [133], se aprecia que las
v́ıctimas presentan pendientes en la relación parabólica QT/RR considerablemente más acusadas
que los demás pacientes. Aparte de la confirmación de tales diferencias, no se encuentran otros
resultados de importancia reseñable. Esto contrasta con la serie de hallazgos que se obtienen en
el grupo de amiodarona, tal como pasa a describirse.

Grupo de amiodarona: la observación de que los pacientes que sobrevivieron a la muerte arŕıt-
mica durante el tratamiento con amiodarona presentan intervalos QT corregidos más largos es
consistente con el conocido efecto de la amiodarona de prolongar el QTc [134]. Sin embargo, el
hecho de que las v́ıctimas de muerte arŕıtmica tengan intervalos QTc más cortos es, en cierto
modo, llamativo. La prolongación del intervalo QTc por causa de la amiodarona se ha observado
repetidamente en situaciones muy diversas, pero su valor como marcador de la eficacia del fár-
maco es controvertido [135,136,137,138]. Los resultados de nuestro estudio sobre una población
homogénea muy numerosa de pacientes post-infarto de miocardio indican que la ausencia de
prolongación del QT corregido durante el tratamiento con amiodarona es una clara manifes-
tación de la ineficacia del fármaco. A este respecto cabe señalar que una corrección imprecisa
del intervalo QT por los efectos del ritmo cardiaco puede llevar a observaciones artificiales de
cambios en el QT inducidos por fármacos antiarŕıtmicos. Como la amiodarona ralentiza el ritmo
cardiaco, algunas fórmulas incorrectas para el cálculo de QTc utilizadas en estudios previos pue-
de haber ocasionado resultados erróneos. Este problema queda descartado en nuestro estudio al
haber utilizado fórmulas individualizadas para la corrección.

Otro aspecto de la relación QT/RR cuyo estudio ha generado observaciones interesantes es el
de la pendiente s del modelo de regresión parabólico utilizado para relacionar los intervalos QT
y RR, siendo RR un promediado de varios intervalos RR a través del cual se considera el efecto
de histéresis. De acuerdo con los resultados obtenidos, se aprecia que, entre los supervivientes,
las pendientes s son más pronunciadas para los pacientes tratados con amiodarona que para los
tratados con placebo. Por otra parte, las v́ıctimas de muerte arŕıtmica en el grupo de amiodarona
tienen valores de pendiente s menores que los del resto de pacientes. Aunque tradicionalmente
las pendientes acusadas se han asociado a un mayor riesgo arŕıtmico [133] y a un incremento del
tono simpático [139], esta caracteŕıstica es diferente cuando interviene la amiodarona.

Un tercer aspecto que refleja el impacto de la terapia con amiodarona sobre la relación
QT/RR es el que se refiere al residuo de la regresión, ropt, cuando ésta se calcula de manera
óptima tal como se ha propuesto en nuestro estudio. Se comprueba que los pacientes que recibie-
ron amiodarona y sobrevivieron a la muerte arŕıtmica durante el seguimiento presentan valores
de ropt sustancialmente más altos que todos los pacientes tratados con placebo y las v́ıctimas
tratadas con amiodarona. Además, en un análisis multivariado en el que se incluyen tanto va-
riables cĺınicas como descriptores derivados del análisis de QT y RR, este marcador ropt resulta
decisivo a la hora de estratificar pacientes según el riesgo de sufrir muerte arŕıtmica, siendo los
valores elevados de ropt indicativos de un mejor pronóstico. Nuestros resultados apuntan que, en
aquellos individuos en los que la amiodarona es efectiva, este fármaco actúa desenmascarando
otras modulaciones sobre el QT independientes del ritmo cardiaco, lo que provoca relaciones
QT/RR más complejas y, en consecuencia, valores de ropt mayores.

Finalmente, se ha estudiado también en este caṕıtulo la información que aporta la variabi-
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lidad de la frecuencia cardiaca (HRV), cuantificada a través del ı́ndice sRR. La HRV refleja la
influencia de las modulaciones simpático-vagales sobre el nodo sinoauricular, pero no proporcio-
na información sobre los efectos autonómicos a nivel de los ventŕıculos. El marcador sRR parece,
por tanto, menos apropiado para evaluar la eficacia de una sustancia, como la amiodarona, que
afecta básicamente a la repolarización del miocardio ventricular. Aśı, no resulta sorprendente
que sRR medido un mes después del inicio del tratamiento no resulte capaz de predecir la eficacia
de la amiodarona, aunque el mismo marcador evaluado sobre la población total de estudio antes
de comenzar el tratamiento fuera capaz de identificar pacientes con riesgo arŕıtmico elevado [140]
que, en principio, podŕıan beneficiarse de la terapia con el fármaco. No obstante, enlazando los
resultados de nuestro estudio con los de [140], puede sugerirse el desarrollo de una estrategia en
la cual se usaŕıa primero la HRV para identificar pacientes con riesgo arŕıtmico y posteriormente,
después de haberse iniciado ya el tratamiento con amiodarona (u otros antiarŕıtmicos de clase
III), se investigaran los cambios en la relación QT/RR para seleccionar aquellos pacientes que,
aunque con riesgo arŕıtmico alto, no se estén beneficiando de la terapia.

4.6.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

La medición del intervalo QT es problemática y más aún en el caso de registros Holter, co-
mo los que hemos analizado en este estudio. No obstante, tales dificultades en la medición son
aplicables tanto a los registros de los supervivientes como de las v́ıctimas de muerte arŕıtmica,
por lo que las imprecisiones en la determinación del intervalo QT no tienen por qué modificar
las diferencias observadas entre ambos grupos. Además, en nuestro trabajo no se aceptan di-
rectamente las medidas proporcionadas por el electrocardiógrafo, sino que se lleva a cabo un
proceso de verificación en el que se detectan errores considerables en la delineación y se corrigen
manualmente.

En la aproximación inicial descrita en la Sección 4.3.1, en la que se utilizan promediados del
RR con una forma fija de ventana, se considera un único modelo de regresión, que es el modelo
lineal. Esta elección arbitraria podŕıa haber sesgado los restantes pasos de la metodoloǵıa. Sin
embargo, consideramos un subgrupo de 200 pacientes y repetimos la primera parte del análisis
(correspondiente a la Sección 4.3.1) utilizando los diez modelos de regresión (3.3) a (3.12).
Comprobamos que la elección de N = 300 y la utilización del promediado PEα frente a P

L para
el análisis posterior siguen siendo también válidos.

En este caṕıtulo se han empleado diez modelos de regresión biparamétricos distintos para
ajustar los pares de datos [zRR(n), yQT(n)], n = 0, . . . , NT − 1, donde NT representa la lon-
gitud del registro analizado. Los diez modelos se eligen para cubrir un espectro de patrones
QT/RR fisiológicamente plausibles. Podŕıan haberse utilizado, además, otros modelos de re-
gresión dependientes de más parámetros. Sin embargo, en tal caso, seŕıa necesario hacer otras
consideraciones, ya que los modelos multiparamétricos pueden verse fácilmente influenciados por
medidas espúreas contenidas en los datos que tratan de ajustarse.

El análisis desarrollado en nuestro estudio considera la influencia que sobre el intervalo QT
tiene un conjunto de intervalos RR previos. Sin embargo, tal como se expuso en la Sección
2.2, existen otros factores además del ritmo cardiaco que también afectan a las variaciones del
intervalo QT [48,49]. Nuestro estudio podŕıa extenderse, generalizando el modelo propuesto, de
modo que cada medida de QT estuviera relacionada con una historia de intervalos RR anteriores
aśı como con otras fuentes independientes del ritmo cardiaco.

Idealmente, la evaluación completa de los efectos de la terapia con amiodarona debeŕıa basar-
se en el análisis de dos registros por paciente: un registro grabado antes de empezar el tratamiento
y otro, una vez ya iniciada la terapia. Los registros previos al suministro de amiodarona o place-
bo se recogieron en la base de datos EMIAT, pero no estaban disponibles para nuestro estudio.
No obstante, como la asignación de uno u otro tratamiento se realizó de forma aleatorizada, no
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cabŕıa esperar diferencias sustanciales en los registros grabados antes del suministro de placebo
o amidarona. Además, las diferencias entre los dos grupos evaluadas a partir de los registros
post-tratamiento son estad́ısticamente muy significativas, por lo que en ningún caso podŕıan
atribuirse a diferencias ya presentes en los registros pre-tratamiento.

En la misma ĺınea de lo que se ha comentado en el párrafo anterior, debe hacerse notar que,
al no disponer de los registros pre-tratamiento para cada paciente de la población de estudio,
cuando se llevan a cabo el análisis de supervivencia de Kaplan-Meier y el análisis multivariado de
Cox, se considera la dicotomización de cada uno de los ı́ndices examinados. En nuestro estudio
se utiliza para ello el valor de mediana del ı́ndice. Ésta no hubiera sido la aproximación utilizada
si se hubiera dispuesto de los registros grabados antes de iniciar el tratamiento, ya que, como se
ha puesto de manifiesto a lo largo del caṕıtulo, la relación QT/RR es espećıfica de cada sujeto,
por lo que hubiera sido más apropiado considerar un porcentaje del valor basal (esto es, pre-
tratamiento) para caracterizar la presencia o ausencia de cambios atribuibles a la terapia. Para
nuestro estudio esto no es posible, por lo que hemos tenido que considerar el grupo de placebo
como la referencia basal. Interpretando los resultados que se presentan en la tabla 4.5 de acuerdo
con estas mismas consideraciones, puede afirmarse que, en pacientes tratados con amiodarona,
la ausencia de cambios respecto al nivel basal es un indicador de muerte arŕıtmica, mientras que
un aumento de alrededor del 50% en el ı́ndice ropt y de un 10% en el QT corregido medio, QTc,
son predictivos de la eficacia del tratamiento.

Por último, el estudio se ha llevado a cabo sobre registros de una población muy numerosa.
Sin embargo, el número de v́ıctimas de muerte arŕıtmica, que es el suceso considerado en nues-
tro trabajo, es relativamente pequeño. Esto supone ciertas limitaciones en las comparaciones
estad́ısticas.



Caṕıtulo 5

Análisis tiempo-variante de la
relación QT/RR

5.1 Introducción

En los Caṕıtulos 3 y 4 se ha considerado la estimación de la relación QT/RR asumiendo que
dicha relación es invariante en el tiempo durante el cual se lleva a cabo el registro del electro-
cardiograma que desea analizarse. Sin embargo, existen muchas situaciones en las que la forma
de dependencia del intervalo QT respecto del intervalo RR puede variar de un instante a otro
dentro de un mismo registro. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se analizan ECGs en los que el
ritmo cardiaco sufre repentinamente alteraciones fuera de los rangos que pueden considerarse
normales, ya sean estas alteraciones provocadas o espontáneas. En tales casos, la asunción de
invarianza temporal del sistema que relaciona los intervalos QT y RR puede llevar a estimacio-
nes erróneas cuya interpretación resulta altamente cuestionable. En este caṕıtulo desarrollamos
una metodoloǵıa que permite analizar dinámicamente la dependencia del QT respecto del RR,
siguiendo las variaciones de éstos latido a latido. Con ello es posible detectar heterogeneidades
de la repolarización aun si éstas ocurren sólo en momentos puntuales del registro. El sistema
considerado para modelar la relación QT/RR es una generalización del propuesto en el Caṕıtulo
3, con la propiedad de que ahora se considera que cada uno de los subsistemas que componen
el sistema total puede ser variante en el tiempo. La identificación de tal sistema a partir de
las series de intervalos QT y RR se lleva a cabo estimando simultáneamente todos sus pará-
metros, de modo que las variaciones temporales de cada uno de ellos pueden ser tenidas en
cuenta en estimaciones futuras de los restantes parámetros. La metodoloǵıa propuesta se ha
evaluado utilizando datos simulados, a partir de los cuales es posible cuantificar la precisión de
las estimaciones derivadas. Los resultados obtenidos se presentan en este caṕıtulo junto con las
indicaciones acerca de cómo puede aplicarse esta metodoloǵıa para el estudio de series de QT y
RR extráıdas de registros reales. En el Caṕıtulo 6 se procede a la aplicación sobre registros ECG
que contienen cambios súbitos del ritmo cardiaco. El objetivo es elucidar cómo es la adaptación
del intervalo QT a los cambios en el RR en cada uno de tales periodos.

5.2 Formulación en términos matemáticos

Al igual que ya hicimos en el Caṕıtulo 3 cuando desarrollamos el análisis tiempo-invariante de
la relación QT/RR, también ahora consideramos que cada medida de QT está afectada por una
historia de intervalos RR y modelamos tal dependencia a través de un promediado ponderado
de dichos intervalos, que denotamos por RR. La diferencia estriba en que ahora, en el análisis
tiempo-variante de la relación QT/RR, permitimos que la ponderación pueda ser distinta para
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instantes temporales distintos. Además, consideramos que también la función que relaciona cada
intervalo QT con su correspondiente medida de RR puede variar en el tiempo y aproximamos
dicha función, en un entorno de cada punto, por su desarrollo en serie de Taylor de hasta un cierto
grado P finito. De esta forma, el sistema que proponemos es tal como se muestra en la figura
(5.1) y nuestro objetivo reside en la identificación de dicho sistema a partir del conocimiento
que se tiene sólo de las señales de entrada y salida.

xRR(n) h(n)
zRR(n) g(. ,a(n)) +

yQT(n)

v(n)

Figura 5.1: Diagrama de bloques del sistema utilizado para modelar la relación QT/RR, com-
puesto de un filtro FIR variante en el tiempo, con respuesta impulsional h(n), seguido de una
función no lineal tiempo-variante parametrizada a través del vector a(n). La salida del sistema
está contaminada con ruido blanco aditivo v(n).

Las mismas notaciones xRR(n) e yQT(n), n = 0, . . . , NT−1, utilizadas en el Caṕıtulo 3 sirven
ahora para denotar las series de intervalos RR y QT interpoladas con frecuencia de muestreo
de 1 Hz. El ı́ndice n indica tiempo discreto y NT es la duración total del registro expresada en
muestras (que, en este caso, coincide con segundos).

El primero de los dos bloques que componen el sistema global es un filtro FIR de orden N
variante en el tiempo cuya respuesta impulsional está dada por

h(n) =
[
h0(n) h1(n) . . . hN−1(n)

]T
∈ RN×1 . (5.1)

La salida de este primer subsistema la denotamos por

zRR(n) = h
T (n)xRR(n) , (5.2)

donde xRR(n) es el vector que contiene los N intervalos RR que preceden al intervalo QT medido
en el instante n:

xRR(n) =
[
xRR(n) xRR(n− 1) . . . xRR(n−N + 1)

]T
. (5.3)

El orden N del filtro se define a priori considerando las caracteŕısticas de las señales de entrada
y salida que se analizan. En el caso que nos ocupa, se vio en el Caṕıtulo 4 que, aunque el
tiempo de influencia del RR sobre el QT puede prolongarse hasta varios minutos, el grado de
dependencia decae muy significativamente cuando se consideran intervalos RR más allá de los
40-50 inmediatamente anteriores. En consecuencia, consideramos que para modelar la relación
QT/RR un orden del subsistema lineal N=50 resulta apropiado.

El segundo de los bloques del sistema global que desea identificarse es una función no lineal
sin memoria que puede variar en el tiempo. Consideramos que dicha función está representada a
través de su desarrollo en serie de Taylor de orden P , P > 0, parametrizado a través del vector
a(n). Denotamos:

g (zRR(n),a(n)) =
P∑

k=0

ak(n)z
k
RR
(n) , (5.4)

con

a(n) =
[
a0(n) . . . aP (n)

]T
∈ R(P+1)×1 . (5.5)

Debe notarse que la función no lineal g( . , a(n)) se considera inicialmente definida en un entorno
de un cierto punto z0 en el que puede garantizarse que dicha función es de clase C(P ), esto es,
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existen todas sus derivadas de orden menor o igual que P y dichas derivadas son continuas. El
desarrollo de Taylor inicial en torno a z0, esto es,

P∑

k=0

bk(n) (zRR(n)− z0)
k , |zRR(n)− z0| < ε0 , (5.6)

para ciertos coeficientes bk(n) y cierto ε0 > 0, se reescribe posteriormente como una serie de
potencias centradas en 0 tal como se expresa en la ecuación (5.4). El punto central z0 ha quedado
integrado en los coeficientes ak(n) de este otro desarrollo. En cuanto al orden P del subsistema,
se consideran en este caṕıtulo valores de P menores o iguales que 2. La justificación de esta
elección se basa en el hecho de que se permite que los coeficientes del polinomio de Taylor vaŕıen
con el tiempo n. En consecuencia, la función no lineal del segundo subsistema toma expresiones
distintas en pequeños entornos alrededor de cada zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, por lo que basta
con desarrollos cuadráticos para modelar la relación QT/RR en cada uno de tales entornos.

Al igual que se puso de manifiesto en el Caṕıtulo 3 cuando se llevó a cabo el análisis tiempo-
invariante de la relación QT/RR, debe también ahora señalarse que la identificación del sistema
propuesto sólo puede realizarse hasta un cierto factor de escala. Para ilustrar esto, consideramos
que cada uno de los pesos hi(n), n = 0, . . . , N − 1, del filtro lineal se multiplica por un cierto
factor η (esto es, los nuevos pesos pasan a ser ηhi(n), i = 0, . . . , N − 1) y, a la vez, cada uno de
los coeficientes ak(n), k = 0, . . . , P , del desarrollo polinómico de la función g se multiplica por
η−k (esto es, los nuevos coeficientes pasan a ser η−kak(n), k = 0, . . . , P ). Puede comprobarse
de manera inmediata que la salida del sistema definido por estos nuevos parámetros es la misma
que la que se teńıa para el sistema representado por los vectores h(n) y a(n). Una forma de
garantizar unicidad en la definición de cada uno de los dos subsistemas es imponiendo una
restricción sobre la respuesta impulsional h(n) del filtro lineal tal como que la suma de todas
sus componentes sea 1, es decir, hT (n) 1 = 1, para n = 0, . . . , NT− 1, donde 1 denota el vector
columna de unos de longitud N .

Además de la condición anterior, desean imponerse otras restricciones adicionales que permi-
tan llevar a cabo interpretaciones adecuadas, desde el punto de vista fisiológico, de los parámetros
del sistema. Aśı, se considera que todos los pesos del filtro lineal deben ser positivos, de forma
que puede proporcionarse una medida de la influencia relativa que sobre el intervalo QT ejercen
cada uno de los intervalos RR que le preceden.

Teniendo en cuenta todas las condiciones que se han descrito, podemos hacer una caracte-
rización acerca de lo que representan cada uno de los bloques que definen el sistema propuesto
en este estudio. El filtro lineal, especificado a través de h(n), define la forma de dependencia
de yQT(n) con respecto a la historia xRR(n) de intervalos RR previos, de modo que la salida
zRR(n) puede verse como una medida promedio de RR con los pesos en la ponderación definidos
espećıficamente en cada instante n. Por otra parte, la función no lineal g, parametrizada en cada
instante n a través del vector a(n), representa localmente la correspondencia que existe entre
los intervalos QT y RR.

Por último, se considera que la salida yQT(n) del sistema global puede estar afectada por ruido
blanco aditivo v(n) incorrelado con la señal de entrada xRR(n). El ruido v(n) puede contener
errores generados en la determinación del intervalo QT aśı como errores de modelado derivados
de la consideración de un sistema como el propuesto en este estudio. Incluyendo este vector de
ruido, la salida del sistema completo queda expresada mediante

yQT(n) = g(zRR(n),a(n)) + v(n) . (5.7)

Si recogemos en un único vector θ(n) todos los parámetros del sistema que desean identificarse
(θ(n) expresado en función de a(n) y h(n)) y denotamos por f a la función que calcula la salida
a partir de los vectores de entrada xRR(n) y de parámetros θ(n), puede escribirse

yQT(n) = f (xRR(n),θ(n)) + v(n) . (5.8)



118 Caṕıtulo 5. Análisis tiempo-variante de la relación QT/RR

5.3 Problema inverso no-estacionario

5.3.1 Definición

Tal como ha quedado establecido en la sección anterior, el objetivo último que nos proponemos
en este caṕıtulo es deducir los valores que toman los vectores de parámetros h(n) y a(n) en
cada instante n (o, equivalentemente, el vector de parámetros único θ(n)) sólo a partir del
conocimiento que se tiene de las señales de entrada, xRR(n), y de salida, yQT(n), del sistema
global. Se trata, pues, de resolver el problema inverso planteado en la ecuación (5.8), en el que
se dispone de un modelo matemático que relaciona los datos observados (en nuestro caso, las
series xRR(n) e yQT(n)) con el vector de parámetros a estimar (en nuestro caso, θ(n)). En los
Caṕıtulos 3 y 4 se planteó también la resolución de un problema inverso, pero los casos alĺı
tratados correspond́ıan siempre a entornos estacionarios, ya que se asumı́a que la cantidad de
interés no teńıa dependencia temporal sino que el mismo vector θ serv́ıa para relacionar xRR(n)
e yQT(n) cualquiera que fuera el instante n. Por contra, en este caṕıtulo consideramos que el
vector de parámetros a estimar puede ser variante en el tiempo, es decir, θ(n) puede tomar
valores distintos para cada n = 0, . . . , NT − 1. En consecuencia, el problema planteado es un
problema inverso no estacionario.

5.3.2 Condición de ‘ill-posed’

Los problemas inversos suelen presentar la propiedad de ser ‘ill-posed’, lo que implica que un
cambio muy pequeño en los datos observados puede modificar de manera muy importante la
solución del problema. En el caso de problemas inversos no estacionarios esta inestabilidad
es todav́ıa más notable que en el caso de los problemas estacionarios, ya que cada vector de
parámetros θ(n) se estima sólo a partir de una observación yQT(n) a la salida del sistema (ver
ecuación (5.8)). En consecuencia, se hace imprescindible introducir procedimientos adicionales
que eviten que las soluciones de cada uno de los problemas planteados (uno para cada instante
n) fluctúen excesivamente ante la presencia de pequeñas perturbaciones de ruido.

5.3.3 Aproximaciones para la resolución del problema inverso no-estacionario

Para superar la limitación asociada a los problemas inversos no estacionarios referida a su condi-
ción de ‘ill-posed’, se considera lo que se conoce como regularización del problema. Ésta consiste
en la sustitución del problema inverso original por otro nuevo problema, que es como el anterior
pero al cual se le añaden además un conjunto de relaciones extra entre los parámetros que de-
sean estimarse. El objetivo que se persigue es que, al añadir estas otras relaciones, la solución
del problema inverso que pasa a resolverse se muestre mucho menos sensible a perturbaciones de
ruido. En el caso de los problemas no estacionarios, a esta forma de regularización la llamamos
regularización espacial, para distinguirla de la regularización temporal que se describirá más
adelante.

El procedimiento utilizado para incorporar información a priori de los parámetros que desean
calcularse depende esencialmente del método de estimación utilizado para resolver el problema.
La forma natural de resolver un problema inverso no estacionario como el planteado en esta tesis
es formulando una representación estado-espacio del sistema que queremos identificar [141]. Se
denomina estado del sistema a cualquier conjunto de datos suficiente para describir el compor-
tamiento de éste. En el caso que nos ocupa, el vector de parámetros θ(n) puede entenderse como
estado del sistema siempre que a partir de él puedan posteriormente deducirse los correspon-
dientes vectores h(n) y a(n). La representación estado-espacio queda determinada a través de
dos ecuaciones o modelos. Por una parte, la ecuación de medida, que describe cómo se relacionan
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las observaciones a la salida del sistema con el estado de éste. En nuestro caso, esta ecuación
está definida según la expresión (5.8). Por otra parte, la ecuación de proceso, que describe la
evolución temporal del vector de estado. La forma habitual de definir la ecuación de proceso es
utilizando una expresión recursiva determinista a la que se añade un cierto ruido aditivo. Más
aún, para simplificar el tratamiento suele asumirse que la ecuación es lineal de la forma siguiente:

θ(n+ 1) = Fθ(n) θ(n) +w(n) , (5.9)

donde Fθ(n) es una matriz en RM×M , siendo M la longitud del vector de estado, denominada
matriz de transición en el instante n, y w(n) es un ruido de media 0 denominado ruido de
proceso.

La resolución del problema estado-espacio definido por las ecuaciones (5.8) y (5.9) puede
llevarse a cabo utilizando métodos deterministas o Bayesianos. No obstante, al igual que ya se
expuso en el Caṕıtulo 3 para el entorno estacionario, las estimaciones obtenidas en uno y otro
caso coinciden bajo ciertas asunciones sobre el modelo. En cualquier caso, el propósito es siempre
estimar, de manera óptima de acuerdo con un criterio preestablecido, el estado del sistema θ(n)
a partir del conocimiento de la señal de entrada y de un conjunto de observaciones a la salida
{yQT(1), . . . , yQT(n′)}. El proceso de estimación se denomina predicción si n′ < n, filtrado si
n′=n y suavizado si n′ > n. En el caso que nos ocupa, se trata de un problema de filtrado, ya
que el estado θ(n) se estima basándose en las muestras de la serie de intervalos QT calculadas
hasta el instante n presente (incluido éste), tal como puede deducirse de la ecuación (5.8).

En el caso particular de que las ecuaciones estado-espacio sean lineales y todos los procesos
aleatorios que intervienen en ellas sean gaussianos, la solución óptima, en el sentido de menor
error cuadrático medio (MMSE), viene dada por el filtro de Kalman (KF). Éste proporciona
ecuaciones recursivas de la evolución de la media y la covarianza en la estimación del estado
θ(n) del sistema. Para distribuciones no gaussianas, lo que puede asegurarse es que el filtro de
Kalman es el estimador LMMSE, esto es, óptimo entre los estimadores que son función lineal de
las observaciones.

En el caso de que el modelo estado-espacio sea no lineal, no puede darse, en general, la solu-
ción óptima en forma recursiva. Existen aproximaciones subóptimas, como el filtro de Kalman
extendido (EKF) o el filtro de Kalman ‘unscented’ (UKF), que se describirán en las Secciones
(5.5.2) y (5.5.3). Mientras que el primero de estos filtros, EKF, se basa en considerar aproxima-
ciones de Taylor de primer orden de las funciones no lineales que intervienen en la formulación
estado-espacio, el segundo de los filtros, UKF, aproxima las distribuciones de probabilidad del
modelo mediante gaussianas. Recientemente se ha propuesto en la literatura una nueva técnica
para la resolución de la estimación de estado. Esta técnica se conoce como filtros de part́ıculas
(PF) [142] y en ella la estimación se realiza utilizando métodos de Monte Carlo, que abordan
el problema en su formulación inicial sin necesidad de realizar asunciones de linealidad o gaus-
sianidad. La única limitación asociada a esta técnica es su elevado coste computacional, por lo
que su aplicación queda restringida a problemas en los que la dimensión del vector de estado sea
pequeña. En nuestro caso, dado que queremos evaluar la dependencia del intervalo QT respecto
de una cantidad N de intervalos RR previos, donde a N se le da valor 50, el número de variables
que deben estimarse resulta excesivamente grande, por lo que los métodos de Monte Carlo no
se consideran en esta tesis.

Los filtros de tipo Kalman (KF, EKF, UKF) que consideramos en este caṕıtulo para resolver
problemas inversos no estacionarios proporcionan regularización temporal, esto es, incorporan en
la estimación información acerca de la dependencia temporal del vector de estado θ(n). Esto se
verá con más detalle en la Sección 5.4.2. Además de la regularización temporal, se hace necesario
introducir una regularización espacial para estabilizar el problema inverso, tal como ha quedado
justificado al inicio de esta sección. La forma que hemos adoptado para introducir la regulari-
zación es la que se propone en [143], que es la extensión tiempo-variante de la regularización de
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Tikhonov descrita en 3.4.7. La definición del funcional de regularización empleado, aśı como los
restantes detalles del procedimiento, se dan en las Secciones 5.6.3 y 5.7.2.

5.4 Teoŕıa de la estimación. Métodos estado-espacio lineales

5.4.1 Modelo estado-espacio lineal

En esta sección tratamos con sistemas variantes en el tiempo para los cuales el proceso de
observación a la salida, yQT(n), n = 0, . . . , NT − 1, se genera a partir de un modelo estado-
espacio lineal.

En particular, la ecuación de proceso, que describe cómo evoluciona el estado del sistema a
lo largo del tiempo, es una ecuación lineal de la forma:

θ(n+ 1) = Fθ(n) θ(n) +w(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (5.10)

donde θ(n) ∈ RM×1 denota el estado del sistema en el instante n, Fθ(n) ∈ RM×M es la matriz
de transición y w(n) ∈ RM×1 se denomina ruido de proceso. Se asume que el proceso aleatorio
vectorial w(n) es un ruido de media 0 y muestras incorreladas (esto es, E{w(n)wT (n′)} = 0, si
n 6= n′) y su matriz de covarianza en el instante n se denota por Q(n) (Q(n) = E{w(n)wT (n)}).
Puede observarse a partir de la expresión (5.10) que la evolución del estado del sistema tiene
una parte determinista, representada por Fθ(n) θ(n), y una parte aleatoria, representada por
w(n). Aśı, pues, el ruido w(n) indica la desviación en la evolución del estado respecto del
término determinista y el grado de esta desviación viene marcado por la matriz de covarianza
Q(n) ∈ RM×M . El estado inicial θ(0) es un vector aleatorio de dimensión M × 1 cuya media
y matriz de covarianza se denotan por μ0 y Π0, respectivamente. Se asume que la correlación
entre el estado inicial θ(0) y el ruido de proceso w(n) es nula.

Por otra parte, la ecuación de medida, que describe cómo se obtienen las observaciones yQT(n)
a partir del estado del sistema θ(n), es también una ecuación lineal:

yQT(n) = FRR(n) θ(n) + v(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (5.11)

donde FRR(n) ∈ R1×M es la matriz de observación en el instante n y v(n) ∈ R se denomina
ruido de medida. Se asume que el proceso aleatorio escalar v(n) es un ruido de media 0 y
muestras incorreladas (E{v(n) vT (n′)} = 0, si n 6= n′) y se denota su varianza en el instante n
por σ2v(n). Además, se asume que los ruidos de proceso w(n) y de medida v(n) son incorrelados
(E{w(n) v(n′)} = 0 , ∀n, n′), lo cual está justificado siempre que no haya realimentación que
haga que la salida obtenida se utilice para volver a estimar el estado del sistema. También se
considera que el estado inicial θ(0) y el ruido de medida v(n) tienen entre śı correlación nula.

Las asunciones sobre w(n), v(n) y θ(0) pueden resumirse como se muestra a continuación:
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0
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, (5.12)
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Q(n)δnn′ 0 0
0 σ2v(n)δnn′ 0
0 0 Π0



, (5.13)

donde δnn′ denota la función delta de Kronecker (δnn′=1 si n=n
′ y δnn′=0 si n 6= n′).

Cuando se procede a la estimación del estado del sistema θ(n) a partir de la formulación
estado-espacio lineal descrita anteriormente, se asume que se conocen las matrices Fθ(n), FRR(n),
Q(n), σ2v(n), μ0 y Π0.



5.4 Teoŕıa de la estimación. Métodos estado-espacio lineales 121

5.4.2 Filtro de Kalman

Una vez formulada la representación estado-espacio del sistema que trata de identificarse, se
plantea el objetivo de proporcionar una estimación θ̂(n) del estado del sistema en cada instante
n a partir de un conjunto de observaciones que, para nuestros propósitos, es {yQT(1), . . . , yQT(n)}.
Para resolver el problema planteado, utilizaremos el filtro de Kalman, que abreviadamente se
denota por KF.

En lo que sigue, nos centraremos en el caso en que las distribuciones de probabilidad del
sistema son gaussianas, esto es, w(n) ∼ N (0, Q(n)), v(n) ∼ N

(
0, σ2v(n)

)
, θ(0) ∼ N (μ0,Π0).

Deduciremos las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman, que, para tal caso, proporcionan
estimaciones MMSE óptimas del estado del sistema θ(n) en cada instante n. Debe hacerse notar
que, en caso de que la asunción de gaussianidad no fuera cierta, entonces las ecuaciones de KF
que se presentarán siguen siendo válidas, pero sólo puede decirse que proporcionan estimaciones
LMMSE óptimas. En [141,144] se presentan formas de obtener las ecuaciones de KF basadas en
la utilización del proceso de ‘innovaciones’, mientras que el procedimiento que aqúı se presenta
se basa en encontrar el estimador MAP que, bajo la asunción de gaussianidad, coincide con el
estimador MMSE.

Consideramos el modelo estado-espacio definido por las ecuaciones (5.10) y (5.11). Dadas
las observaciones {yQT(1), . . . , yQT(n)}, se desea encontrar el estimador θ̂(n) del estado del sis-
tema en el instante n, θ(n), tal que minimice el error cuadrático medio Bayesiano, esto es,

E
{
‖θ(n)− θ̂(n)‖2

}
. De acuerdo con la teoŕıa expuesta en la Sección 3.5.2, sabemos que tal

estimador coincide con la media condicional de θ(n) dadas las observaciones:

θ̂(n) = E {θ(n) | yQT(1), . . . , yQT(n)} . (5.14)

Denotamos el error cometido en la estimación por

εθ(n) = θ(n)− θ̂(n) (5.15)

y su matriz de correlación por Cεθ(n) = E
{
εθ(n)ε

T
θ (n)

}
. Al vector θ̂(n) obtenido en el instante

n se le denomina estimación de estado a posteriori y al vector εθ(n), error de estimación a

posteriori. Por otra parte, denotamos por θ̂
−
(n) a la estimación a priori de θ(n), esto es, a la

predicción que se realiza para θ(n) antes de conocer la observación actual yQT(n):

θ̂
−
(n) = E {θ(n) | yQT(1), . . . , yQT(n− 1)} . (5.16)

El error de estimación a priori se calcula mediante:

εθ−(n) = θ(n)− θ̂
−
(n) (5.17)

y su matriz de correlación se denota por Cεθ− (n) = E
{
εθ−(n)ε

T
θ−
(n)
}
. Al intentar deducir las

ecuaciones del filtro de Kalman el propósito es encontrar una expresión recursiva que permita
obtener la estimación a posteriori θ̂(n) como:

θ̂(n) = θ̂
−
(n) + δθ(n) , (5.18)

es decir, como la estimación a priori θ̂
−
(n) más un término de corrección δθ(n) que incorpora

la información que proporciona la muestra actual yQT(n).

Dado que θ̂(n) se calcula a partir de la fdp a posteriori de θ(n), expresamos dicha fdp de la
forma siguiente haciendo uso del Teorema de Bayes:

p
(
θ(n)|yQT(1), . . . , yQT(n)

)
∝

p
(
yQT(n)|θ(n) , yQT(1), . . . , yQT(n− 1)

)
p
(
θ(n) , yQT(1), . . . , yQT(n− 1)

)
∝

p
(
yQT(n)|θ(n)

)
p
(
θ(n)|yQT(1), . . . , yQT(n− 1)

)
. (5.19)
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Debe notarse que para llegar a la última expresión de la ecuación (5.19) se ha empleado que,
como yQT(n) = FRR(n) θ(n)+v(n) y el ruido v(n) no depende de θ(n) ni de yQT(1), . . . , yQT(n−
1), entonces p

(
yQT(n)|θ(n), yQT(1), . . . , yQT(n − 1)

)
= p

(
yQT(n)|θ(n)

)
. Una vez alcanzada la

expresión final de p
(
θ(n)|yQT(1), . . . , yQT(n)

)
dada en (5.19), puede observarse que las dos fdp’s

que aparecen en dicha expresión son gaussianas, ya que las ecuaciones estado-espacio son lineales
y se ha asumido que los procesos w(n), v(n) y θ(0) tienen distribución gaussiana. Un sencillo
cálculo permite comprobar que:

p
(
yQT(n)|θ(n)

)
∼ N

(
FRR(n)θ(n) , σ

2
v(n)

)
, (5.20)

p
(
θ(n)|yQT(1), . . . , yQT(n− 1)

)
∼ N

(
θ̂
−
(n) , Cεθ− (n)

)
. (5.21)

En consecuencia,

p
(
θ(n)|yQT(1), . . . , yQT(n)

)
∝

exp

{
−1
2
σ−2v (n) (yQT(n)− FRR(n)θ(n))

2 −
1

2

(
θ(n)− θ̂

−
(n)
)T
C−1εθ−

(n)
(
θ(n)− θ̂

−
(n)
)
}

.

(5.22)

El estimador θ̂(n) es el estimador MMSE de θ(n), pero, como la fdp a posteriori p
(
θ(n)|

yQT(1), . . . , yQT(n)
)
es gaussiana, es también el estimador MAP de θ(n). Por tanto, puede es-

cribirse:

θ̂(n) = arg mı́n
θ(n)

{∥
∥σ−1v (n)

(
yQT(n)− FRR(n)θ(n)

)∥∥2
2
+
∥
∥Lεθ− (n)

(
θ(n)− θ̂

−
(n)
)∥∥2
2

}
(5.23)

donde Lεθ− se define tal que L
T
εθ−
(n)Lεθ− (n) = C

−1
εθ−
(n). La expresión que acaba de obtenerse

indica que el filtro de Kalman incorpora regularización temporal en el cálculo de θ̂(n), pues éste
se obtiene minimizando el error en las observaciones (primer término de la expresión (5.23)) y
al mismo tiempo minimizando el desajuste según la ecuación de proceso que define la evolución
temporal del sistema (segundo término de (5.23)). La expresión expĺıcita de θ̂(n) puede calcularse
diferenciando el argumento que desea minimizarse (ver (5.23)) con respecto a θ(n) e igualando
el resultado a 0. Puede comprobarse que resulta

θ̂(n) = θ̂
−
(n) +K(n) γ−(n) , (5.24)

donde γ−(n) se denomina proceso de innovaciones y se define mediante γ−(n) = yQT(n)−ŷ−QT(n),

con ŷ−QT(n) = FRR(n) θ̂
−
(n). La matriz K(n) se denomina ganancia de Kalman y está definida

por
K(n) = Cθ− y−QT

(n) C−1
y−QT
(n) , (5.25)

donde
Cθ− y−QT

(n) = E
{(
θ(n)− θ̂

−
(n)
) (
yQT(n)− ŷ

−
QT(n)

)}
(5.26)

y

Cy−QT
= E

{(
yQT(n)− ŷ

−
QT(n)

)2}
. (5.27)

Las dos matrices que aparecen en la expresión de K(n) (ecuación (5.25)) pueden calcularse
mediante

Cθ− y−QT
(n) = Cεθ− (n)F

T
RR(n) (5.28)

Cy−QT
(n) = FRR(n)Cεθ− (n)F

T
RR(n) + σ

2
v(n) . (5.29)

Para completar las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman, se requieren también actua-

lizaciones de Cεθ(n), θ̂
−
(n) y Cεθ− (n). Éstas pueden obtenerse sin más que operar a partir de
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las ecuaciones de proceso y de medida de la formulación estado-espacio. El resultado final que
resume las ecuaciones de KF es el siguiente:

1) Inicializar con

θ̂(0) = E {θ(0)} = μ0 , (5.30)

Cεθ(0) = E
{(
θ(0)− θ̂(0)

) (
θ(0)− θ̂(0)

)T}
= Π0 . (5.31)

2) Para n = 0, 1, . . ., calcular:

• Actualización en tiempo:

θ̂
−
(n+ 1) = Fθ(n) θ̂(n) , (5.32)

Cεθ− (n+ 1) = Fθ(n)Cεθ(n)F
T
θ (n) +Q(n) , (5.33)

ŷ−QT(n+ 1) = FRR(n+ 1) θ̂
−
(n+ 1) . (5.34)

• Actualización en medida:

Cy−QT
(n+ 1) = FRR(n+ 1)Cεθ− (n+ 1)F

T
RR(n+ 1) + σ

2
v(n+ 1) , (5.35)

Cθ− y−QT
(n+ 1) = Cεθ− (n+ 1)F

T
RR(n+ 1) , (5.36)

K(n+ 1) = Cθ− y−QT
(n+ 1)C−1

y−QT
(n+ 1) , (5.37)

γ−(n+ 1) = yQT(n+ 1)− ŷ
−
QT(n+ 1) , (5.38)

θ̂(n+ 1) = θ̂
−
(n+ 1) +K(n+ 1) γ−(n+ 1) , (5.39)

Cεθ(n+ 1) = Cεθ− (n+ 1)−K(n+ 1)Cy−QT
(n+ 1)KT (n+ 1) . (5.40)

La forma que se ha presentado arriba para el filtro de Kalman es la que se conoce como forma
de actualización en tiempo y en medida. Aunque existen otras posibles implemetaciones de KF,
la que se ha elegido resulta particularmente útil cuando la dimensión del vector de estado θ(n)
es mayor que la del proceso de observación yQT(n). En esta forma, el bloque de actualización en
tiempo contiene las llamadas ‘ecuaciones de proyección’, que permiten proyectar en el tiempo,
según la ecuación de proceso, las estimaciones presentes θ̂(n) y Cεθ(n) para obtener estimaciones

θ̂
−
(n + 1) y Cεθ− (n + 1) para el instante siguiente. El otro bloque de actualización en medida

contiene las denominadas ‘ecuaciones de corrección’, que proporcionan estimaciones a posteriori
θ̂(n+1) y Cεθ(n+1) mejoradas con respecto a las estimaciones a priori obtenidas en el bloque
anterior. La posibilidad de mejorar las estimaciones se debe al hecho de que incorporan la
información nueva que proporciona la observación yQT(n+ 1).

5.5 Teoŕıa de la estimación. Métodos estado-espacio no lineales

5.5.1 Modelo estado-espacio no lineal

En muchas situaciones ocurre que los modelos estado-espacio utilizados para describir el com-
portamiento de un sistema tiempo-variante están formulados a través de funciones no lineales.
En tales casos, la teoŕıa expuesta en la sección anterior no puede aplicarse para llevar a cabo la
estimación de estado. En la presente sección tratamos la resolución de problemas estado-espacio
no lineales. En general, puede suceder que sea no lineal la ecuación de proceso, la ecuación de
medida o, incluso, ambas. No obstante, todos los casos con los que tendremos que tratar en esta
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tesis corresponden a sistemas cuya evolución temporal puede describirse a partir de una ecuación
recursiva lineal y es la relación entre las observaciones y el estado del sistema la que resulta ser
no lineal.

La ecuación de proceso se describe, pues, a través de una ecuación lineal de la forma:

θ(n+ 1) = Fθ(n) θ(n) +w(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (5.41)

donde las mismas notaciones y asunciones sobre el modelo que se describieron en la Sección 5.4.1
sirven también ahora. En particular, w(n) es ruido de media 0, con muestras incorreladas y cuya
matriz de covarianza en el instante n se denota por Q(n). El estado inicial θ(0) es incorrelado
con w(n) y su media y matriz de covarianza se denotan por μ0 y Π0, respectivamente.

La ecuación de medida responde a una expresión de la forma:

yQT(n) = f
(
xRR(n),θ(n)

)
+ v(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (5.42)

donde f es una función determinista escalar no lineal y v(n) es el ruido de medida. Para v(n) se
hacen las mismas asunciones que en 5.4.1, esto es, v(n) es de media 0, sus muestras son incorre-
ladas y su varianza en el instante n se denota por σ2v(n). Además, v(n) se asume incorrelado
con w(n) y con el estado inicial θ(0). Debe hacerse notar que la formulación que acaba de darse
arriba para la ecuación de medida no es la más general posible. Por una parte, la función de
observación f podŕıa tener, a su vez, dependencia temporal con n, esto es, podŕıamos tener
definidas funciones de observación distintas para cada instante temporal. Sin embargo, tal como
se describió en la Sección 5.4.1, los casos que vamos a tratar en esta tesis corresponden siempre
a modelos en los que la función f no cambia con n, sino que la dependencia con respecto a
n de f

(
xRR(n),θ(n)

)
se genera sólo a través de xRR(n) y θ(n). Por otra parte, el ruido v(n)

podŕıa ser no aditivo, esto es, podŕıa ocurrir que el ruido entrase dentro de la función f de forma
no lineal: f

(
xRR(n),θ(n), v(n)

)
. No obstante, ocurre también que todos los casos con los que

debemos tratar en esta tesis responden a modelos con ruido aditivo.

Las asunciones sobre los procesos w(n), v(n) y θ(0) del modelo estado-espacio no lineal
descrito por (5.41) y (5.42) se resumen a través de las mismas ecuaciones (5.12) y (5.13) dadas
en la sección previa. Las matrices Fθ(n), Q(n), σ

2
v(n), μ0 y Π0 y la función f se consideran

conocidas.

5.5.2 Filtro de Kalman extendido

Dada la representación estado-espacio no lineal del sistema que desea identificarse, se procede
a realizar la búsqueda de una estimación θ̂(n) del estado del sistema en cada instante temporal
n, partiendo del conocimiento que se tiene de las observaciones {yQT(1), . . . , yQT(n)}. Conside-
rando como criterio de optimalidad la minimización del error cuadrático medio, se estudia un
procedimiento recursivo para obtener θ̂(n) denominado filtro de Kalman extendido o, abrevia-
damente, EKF. Para una función no lineal f cualquiera en la ecuación de medida, sólo puede
afirmarse que las estimaciones proporcionadas por EKF son subóptimas. Esto es debido a que el
procedimiento utilizado por EKF se basa en hacer un truncamiento hasta orden 1 del desarrollo
de Taylor de f , lo cual implica, en general, una pérdida de precisión en las estimaciones (sólo no
seŕıa aśı en el caso particular de que f fuera lineal, donde EKF coincide con KF).

Focalizaremos nuestra atención en el caso en que las distribuciones de probabilidad de w(n),
v(n) y θ(0) son gaussianas y deduciremos las ecuaciones del filtro recursivo EKF. Para obtener
tales ecuaciones, se realiza, en cada instante n, la linealización de los modelos de proceso y de
medida de la formulación estado-espacio. En el caso que nos ocupa, como la ecuación de proceso
es ya una ecuación lineal, basta proceder con la ecuación de medida. Se considera, pues, una
aproximación de la forma:

yQT(n) ≈ f
(
xRR(n),θ

∗(n)
)
+ Jf

(
xRR(n),θ

∗(n)
) (
θ(n)− θ∗(n)

)
+ v(n) , (5.43)
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donde θ∗(n) es el punto en torno al cual se lleva a cabo la linealización y Jf
(
xRR(n),θ

∗(n)
)
=

∂f
(
xRR(n),θ(n)

)

∂θ(n)
|θ(n)=θ∗(n) es la matriz jacobiana de f

(
xRR(n), .

)
evaluada en θ∗(n). La ecua-

ción (5.43) anterior puede reescribirse del siguiente modo:

yQT(n)− f
(
xRR(n),θ

∗(n)
)
+ Jf

(
xRR(n),θ

∗(n)
)
θ∗(n) ≈ Jf

(
xRR(n),θ

∗(n)
)
θ(n) + v(n) , (5.44)

de donde, si se considera yQT(n)−f
(
xRR(n),θ

∗(n)
)
+Jf

(
xRR(n),θ

∗(n)
)
θ∗(n) como la observación

en el instante n, entonces se dispone de una ecuación de medida (aproximada) que es lineal. Para
la elección del punto θ∗(n), se considera la mejor predicción de θ(n) de la que se dispone cuando
se realiza la aproximación. Dado que, tal como se desarrolló en la Sección 5.4.2, en el bloque de

actualización en tiempo se obtiene una estimación a priori θ̂
−
(n) del estado del sistema y esta

estimación está disponible para el bloque posterior de actualización en medida, es esta predicción

la que se toma como punto de linealización: θ∗(n) = θ̂
−
(n). Cabe asimismo observar que el

comportamiento del filtro EKF que se presenta en esta sección será tanto más preciso cuanto
mejor sea la aproximación que se hace en (5.43), esto es, más despreciables sean los términos de
orden superior (≥ 2) del desarrollo en serie de Taylor de f .

Una vez que se tiene la formulación estado-espacio descrita por las ecuaciones (5.41) y (5.44),
puede aplicarse el filtro de Kalman y con ello obtener la solución (aproximada) al problema de
estimación de estado que se hab́ıa planteado inicialmente. La ecuaciones recursivas resultantes
para el filtro EKF se resumen tal como sigue:

1) Inicializar con

θ̂(0) = E {θ(0)} = μ0 , (5.45)

Cεθ(0) = E
{(
θ(0)− θ̂(0)

) (
θ(0)− θ̂(0)

)T}
= Π0 . (5.46)

2) Para n = 0, 1, . . ., calcular:

• Actualización en tiempo:

θ̂
−
(n+ 1) = Fθ(n) θ̂(n) , (5.47)

Cεθ− (n+ 1) = Fθ(n)Cεθ(n)F
T
θ (n) +Q(n) . (5.48)

• Actualización en medida:

K(n+ 1) = Cεθ− (n+ 1) J
T
f (xRR(n+ 1), θ̂

−
(n+ 1))

(
Jf (xRR(n+ 1), θ̂

−
(n+ 1))Cεθ− (n+ 1) J

T
f (xRR(n+ 1), θ̂

−
(n+ 1)) + σ2v(n+ 1)

)−1
,

(5.49)

γ−(n+ 1) = yQT(n+ 1)− f(xRR(n+ 1), θ̂
−
(n+ 1)) , (5.50)

θ̂(n+ 1) = θ̂
−
(n+ 1) +K(n+ 1) γ−(n+ 1) , (5.51)

Cεθ(n+ 1) = Cεθ− (n+ 1)
(
I− JTf (xRR(n+ 1), θ̂

−
(n+ 1))KT (n+ 1)

)
. (5.52)

La implementación que acaba de presentarse para el filtro EKF se conoce también como
forma de actualización en tiempo y en medida. Al igual que para el filtro de Kalman, en el
primer bloque se proyectan las estimaciones del instante n para obtener predicciones en el paso
n+ 1; en el segundo bloque, tales predicciones se corrigen de acuerdo con la nueva información
yQT(n+1) llegada al sistema y se logran aśı estimaciones mejoradas del estado del sistema en el
tiempo n+ 1.
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Puede observarse que, puesto que el filtro EKF se basa en la linealización de la representación
estado-espacio, entonces todas las densidades de probabilidad con las que se trata en el proceso
de estimación son gaussianas. Esto es aśı debido a que se ha asumido que w(n), v(n) y θ(0)
están normalmente distribuidas, por lo que, tras realizar la aproximación lineal, cualquier otra
fdp resulta ser una combinación lineal de variables con distribución normal. Sin embargo, esta
forma de aproximar las distribuciones por gaussianas no es la más apropiada. Se verá en la
sección siguiente que existe otra manera de aproximar cualquier distribución por una gaussiana
que no requiere hacer un truncamiento de f de primer orden, proporcionando aśı resultados más
precisos que los obtenidos con EKF.

5.5.3 Filtro de Kalman ‘unscented’

A diferencia del filtro EKF desarrollado en el apartado anterior, el filtro de Kalman ‘unscented’,
que abreviadamente denotamos por UKF, no realiza una aproximación polinómica de grado
1 de los modelos de proceso y de medida, sino que mantiene las funciones no lineales de la
formulación estado-espacio original y lo que hace es aproximar por gaussianas las distribuciones
de probabilidad de los vectores aleatorios implicados.

Para llevar a cabo la aproximación gaussiana, en UKF se considera la definición de un
conjunto de puntos elegidos de forma determinista. Estos puntos, denominados ‘puntos sigma’,
capturan la media y la covarianza del vector aleatorio que se tiene antes de aplicar la transforma-
ción no lineal. Cuando estos ‘puntos sigma’ se propagan a través de la transformación no lineal,
se obtiene un nuevo conjunto de puntos que se utilizan para estimar la media y la covarianza
del vector aleatorio transformado. Puede garantizarse que, procediendo de este modo, la preci-
sión que se alcanza es al menos hasta el segundo orden del desarrollo polinómico de la función
no lineal, cualquiera que sea ésta [121, 141, 145]. En el caso de que los errores de proceso y de
medida sean gaussianos y también la fdp previa del vector de estado lo sea, puede asegurarse la
precisión incluso hasta tercer orden. En consecuencia, los resultados proporcionados por el filtro
UKF pueden ser mejores que los conseguidos con EKF. Estas mejores prestaciones de UKF no
son a expensas de un mayor coste computacional, que sigue siendo del mismo orden que el de
EKF. Además, el filtro UKF puede aplicarse en un mayor número de situaciones que EKF, ya
que, como se verá a continuación, no requiere del cálculo de las derivadas de la función no lineal
con respecto al vector de estado y, por lo tanto, puede aplicarse también para funciones que no
sean diferenciables.

La base en la que se apoya el filtro UKF es la denominada transformación ‘unscented’ , o,
más exactamente, una versión escalada de ésta, que denotamos por UT. Para explicar en qué
consiste UT, consideremos el siguiente problema, que se formula utilizando notaciones genéricas:

θB = t(θA) (5.53)

donde t es una función vectorial arbitraria y θA y θB son vectores aleatorios cualesquiera. Dada
la media, μθA , y la matriz de covarianza, CθA , del vector θA, se desea determinar la media y la
matriz de covarianza del vector transformado θB. Es claro que si t es una transformación lineal
con matriz asociada T , entonces resulta μθB = T μθA y CθB = T CθA T

T . Sin embargo, para
una transformación no lineal t arbitraria, la media y la covarianza no se mantienen por dicha
transformación, por lo que se hace necesario utilizar otros procedimientos para el cálculo. UT es
uno de tales procedimientos. Debe notarse que para problemas estado-espacio no lineales, que
son los que tratamos de resolver en esta sección, UT podŕıa aplicarse, en principio, tanto a la
ecuación de proceso como a la ecuación de medida. Sin embargo, para una formulación estado-
espacio como la que consideramos en esta tesis, descrita por las ecuaciones (5.41) y (5.42), la
aplicación se realiza únicamente sobre la ecuación de medida, pues es la que contiene una función
no lineal.
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Para lograr el objetivo planteado, en el procedimiento UT se comienza por definir un conjunto
de 2M +1 ‘puntos sigma’, donde M es la dimensión del vector aleatorio θA. Las definiciones de
cada uno de los ‘puntos sigma’ se justificaron en detalle en la Sección 3.7.4 y se recogen ahora
aqúı para facilitar la lectura:

(
χθA

)
0
= μθA , (5.54)

(
χθA

)
j
= μθA +

(√
(M + ς)CθA

)

j

, j = 1, . . . ,M , (5.55)

(
χθA

)
j+M

= μθA −

(√
(M + ς)CθA

)

j

, j = 1, . . . ,M , (5.56)

donde
(√
(M + ς)CθA

)

j
denota la columna j-ésima de la ráız cuadrada de la matriz (M+ς)CθA

y ς es el mismo parámetro definido en la Sección 3.7.4. Estos ‘puntos sigma’ definidos arriba se
propagan a través de la función t, dando lugar a un nuevo conjunto de puntos de la forma:

(
χθB

)
j
= t
((
χθA

)
j

)
, j = 0, . . . , 2M . (5.57)

Para determinar la media, μθB , y la covarianza, CθB , del vector aleatorio θB, se considera una
ponderación del nuevo conjunto de puntos:

μθB =
2M∑

j=0

w
(m)
j

(
χθA

)
j
, (5.58)

CθB =
2M∑

j=0

w
(c)
j

((
χθB

)
j
− μθB

)((
χθB

)
j
− μθB

)T
, (5.59)

donde los pesos w
(m)
j y w

(c)
j , j = 0, . . . , 2M , son los definidos en las ecuaciones (3.178) - (3.180)

de la Sección 3.7.4. Por último, cabe observar que también es posible con el procedimiento
anterior calcular la covarianza cruzada entre θA y θB:

CθA θB =
2M∑

j=0

w
(c)
j

((
χθA

)
j
− μθA

)((
χθB

)
j
− μθB

)T
. (5.60)

Basándose en la transformación ‘unscented’, es fácil obtener las ecuaciones recursivas del
filro UKF. Para deducir tales ecuaciones, puede procederse análogamente a como se implementó
la forma de actualización en tiempo y en medida del filtro de Kalman, con la diferencia de que
ahora, al propagar la media y la covarianza a través de una función no lineal, debe utilizarse la
transformación ‘unscented’ en lugar de la propagación directa. El resultado para el problema
estado-espacio definido por (5.41) y (5.42) es tal como se presenta a continuación.

1) Inicializar con

θ̂(0) = E {θ(0)} = μ0 , (5.61)

Cεθ(0) = E
{(
θ(0)− θ̂(0)

) (
θ(0)− θ̂(0)

)T}
= Π0 . (5.62)

2) Para n = 0, 1, . . ., calcular:
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• ‘Puntos sigma’:

(χθ−)0 (n+ 1) = Fθ(n) θ̂(n) , (5.63)

(χθ−)j (n+ 1) = Fθ(n)θ̂(n)+

+

(√
(M + ς)Fθ(n)Cεθ(n)F

T
θ (n)

)

j

, j = 1, . . . ,M , (5.64)

(χθ−)j+M (n+ 1) = Fθ(n)θ̂(n)−

−

(√
(M + ς)Fθ(n)Cεθ(n)F

T
θ (n)

)

j+M

, j = 1, . . . ,M . (5.65)

• Actualización en tiempo:

θ̂
−
(n+ 1) = Fθ(n) θ̂(n) , (5.66)

Cεθ− (n+ 1) = Fθ(n)Cεθ(n)F
T
θ (n) +Q(n) , (5.67)

(
χy−QT

)

j
(n+ 1) = f

(
xRR(n), (χθ−)j (n+ 1)

)
, j = 0, . . . , 2M , (5.68)

ŷ−QT(n+ 1) =
2M∑

j=0

w
(m)
j (χy−QT

)j(n+ 1) . (5.69)

• Actualización en medida:

Cy−QT
(n+ 1) =

2M∑

j=0

w
(c)
j

((
χy−QT

)

j
(n+ 1)− ŷ−QT(n+ 1)

)

((
χy−QT

)

j
(n+ 1)− ŷ−QT(n+ 1)

)T
+ σ2v(n+ 1) , (5.70)

Cθ−y−QT
(n+ 1) =

2M∑

j=0

w
(c)
j

(
(χθ−)j (n+ 1)− θ̂

−
(n+ 1)

)

((
χy−QT

)

j
(n+ 1)− ŷ−QT(n+ 1)

)T
, (5.71)

K(n+ 1) = Cθ−y−QT
(n+ 1)C−1

y−QT
(n+ 1) , (5.72)

γ−(n+ 1) = yQT(n+ 1)− ŷ
−
QT(n+ 1) , (5.73)

θ̂(n+ 1) = θ̂
−
(n+ 1) +K(n+ 1) γ−(n+ 1) , (5.74)

Cεθ(n+ 1) = Cεθ− (n+ 1)−K(n+ 1)Cy−QT
(n+ 1)KT (n+ 1) . (5.75)

5.6 Método VL-KF (Linealización por Volterra - Filtro de Kal-
man)

En esta sección y en la siguiente presentamos dos metodoloǵıas que proponemos para resolver
el problema planteado en este caṕıtulo acerca de la estimación dinámica de la relación entre los
intervalos QT y RR. Estas metodoloǵıas se apoyan en la teoŕıa desarrollada en las Secciones 5.4
y 5.5.

Tal como se formuló al inicio de este caṕıtulo, el objetivo de nuestro estudio puede resumirse
en la estimación simultánea de los vectores de parámetros h(n) y a(n) del sistema tiempo-
variante de la figura 5.1. Puesto que el segundo de los subsistemas que componen el sistema
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global es una función representada a través de un desarrollo en serie de Taylor de grado P
y P puede tomar valor mayor que 1, el sistema completo resulta, en general, no lineal. En
consecuencia, para estimar sus parámetros simultáneamente, una posibilidad es formular una
representación estado-espacio no lineal y aplicar un filtro recursivo, como EKF ó UKF, para
resolverla. Esta posibilidad se desarrolla en la Sección 5.7. Otra posible forma de abordar el
problema en cuestión es considerar un desarrollo en serie de Volterra del sistema global que
permita expresar la salida, yQT(n), como una combinación lineal de funciones conocidas de la
señal de entrada, xRR(n). De esta forma, el problema se reduce a estimar los coeficientes de la
serie de Volterra, para lo cual puede hacerse uso de un filtro lineal recursivo, como KF. Esta
metodoloǵıa se detalla a continuación.

5.6.1 Desarrollo en serie de Volterra

La salida yQT(n) del sistema global de la figura (5.1) puede escribirse, siguiendo las expresiones
presentadas en la Sección 5.2, de la forma siguiente:

yQT(n) = g(zRR(n),a(n)) + v(n) =
P∑

k=0

ak(n)

(
N−1∑

i=0

hi(n)xRR(n− i)

)k

+ v(n) , (5.76)

donde hi(n), i = 0, . . . , N − 1, son los coeficientes del filtro lineal y ak(n), k = 0, . . . , P ,
representan los coeficientes de la función no lineal.

Denotemos

m0(n) = a0(n) (5.77)

mk(i1, i2, . . . , ik;n) =
k!

N−1∏

q=0

lq(i1, i2, . . . , ik)!

ak(n)
k∏

j=1

hij (n) , k = 1, . . . , P , (5.78)

donde lq(i1, i2, . . . , ik) cuenta el número de ı́ndices en {i1, i2, . . . , ik} que son iguales a q, q ∈
{0, . . . , N −1}. Utilizando estas notaciones, la expresión g(zRR(n),a(n)) puede reescribirse como

g(zRR(n),a(n)) = m0(n) +
P∑

k=1

N−1∑

i1=0

N−1∑

i2=i1

. . .

N−1∑

ik=ik−1

mk(i1, i2, . . . , ik;n)
k∏

j=1

xRR(n− ij) , (5.79)

de donde resulta claro que la salida del sistema global (salvo por el ruido aditivo v(n)) es
una combinación lineal de funciones conocidas de la entrada. Para dar una expresión en forma
vectorial de la ecuación anterior, se introduce la notación siguiente:

θ(n) =
[
mT0 (n) m

T
1 (n) . . . m

T
P (n)

]T
, (5.80)

donde

m0(n) = m0(n) (5.81)

mk(n) = [mk(0, ..., 0, 0;n) . . .mk(i1, ..., ij , ..., ik;n) . . .mk(N − 1, ..., N − 1, N − 1;n)]
T , (5.82)

con ij ≥ ij−1, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ k ≤ P . También se considera la notación siguiente referida a la
señal de entrada xRR(n):

s(n) =
[
sT0 (n) s

T
1 (n) . . . s

T
P (n)

]T
, (5.83)
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donde

s0(n) = 1 (5.84)

sk(n) =

[

xkRR(n) . . .
k∏

j=1

xRR(n− ij) . . . xkRR(n−N + 1)

]T

, (5.85)

con ij ≥ ij−1, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ k ≤ P . Con estas notaciones, la salida del sistema queda expresada
en forma vectorial mediante

yQT(n) = s
T (n)θ(n) + v(n) , (5.86)

donde s(n) es el vector de observación conocido y θ(n) es el vector de parámetros que desea
estimarse. Tanto s(n) como θ(n) son vectores de tamaño M × 1, con

M =

P∑

j=0

fCR(N, j) =

(
N + P
N

)

, (5.87)

donde fCR(N, j) denota el número de combinaciones con repetición de N elementos tomados de

j en j y

(
N + P
N

)

es el combinatorio N + P sobre N .

A modo de ejemplo, se presenta desarrollada la expresión de yQT(n) para el caso particular
N=3, P=2 (esto es, filtro lineal de orden 3 y función g cuadrática):

yQT(n) = s
T
0 (n)m0(n) + s

T
1 (n)m1(n) + s

T
2 (n)m2(n) + v(n) (5.88)

con

m0(n) = a0(n), (5.89)

m1(n) = a1(n)
[
h0(n) h1(n) h2(n)

]
, (5.90)

m2(n) = a2(n)
[
h20(n) 2h0(n)h1(n) 2h0(n)h2(n) h

2
1(n) 2h1(n)h2(n) h

2
2(n)

]
, (5.91)

s0(n) = 1, (5.92)

s1(n) =
[
xRR(n) xRR(n− 1) xRR(n− 2)

]
, (5.93)

s2(n) =
[
x2RR(n) xRR(n)xRR(n− 1) xRR(n)xRR(n− 2)

x2RR(n− 1) xRR(n− 1)xRR(n− 2) x
2
RR(n− 2)

]
. (5.94)

5.6.2 Formulación estado-espacio lineal

El modelo propuesto para relacionar dinámicamente los intervalos QT y RR, en la forma expresa-
da después de aplicar el desarrollo en serie de Volterra, se formula a través de una representación
estado-espacio. Esta formulación incluye, además de la ecuación de observación, dada en nuestro
caso a través de la ecuación (5.86), también una ecuación de proceso, que describe la naturaleza
tiempo-variante de las cantidades que desean estimarse. Para la ecuación de proceso, hemos
elegido un modelo de la forma

θ(n+ 1) = θ(n) +w(n) , n = 0, . . . , NT − 1 , (5.95)

donde w(n) se toma como ruido gaussiano de media 0, con muestras incorreladas y matriz
de covarianza Q(n), que, para nuestros propósitos, es desconocida y debe estimarse antes de
ser utilizada en las ecuaciones del filtro de Kalman. Asimismo, puede apreciarse a partir de
la expresión (5.95) que el modelo propuesto para seguir la evolución del estado del sistema
corresponde a la elección particular Fθ = I, donde I denota la matriz identidad de dimensión
M . Un modelo de proceso de esta forma (esto es, cuya matriz de transición entre estados es la
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identidad) se denomina ‘random-walk’ y suele utilizarse cuando no se dispone de información
adicional acerca de la evolución temporal del sistema. Al considerar un modelo de esta forma se
asume que el estado del sistema en un cierto instante sólo se diferencia del estado en el instante
previo por un factor w(n) de media 0 y covarianza Q(n). El valor tomado por Q(n) determina
el grado de desviación que existe entre estados consecutivos.

El estado inicial θ(0) se considera que proviene de una distribución de probabilidad gaussiana
de media μ0 y matriz de covarianza Π0: θ(0) ∼ N (μ0,Π0). El valor de μ0 se define utilizando
las expresiones (5.77), (5.78), (5.80), (5.81) y (5.82), donde se considera que los pesos del filtro
están definidos según μ0,h y los coeficientes de la no linealidad según μ0,a, que se describen
a continuación. El vector μ0,h se toma como una curva de pesos exponencial decreciente de
factor α(0), normalizada de modo que la suma de todos sus elementos sea 1. El factor α(0) se
determina de entre un conjunto de posibles valores en el intervalo [0, 1] como aquél que lleva a un
menor residuo del ajuste polinómico (por mı́nimos cuadrados) entre yQT(n) y el correspondiente
zRR(n) construido para cada posible valor del factor y considerando las 100 muestras iniciales,
esto es, n = 0, . . . , 99. El vector μ0,a se calcula ajustando (también según criterio de Mı́nimos
Cuadrados) un polinomio de grado P a los datos [yQT(n), zRR(n)] correspondientes a las 100
muestras iniciales, donde zRR(n) se ha definido a partir del μ0,h que acaba de determinarse. Por
otra parte, la matriz de covarianza Π0 se define como 10

−4 I. Aunque las inicializaciones μ0 y
Π0 tienen efecto sólo al comienzo del proceso de estimación, se han elegido valores posibles de
μ0 y Π0 para hacer los resultados más consistentes. La elección de valores pequeños para la
matriz Π0 implica un mayor nivel de confianza en la inicialización μ0.

En cuanto a la ecuación de medida, definida a través de la expresión yQT(n) = s
T (n)θ(n) +

v(n), n = 0, . . . , NT − 1, se asume que el ruido de observación v(n) es gaussiano de media 0,
cuyas muestras son incorreladas y cuya varianza en el instante n se denota por σ2v(n). También
sucede que, en nuestra aplicación, no se dispone de información que permita conocer el valor
de σ2v(n), por lo que deberá realizarse una estimación de este valor antes de ser utilizado como
parte del filtro KF. Este proceso de estimación de σ2v(n), aśı como el de la covarianza Q(n) del
ruido w(n), se explica detalladamente en la Sección 5.6.5.

Por último, cabe señalar que se hace la asunción de que los ruidos del modelo w(n) y v(n),
son incorrelados y también el estado inicial θ(0) es incorrelado con cada uno de estos ruidos.

5.6.3 Regularización

Tal como se razonó en la Sección 5.3.3, la resolución de problemas inversos no estacionarios, como
los que se plantean en esta tesis, suele requerir la incorporación de condiciones de regularización
que reduzcan la sensibilidad de las estimaciones ante perturbaciones de ruido que puedan existir
en los datos observados. En nuestra aplicación al análisis de la relación QT/RR, es razonable
asumir que el vector h(n), que expresa la dependencia del intervalo QT (yQT(n)) respecto de
intervalos RR previos (xRR(n)), sigue una curva con cáıda suave, ya que no es de esperar la
aparición de picos pronunciados en el perfil de dependencia. En este estudio, tal condición va
a satisfacerse de manera aproximada introduciendo un término de regularización que induce
una forma exponencial para h(n). Esta elección está justificada de acuerdo con los resultados
obtenidos en el Caṕıtulo 4 cuando se estudió la relación tiempo-invariante entre QT y RR y
se comprobó que los perfiles de adaptación segúıan curvas aproximadamente exponenciales. La
técnica adoptada en esta tesis para incorporar la regularización al problema de estimación de
estado es la que se describe en [143]. Tal técnica puede entenderse como la extensión tiempo-
variante de la regularización de Tikhonov descrita en el Caṕıtulo 3. La forma de proceder es
aumentando la ecuación de medida (5.86) de la representación estado-espacio original mediante la
introducción de nuevas observaciones ficticias que aportan información a priori sobre la solución.
De este modo, el nuevo problema estado-espacio que debe resolverse tiene la misma ecuación de
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proceso (5.95), pero su ecuación de medida pasa a ser de la forma:

ỹQT(n) = s̃
T (n)θ(n) + ṽ(n) , (5.96)

donde se definen

ỹQT(n) =

[
yQT(n)
ϕ(n)

]

, s̃T (n) =

[
sT (n)
Φ(n)

]

y ṽ(n) =

[
v(n)
v′(n)

]

. (5.97)

El vector ϕ(n) es el vector columna de ceros de longitud NP : ϕ(n) = 0.

La transformación Φ(n), de dimensión NP × M , se calcula en bloques separados que se
corresponden con cada uno de los vectores m0(n), . . . , mP (n):

Φ(n) = β(n)D(n), (5.98)

donde β(n) es un parámetro que controla el grado de suavidad de las estimaciones (de acuerdo
con el criterio que se establece mediante D(n)) y la matriz D(n) está definida por

D(n) =








D0(n) 0 . . . 0
0 D1(n) . . . 0

. . .

0 0 0 DP (n)







. (5.99)

El propósito de elegir una estructura para D(n) como la expresada en la ecuación anterior es
forzar que las estimaciones de θ(n) satisfagan las condiciones siguientes:

Dk(n)mk(n) = 0 , k = 0, . . . , P. (5.100)

• El bloque D0(n) es un escalar definido como 0, ya que no se desea imponer ninguna
condición sobre m0(n) (= a0(n)).

• El bloque D1(n) está dado por la matriz (N − 1)×N siguiente:

D1(n) =








α(n) −1 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
0 α(n) −1 0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0
...

. . .

0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0 α(n) −1







, (5.101)

que impone una relación exponencial sobre los pesos del vector h(n) al forzar que α(n)hi(n)
= hi+1(n). El factor α(n) se determina en cada iteración n del filtro de Kalman que se
aplica para resolver el problema estado-espacio. Puesto que la regularización interviene en

el bloque de actualización en medida de KF, se dispone de una estimación a priori θ̂
−
(n)

del estado del sistema, a partir de la cual puede deducirse la correspondiente estimación
ĥ−(n) del vector de pesos. Utilizando este ĥ−(n), es posible calcular un valor para α(n)
teniendo en cuenta que ĥ−(n) está normalizado para que todas sus componentes sumen

1. La condición
(
ĥ−(n)

)T
1 = 1, siendo 1 el vector N × 1 de unos, junto con la condición

que fuerza que cada vector de pesos sea exponencial, lleva a que

ĥ−i (n) ≈ κ(n)α
i(n), i = 0, . . . , N − 1, (5.102)

con

κ(n) =
1

N−1∑

i=0

αi(n)

=
1− α(n)
1− αN (n)

, (5.103)
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donde α(n) es el valor que trata de determinarse. Como los pesos ĥ−i (n) son todos positivos
(pues es una de las restricciones que se incorporan al problema, tal como se verá en 5.6.6)
y su suma es 1, puede concluirse que 0 < α(n) < 1. En consecuencia, se cumple que

1−

(

máx
0≤i≤N−1

{ĥ−i (n)} − mı́n
0≤i≤N−1

{ĥ−i (n)}

)

= 1−
(1− α(n))(1− αN−1(n))

1− αN (n)
≈ α(n) ,

(5.104)
donde la aproximación es válida para N grande. Por tanto, tenemos una forma (término
de la izquierda de (5.104)) de deducir el valor de α(n) que define la matriz D1(n) sólo a

partir de la estimación a priori θ̂
−
(n), que se encuentra disponible en cada iteración n.

Para valores de N pequeños, la aproximación dada en (5.104) no es apropiada y puede
estimarse α(n) como la media de los cocientes entre elementos consecutivos del vector
ĥ−(n).

• El bloque D2(n) impone restricciones sobre los elementos de m2(n) equivalentes a las que
se han impuesto sobre los elementos de m1(n) a través de D

1(n). El bloque D2(n) se
determina como resultado de considerar el conjunto completo de relaciones establecidas en
D1(n) y multiplicarlo por cada uno de los elementos h0(n), . . . , hN−1(n), obteniendo aśı
D2(n) como la matriz con las siguientes entradas:

D2ij(n) =

{
Ψij D

1
piΩij
(n) , si Ωij 6= 0
0 , si Ωij = 0

}

, i = 1, . . . , N (N − 1), j = 1, . . . , fCR(N, 2) .

(5.105)
Los elementos pi del vector p se definen mediante

pi =

[
i− 1
N

]

+ 1 , i = 1, . . . , N (N − 1) , (5.106)

donde [.] denota la función que asigna a cada número real su parte entera. Para la definición
de las matrices Ω y Ψ que intervienen en la ecuación (5.105), se introduce la notación
siguiente:

[
σj τj

]
es el vector 1× 2 que representa la fila j-ésima de la matriz cuyas filas

son las varias combinaciones con repetición que pueden tomarse de los elementos del vector[
1 ∙ ∙ ∙ N

]
en subconjuntos de 2 elementos. Estas combinaciones se consideran ordenadas

en sentido ascendente para σj primero y τj después. Con esta notación, la matriz Ω se
define recursivamente mediante

Ωij =






1 +

j−1∑

l=1

b(Ωil),

{
si (i− 1)(mod N) + 1 = σj
ó (i− 1)(mod N) + 1 = τj

}

0, en otro caso





, (5.107)

para i = 1, . . . , N (N − 1), j = 1, . . . , fCR(N, 2), y donde b : Z −→ Z se define como

b(t) =

{
1, si t 6= 0

0, si t = 0
, t ∈ Z. (5.108)

Asimismo, la matriz Ψ se define como la matriz cuyas entradas están dadas por

Ψij =

{
2, si (i− 1)(mod N) + 1 = Ωij
1, en otro caso

}

, (5.109)

para i = 1, . . . , N (N − 1), j = 1, . . . , fCR(N, 2).
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A modo de ejemplo, se presenta la matriz de regularización D(n) para el caso particular de
N=3, P=2:

D(n) =




D0(n) 0 0

0 D1(n) 0

0 0 D2(n)



 , (5.110)

con

D0(n) =
[
0
]
, D1(n) =

[
α(n) −1 0
0 α(n) −1

]

,

D2(n) =











2α(n) −1 0 0 0 0
0 α(n) 0 −2 0 0
0 0 α(n) 0 −1 0
0 α(n) −1 0 0 0
0 0 0 2α(n) −1 0
0 0 0 0 α(n) −2











. (5.111)

Para funciones no lineales g de orden mayor que 2, se consideran construcciones análogas a
las de D2(n), que llevan a establecer los valores de D3(n), D4(n), . . .. Cada una se estas Dk(n)
es el resultado de multiplicar las condiciones del bloque previo Dk−1(n) por cada uno de los
elementos h0(n), . . . , hN−1(n).

En la expresión (5.98), el factor β(n) es un escalar positivo denominado parámetro de regulari-
zación. Cuanto mayor sea el valor que toma β(n), más fuerza tiene la condición de regularización
en la estimación del vector de estado θ(n). No obstante, la selección de este factor supone siempre
un compromiso, ya que un valor demasiado grande de β(n) puede llevar a soluciones sobrerre-
gularizadas que se encuentren lejos del verdadero vector θ(n). En este estudio, se procede a la
identificación del valor óptimo de β(n) siguiendo el criterio L-curve. De acuerdo con este criterio,
se consideran distintos posibles valores de β(n) y, para cada uno de ellos, se evalúa la correspon-
diente estimación θ̂(n) calculada usando KF con regularización. A continuación se representa

log
(
‖D(n)θ̂(n)‖

)
versus log

(
‖yQT(n)− sT (n)θ̂(n)‖

)
para todos los valores de β(n) testeados

y se elige aquél que está asociado con la esquina más próxima al (0, 0) en la representación.
De esta forma, se garantiza un buen equilibrio entre la minimización del error de perturbación
(esto es, el error en la señal estimada: yQT(n)− sT (n)θ̂(n)) y el error de regularización (esto es,
D(n)θ̂(n)). Esto es debido a que, si el dibujo tiene forma de L (como suele ocurrir), la esquina
corresponde al punto en el que se consigue la máxima regularización sin apenas perder precisión
en la estimación de la señal de salida. Para más detalles del criterio L-curve, puede consultarse
[146].

Finalmente, v′(n) en la ecuación (5.97) es un ruido ficticio de media 0, incorrelado con θ(n) y
v(n) y cuya matriz de covarianza, que se asume diagonal, se ha elegido como la matriz identidad
en este estudio. En consecuencia, la matriz de covarianza Rṽ(n) del vector de ruido aumentado
ṽ(n) es

Rṽ(n) =

[
σ2v(n) 0
0 I

]

. (5.112)

5.6.4 Aplicación del filtro de Kalman

Para el modelo estado-espacio formulado a través de la ecuación de proceso (5.95) y la ecuación
de medida aumentada (5.96), se considera la aplicación del filtro de Kalman. Con ello, se ob-
tienen estimaciones θ̂(n) óptimas, en el sentido de menor error cuadrático medio Bayesiano, del
vector de estado θ(n). La implementación elegida para KF es la de actualización en tiempo y en
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medida, que es la que se presentó en la Sección 5.4.2. Únicamente debe observarse que, al consi-
derar ahora la representación estado-espacio aumentada con las condiciones de regularización, la
observación en el instante n es un vector, ỹQT(n), en lugar de un escalar, como era antes yQT(n).
En consecuencia, las ecuaciones (5.34), (5.35) y (5.38) en la implementación de KF pasan ahora
a ser vectoriales en lugar de escalares.

5.6.5 Estimación de las matrices de covarianza de los ruidos

En la aplicación del filtro de Kalman se requiere conocer la matriz de covarianza Q(n) del ruido
de proceso w(n) y la varianza σ2v(n) del ruido de medida v(n). Esta última, σ

2
v(n), forma parte

de la matriz de covarianza aumentada Rṽ(n) (ver ecuación (5.112)), que es la que se utiliza
en las ecuaciones de KF. Dado que en este estudio no disponemos de información a priori a
partir de la cual sea posible inferir los valores de estas matrices de covarianza, hemos diseñado
un procedimiento que nos permite estimar sus valores en cada iteración del filtro recursivo. El
método que proponemos puede verse como una extensión del método utilizado en [147] para
tratar el caso de matrices que vaŕıan en el tiempo.

Consideramos en primer lugar la estimación de la matriz Q(n). Para ello, introducimos la
notación Rθ(n) para representar la autocorrelación del vector de estado desconocido θ(n):

Rθ(n) = E
{
θ(n) θT (n)

}
. (5.113)

Si trasponemos la ecuación de proceso (5.95) y la multiplicamos a izquierda por θ(n + 1),
obtenemos:

θ(n+ 1) θT (n+ 1) = θ(n+ 1) θT (n) + θ(n+ 1)wT (n) (5.114)

o, equivalentemente,

θ(n+ 1) θT (n+ 1) = θ(n) θT (n) +w(n) θT (n) + θ(n)wT (n) +w(n)wT (n) . (5.115)

Tomando esperanzas en esta última ecuación, se llega a:

Rθ(n+ 1) = Rθ(n) + E
{
w(n) θT (n)

}
+ E

{
θ(n)wT (n)

}
+Q(n) . (5.116)

La asunción acerca de la incorrelación entre w(n) y θ(0) junto con la forma recursiva de la
evolución del sistema (θ(n+1) = θ(n) +w(n)) llevan fácilmente a comprobar que w(n) y θ(n)
son también incorrelados cualquiera que sea el valor de n (n = 0, . . . , NT−1). Por tanto, resulta
E
{
w(n) θT (n)

}
= 0 = E

{
θ(n)wT (n)

}
y, en consecuencia, puede concluirse que:

Rθ(n+ 1) = Rθ(n) +Q(n) . (5.117)

A partir de la ecuación anterior, Q(n) se despeja como

Q(n) = Rθ(n+ 1)−Rθ(n) . (5.118)

Una vez obtenida la expresión teórica deseada para Q(n), se procede a la estimación de ésta
en cada iteración del filtro de Kalman. Para ello, se asume que las componentes del vector de
ruido w(n) son incorreladas (esto es, E {wi(n)wj(n)} = 0, si i 6= j), de donde se concluye que
la matriz Q(n) es diagonal, ∀n = 0, . . . , NT − 1. Se propone entonces estimar la entrada j,
j = 0, . . . , M − 1, de la diagonal de Q(n), que denotamos por Qjj(n), mediante

Q̂jj(n) =
(
θ̂−j (n+ 1)

)2
−
(
θ̂−j (n)

)2
, (5.119)

donde θ̂
−
(n) es la estimación a priori del vector de estado θ(n) obtenida en el bloque de actua-

lización en tiempo del filtro de Kalman. La razón de utilizar θ̂
−
(n+1) y θ̂

−
(n) en la estimación
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de la matriz Q(n) se debe a que, cuando se necesita conocer Q(n) en la iteración n+ 1 de KF,

la mejor predicción que se tiene de θ(n+1) es la que viene dada por θ̂
−
(n+1). Cabe asimismo

observar que la expresión (5.119) no siempre proporciona cantidades positivas, por lo que se
considera su valor como estimación de la entrada j de la diagonal de Q(n) siempre que tal valor
sea positivo y se define la estimación como 0 en otro caso. De este modo, podemos siempre
garantizar que la matriz de covarianza es semidefinida positiva. Por último, al procedimiento
de estimación descrito anteriormente se le incorpora un paso más que suaviza las estimaciones
obtenidas. Para ello, se propone redefinir Q̂jj(n) utilizando un promediado móvil de la forma

Q̆jj(n) = uj(n) Q̂jj(n) + (1− uj(n)) Q̆jj(n− 1) , (5.120)

donde, en el término de la derecha, Q̂jj(n) es el obtenido según (5.119), Q̆jj(n−1) es la estimación
correspondiente a la iteración previa y uj(n) es un factor que define la velocidad de actualización

de las distintas componentes del vector θ̂(n). En particular, en nuestro estudio uj(n) se define

inversamente proporcional al cuadrado de la diferencia θ̂−j (n+ 1)− θ̂
−
j (n).

Por otra parte, se considera la estimación de la varianza σ2v(n) del ruido de medida v(n). A
partir de la ecuación de medida (5.86), que es, a su vez , la primera fila de la ecuación de medida

aumentada (5.96), puede despejarse v2(n) =
(
yQT(n)− sT (n) θ(n)

)2
. De modo análogo a como

se procedió en la estimación de Q(n), se estima ahora σ2v(n) mediante
(
γ−0 (n)

)2
, donde γ−0 (n) es

la primera componente del proceso de innovación que se calcula en las ecuaciones de KF. Esta
componente γ−0 (n) mide la diferencia entre la salida realmente observada y la estimada a priori:

γ−0 (n) = yQT(n)− ŷ
−
QT(n) , (5.121)

donde ŷ−QT(n) = s
T (n) θ̂

−
(n). De nuevo, la justificación de utilizar θ̂

−
(n) en la estimación de

σ2v(n) se debe a que, también en este caso, el vector θ̂
−
(n) es la mejor predicción que se tiene del

vector de estado desconocido θ(n) en el momento en que se requiere conocer σ2v(n) en el filtro
de Kalman.

5.6.6 Restricciones

Las estimaciones del vector de estado θ(n) que se obtienen tras la aplicación del filtro de Kalman
pueden no satisfacer ciertas restricciones que son deseables si posteriormente quieren realizarse
interpretaciones fisiológicas de los resultados obtenidos. Una de las restricciones que desean
imponerse sobre las estimaciones de las variables de estado es que éstas sean tales que, al derivar a
partir de ellas la respuesta impulsional ĥ(n) del filtro lineal, todas las componentes de este vector
ĥ(n) sean no negativas. De este modo, la dependencia del intervalo QT con respecto a cada uno de
los intervalos RR que le preceden puede cuantificarse como un porcentaje de la dependencia total.
La segunda restricción es que la estructura del vector θ(n) (ver ecuación (5.80)) se mantenga en
las estimaciones obtenidas en cada instante temporal. Con ello se garantiza que los subsistemas
lineal y no lineal que componen el sistema global pueden identificarse correctamente sólo a partir
de la estimación de θ(n) y la consideración de que la respuesta impulsional h(n) del filtro lineal
esta normalizada (hT (n) 1 = 1, ∀n).

A continuación se presenta el método que utilizamos en esta tesis para incorporar tales
restricciones al proceso de estimación. El método considerado se basa en las aproximaciones que
se describen en [115, 116]. De acuerdo con las restricciones detalladas en el párrafo anterior y
teniendo en cuenta la estructura del vector θ(n) dada en las ecuaciones (5.80)-(5.82), el primer

requisito que se exige a la estimación con restricciones, que denotamos por
̂̂
θ(n), es que todos

los elementos de su bloque ̂̂m1(n) sean del mismo signo. La justificación de este hecho viene de
la definición

m1(n) = a1(n)h(n) . (5.122)
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Si se pide que todos los elementos de ̂̂m1(n) sean del mismo signo, entonces al deducir ̂̂a1(n) =
̂̂m
T

1 (n) 1 y
̂̂
h(n) =

1

̂̂a1(n)
̂̂m1(n), resulta claro que todos los pesos en

̂̂
h(n) serán positivos. La

forma de implementar la condición anterior es imponiendo que el valor absoluto de la suma de
los elementos de ̂̂m1(n) sea igual a la suma de sus valores absolutos.

El segundo requisito que se exige a
̂̂
θ(n) hace referencia a la estructura de este vector. En

el caso P ≤ 1, no hay condición. En el caso P=2, la forma de garantizar que ̂̂θ(n) mantiene la
misma estructura presentada para θ(n) en (5.80)-(5.82) es a través de la condición

̂̂m2(i1, i2;n)
̂̂m1(i1;n) ̂̂m1(i2;n)

=
2

N−1∏

q=0

lq(i1, i2)!

∙
̂̂m2(0, 0;n)

̂̂m1(0;n) ̂̂m1(0;n)
. (5.123)

En el caso P=3 a la condición anterior hay que añadir además otra condición, que es análoga a
la de (5.123) pero donde intervienen los elementos ̂̂m3(i1, i2, i3;n). Para funciones no lineales g
de orden ≥ 4 se procede de la misma forma.

Para determinar las estimaciones con restricciones,
̂̂
θ(n), se aplica el procedimiento que se

describe a continuación. Denotamos por Ωc al conjunto de vectores en RM×1 que satisfacen
las condiciones exigidas a través de los dos requisitos antes mencionados. Si θ̂(n) representa
la estimación de estado obtenida en la iteración n del filtro de Kalman, el problema que debe
resolverse es:

̂̂
θ(n) = arg mı́n

θ̆(n)∈Ωc

{(
θ̆(n)− θ̂(n)

)T
W
(
θ̆(n)− θ̂(n)

)}
, (5.124)

dondeW es una matriz de ponderación simétrica y definida positiva de dimensión M ×M . En
el caso particular de que se elija W como la inversa de la matriz de covarianza del error de
estimación a posteriori,

W = C−1εθ (n) , (5.125)

donde Cεθ(n) es la estimación de E

{(
θ(n)− θ̂(n)

) (
θ(n)− θ̂(n)

)T}

obtenida en las ecuacio-

nes de KF, el vector
̂̂
θ(n) que se determina es el que maximiza la fdp gaussiana N

(
θ̂(n) , Cεθ(n)

)

entre los que satisfacen las restricciones deseadas [115]. Para tal elección deW o cualquier otra
que se haga, el problema (5.124) puede resolverse utilizando el método de Mı́nimos Cuadrados.

La estimación
̂̂
θ(n) que se alcanza con el método descrito en esta sección se toma como

representación final del estado del sistema en el tiempo n y es la que se utiliza en las iteraciones
siguientes de KF para calcular estimaciones de estado futuras. Para simplificar la notación, esta
estimación que satisface las restricciones deseadas se denota en lo sucesivo por θ̂(n).

5.7 Métodos N-EKF y N-UKF

Otra metodoloǵıa, alternativa a la desarrollada en la Sección 5.6, para resolver el problema de
identificación de sistemas planteado al inicio de este caṕıtulo es la que se basa en utilizar filtros
recursivos no lineales. Con ello, se consigue estimar el estado del sistema de la figura 5.1 en cada
instante temporal formulando el problema en términos de una representación estado-espacio no
lineal y haciendo uso de filtros como EKF ó UKF para su resolución. Dependiendo de cuál de
estos dos filtros se utilice, el método lo denominamos N-EKF ó N-UKF.
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5.7.1 Formulación estado-espacio no lineal

La salida yQT(n) del sistema global se expresa ahora mediante

yQT(n) = f
(
xRR(n),θ(n)

)
+ v(n) , (5.126)

donde

θ(n) =
[
aT (n) hT (n)

]T
, (5.127)

y

f(xRR(n),θ(n)) =
P∑

k=0

θk(n)

(
P+N∑

i=P+1

θi(n)xRR(n− i+ P + 1)

)k

. (5.128)

Puede observarse que θ(n) es un vector de dimensión M×1, donde ahoraM se calcula como

M = P +N + 1 . (5.129)

La expresión (5.126) para yQT(n) constituye la ecuación de medida de la formulación estado-
espacio que planteamos para nuestro problema. Para el ruido de observación v(n) se asume que
es gaussiano de media 0, con muestras incorreladas y varianza σ2v(n), que se estimará en cada
instante n.

En cuanto a la ecuación de proceso, se asume también un modelo ‘random-walk’ al no
disponer de información a priori acerca de la evolución en el tiempo del estado del sistema:

θ(n+ 1) = θ(n) +w(n) , n = 0, . . . , NT − 1 . (5.130)

El ruido w(n) se asume también que es un proceso gaussiano, de media 0, cuyas muestras
temporales son incorreladas y cuya covarianza en el instante n denotamos por Q(n). Esta matriz
de covarianza Q(n) se estimará en cada iteración del filtro recursivo a la vez que se estima el
estado del sistema. Asimismo, se considera que los dos procesos de ruido, w(n) y v(n), tienen
entre śı correlación nula.

El estado inicial del sistema, θ(0), se asume que se ha generado a partir de una distribución
de probabilidad normal de media μ0 y covarianza Π0: θ(0) ∼ N (μ0,Π0). El valor de μ0 se
calcula mediante

μ0 =
[
μT0,a μ

T
0,h

]T
, (5.131)

donde μ0,a y μ0,h son los mismos que se definieron en la Sección 5.6.2. La matriz Π0 se toma
como 10−4 I. Se asume que θ(0) es incorrelado con w(n) y v(n).

5.7.2 Regularización

El proceso de regularización que se aplica sobre el problema estado-espacio que acaba de for-
mularse en la sección anterior es totalmente análogo al que ya se describió en la Sección 5.6.3
cuando se consideró la regularización del problema lineal obtenido por desarrollo en serie de
Volterra. Más espećıficamente, la ecuación de medida (5.126) se aumenta para dar lugar a las
observaciones siguientes:

ỹQT(n) = f̃(xRR(n),θ(n)) + ṽ(n) , (5.132)

donde

ỹQT(n) =

[
yQT(n)
ϕ(n)

]

, f̃(xRR(n),θ(n)) =

[
f(xRR(n),θ(n))
Φ(n)θ(n)

]

y ṽ(n) =

[
v(n)
v′(n)

]

. (5.133)
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El vector ϕ(n) es el vector columna de ceros de dimensión N − 1: ϕ(n) = 0.

El operador Φ(n) representa la transformación lineal que tiene por matriz asociada la matriz
de dimensión (N − 1) ×M construida de la siguiente forma: en sus primeras P + 1 columnas
todos los elementos son 0 (pues son las que se corresponden con los coeficientes de la función
no lineal g del modelo inicial) y en sus restantes N columnas (correspondientes a los pesos del
filtro) contiene a la matriz D1(n):

Φ(n) = β(n)
[
0 D1(n)

]
. (5.134)

El factor multiplicativo β(n) que se incorpora en la definición del operador Φ(n) se denomina
parámetro de regularización y su misión es equilibrar la minimización del error en la señal
estimada y la minimización del error de regularización. El valor de β(n) se determina siguiendo
el mismo criterio L-curve que se describió en la Sección 5.6.3.

El ruido v′(n) es un proceso aleatorio de media 0 y matriz de covarianza la identidad de
dimensión N − 1. Se asume que v′(n) es incorrelado con θ(0) y v(n), por lo que la matriz de
covarianza del proceso de ruido aumentado ṽ(n) resulta:

Rṽ(n) =

[
σ2v(n) 0
0 I

]

. (5.135)

5.7.3 Aplicación de los filtros de Kalman extendido y ‘unscented’

Una vez formulada la representación estado-espacio, dada por las ecuaciones (5.130) y (5.132),
se considera la aplicación de un filtro recursivo no lineal para obtener estimaciones θ̂(n) del
estado del sistema θ(n) en cada instante n. El filtro recursivo puede ser el filtro de Kalman
extendido, EKF, o el filtro de Kalman ‘unscented’, UKF, que se describieron en las Secciones
5.5.2 y 5.5.3, respectivamente. En la implementación de estos filtros es importante señalar que
tanto la ecuación de proceso como la de medida son ahora ecuaciones vectoriales.

5.7.4 Estimación de las matrices de covarianza de los ruidos

A menos que se disponga de información previa que permita establecer los valores de las matrices
de covarianza de los ruidos del modelo, es necesario realizar una estimación para poder utilizar
tales valores en la implementación de EKF ó UKF. La metodoloǵıa presentada en la Sección
5.6.5 se utiliza también ahora para el caso de la formulación estado-espacio no lineal. De manera
más espećıfica, las mismas expresiones presentadas para la estimación de Q(n) sirven ahora sin

modificación. En cuanto a la varianza σ2v(n), ésta se estima mediante
(
γ−0 (n)

)2
, con γ−0 (n) =

yQT(n)− ŷ−QT(n), donde la salida estimada a priori se calcula ahora a partir de la función f .

5.7.5 Restricciones

También ahora se desea que las estimaciones obtenidas para los vectores h(n), n = 0, . . . , NT−1,
sean tales que sus elementos sean no negativos y que la suma de todos ellos valga 1 (hT (n) 1 =

1, ∀n = 0, . . . , NT − 1). De acuerdo con la definición de θ dada en (5.127) y denotando
̂̂
θ(n)

a la estimación con restricciones, las condiciones arriba mencionadas deben ahora imponerse

sobre los elementos
̂̂
θP+1(n), . . . ,

̂̂
θP+N (n), que representan la respuesta impulsional estimada

del filtro lineal. Definimos Ωc como el conjunto de vectores θ̆(n) que satisfacen que θ̆i(n) ≥ 0,
i = P + 1, . . . , P +N , y θ̆P+1(n) + . . .+ θ̆P+N (n) = 1. Si θ̂(n) denota la estimación del estado
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θ(n) obtenida en la iteración n de EKF (respectivamente, UKF), el problema que debe resolverse

para hallar la estimación deseada
̂̂
θ(n) es el siguiente:

̂̂
θ(n) = arg mı́n

θ̆(n)∈Ωc

{(
θ̆(n)− θ̂(n)

)T
W
(
θ̆(n)− θ̂(n)

)}
, (5.136)

donde W es una matriz de ponderación simétrica y definida positiva de dimensión M × M .
Los mismos comentarios para la resolución de (5.136) que se hicieron en 5.6.6 son también de
aplicación ahora.

La estimación
̂̂
θ(n) resultante, aśı como los vectores derivados a partir de ella, son los que se

utilizan como representación del estado del sistema en el instante n. Además, para la estimación
de estados futuros se considera esta estimación, que se incorpora a las ecuaciones recursivas de
EKF ó UKF. Para simplificar la notación, la estimación con restricciones pasa a denotarse en lo
que sigue por θ̂(n).

5.8 Modelado tiempo-variante de la relación QT/RR

En esta sección se evalúan las prestaciones de los métodos VL-KF, N-EKF y N-UKF, descritos
en las secciones 5.6 y 5.7, para la identificación del sistema tiempo-variante de la figura 5.1 a
partir del conocimiento de la señal de entrada xRR(n), de la señal de salida yQT(n) generada
artificialmente y del modelo formulado.

5.8.1 Planteamiento

Los datos utilizados en las simulaciones que se plantean en esta sección se generan a partir del
modelo

yQT(n) = a
T (n)zRR(n) + v(n) , (5.137)

donde zRR(n) =
[
1 zRR(n) . . . z

P
RR
(n)
]T
y zRR(n) = h

T (n)xRR(n). Los vectores de parámetros
h(n) y a(n) y el ruido de observación v(n) se definen tal como se describe en el apartado siguiente.

El propósito final es determinar h(n) y a(n) conociendo xRR(n), yQT(n) y el modelo conside-
rado. Según el método utilizado para la estimación, el vector θ(n) que agrupa los parámetros que
deben estimarse se define como en (5.80), si el método es VL-KF, o como en (5.127), si el método
es N-EKF ó N-UKF. En el primer caso, una vez obtenida la estimación θ̂(n), se determinan las
estimaciones de h(n) y a(n) mediante

â0(n) = θ̂0(n) , (5.138)

âk(n) =

(
N + k
N

)
−1

∑

i=
(
N + k − 1

N

)
θ̂i(n), k = 1, . . . , P , (5.139)

ĥi(n) =
1

â1(n)
θ̂i+1(n), i = 0, . . . , N − 1 . (5.140)

En el caso de que el método empleado sea N-EKF ó N-UKF, las estimaciones de h(n) y a(n) se
deducen mediante

âk(n) = θ̂k(n), k = 0, . . . , P , (5.141)

ĥi(n) = θ̂P+1+i(n), i = 0, . . . , N − 1 . (5.142)
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5.8.2 Simulaciones

La señal de entrada al sistema se extrae de la serie de intervalos RR de un registro de la base
de datos de BPC, que se describe en la Sección 6.2.1. Sobre tal señal se aplica un preprocesado
(descrito en la Sección 6.2.2) que elimina posible outliers y posteriormente se realiza una inter-
polación con frecuencia de muestreo de 1 Hz. Esta señal se repite tres veces para disponer de
un número suficiente de muestras. El número de observaciones NT se fija en NT = 15000 y el
orden del filtro lineal para la simulación se elige como N=7. Para el orden P del polinomio de
Taylor g se toman como posibles valores P=1 y P=2. No se estudian órdenes mayores para la
función g, ya que para la aplicación al análisis dinámico QT/RR basta con considerar funciones
lineales o cuadráticas, tal como se señaló al inicio del caṕıtulo. La señal de entrada al sistema
global, xRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, se define como la que contiene los primeros NT valores de la
serie de RR interpolada, empezando a partir de la muestra N , de modo que quede bien definido
el vector xRR(n) en cada instante n. Para el proceso de ruido v(n), se construye éste a partir
de distribuciones gaussianas independientes de media 0 y varianza σ2v(n), donde σv(n) se toma
como 1.8 ms, n = 0, . . . , NT − 1. Con este valor para la varianza, la relación señal a ruido es de
aproximadamente 15 dB.

En lo que sigue, se proponen tres tipos diferentes de simulación según la naturaleza de los
parámetros a estimar. A su vez, cada uno de tales tipos de simulación se lleva a cabo para el
caso en que el orden P de la función g sea P=1 ó P=2. En total, se proponen, pues, 6 tests de
simulación distintos. Éstos se describen a continuación.

En el primer tipo de simulación (tipo I), los parámetros del sistema contenidos en los vectores
h(n) y a(n) se consideran invariantes en el tiempo.

• para el test I.1, se define la respuesta impulsional del filtro lineal como h(n)=[ 0.2531
0.2025 0.1620 0.1296 0.1037 0.0829 0.0663 ]T , n = 0, . . . , NT − 1, y los coeficientes
del polinomio de Taylor de primer orden se definen como a(n) = [ 0.3 0.14 ]T . Debe
observarse que estas definiciones corresponden al caso particular en que los parámetros del
sistema son tiempo-invariantes y, además, deterministas.

• para el test I.2, se define la misma respuesta impulsional h(n) que en el test I.1 y se
considera el vector a(n) definido por a(n) = [ 0.3 0.14 -0.08 ]T .

En el segundo tipo de simulación (tipo II), se considera que h(n) vaŕıa en el tiempo, mientras
que a(n) sigue siendo tiempo-invariante.

• en el test II.1, el vector a(n) se define mediante a(n) = [ 0.3 0.14 ]T y los pesos del filtro
lineal se generan a partir de un modelo de Markov de orden 1 de la forma siguiente:

h(n+ 1) = h(n) +wh(n) , (5.143)

dondewh(n) se considera un proceso aleatorio cuyas muestras se obtienen de distribuciones
gaussianas independientes de media 0 y matriz de covarianza σ2h I, con σh=3.2∙10

−4 e I
la matriz identidad de orden N . El vector h(0) se define tal como se describió en el test
I.1. Para garantizar que la respuesta impulsional definida cumple las restricciones que se
asumen sobre el modelo, se descartan valores negativos que pueda tomar h(n) (asignándoles
valor 0) y posteriormente se realiza un escalado que permite asegurar que hT (n) 1 = 1.

• el test II.2 se define de la misma forma que se definió el test II.1, pero en este caso el vector
a(n) toma valores a(n) = [ 0.3 0.14 -0.08 ]T .

El tercer tipo de simulación (tipo III) trata con el caso más general en el que tanto el
subsistema lineal como el no lineal que componen el sistema global pueden ser variantes en el
tiempo.
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• para el test III.1, h(n) se define tal como se describió en el test II.1 y a(n) se obtiene
también a partir de un modelo de Markov de orden 1:

a(n+ 1) = a(n) +wa(n) , (5.144)

donde wa(n) se genera a partir de distribuciones gaussianas independientes N (0, σ2a I), con
σa=3.2∙10−4 e I la matriz identidad de orden 2. El vector inicial a(0) se define como se
definió a(n) en el test I.1.

• para el test III.2, los vectores h(n) y a(n) se definen sobre la misma base que en el test
III.1, con la diferencia de que ahora cada a(n) es vector en R3×1 y su inicialización a(0)
se toma de la definición de a(n) en el test I.2.

En la figura 5.2 se presentan realizaciones particulares de los vectores h(n) y a(n) utilizados
en cada uno de los 6 tests de simulación que acaban de describirse. Sólo en algunos casos, aquéllos
en los que el vector contiene parámetros deterministas (tests I.1 y I.2), se muestran los valores
exactos.
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Figura 5.2: Vectores de pesos h(n) y de coeficientes a(n) utilizados en los tests de simulación
descritos en la Sección 5.8.2. Los paneles (a) y (b) corresponden al test I.1, (c) y (d) al test I.2,
(e) y (f) al II.1, (g) y (h) al II.2, (i) y (j) al III.1 y (k) y (l) al III.2.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

Para cada uno de los tests de simulación, se evalúa la actuación de los métodos propuestos
(VL-KF, N-EKF y N-UKF) mediante la consideración de simulaciones de Monte Carlo. Para
ello, se define un número Nrea de realizaciones distintas de los datos generados a partir del modelo
(5.137). En esta tesis, se ha elegido Nrea=50. Para cada repetición j = 1, . . . , Nrea, se genera
una realización distinta de los vectores de parámetros, h(j)(n) y a(j)(n) (salvo en el caso de
parámetros deterministas, en donde h(j)(n) y a(j)(n) toman siempre el mismo valor para todas
las realizaciones), y se genera también una realización v(j)(n), n = 0, . . . , NT − 1, del ruido de

observación. Utilizando tales valores, se construye y
(j)
QT(n) de acuerdo con la expresión siguiente:

y
(j)
QT(n) =

(
a(j)(n)

)T
z
(j)
RR
(n) + v(j)(n) , (5.145)

donde z
(j)
RR
(n) contiene las potencias 0 a P de z

(j)
RR
(n), con z

(j)
RR
(n) =

(
h(j)(n)

)T
xRR(n).
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A partir de los datos y
(j)
QT(n) y del modelo planteado, se procede a obtener estimaciones

h(j)(n) y a(j)(n) utilizando cada uno de los métodos propuestos. Con los valores obtenidos, se
calcula el error cometido en la identificación de cada peso del filtro lineal y cada coeficiente del
polinomio de Taylor:

ε
(j)
hi
(n) = h

(j)
i (n)− ĥ

(j)
i (n) , i = 0, . . . , N − 1 , (5.146)

ε(j)ak (n) = a
(j)
k (n)− â

(j)
k (n) , k = 0, . . . , P . (5.147)

Considerando los errores calculados para todas las repeticiones de MC, podemos evaluar su
media y su varianza según las expresiones siguientes:

• la media se estima mediante

̂E {εhi(n)} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

ε
(j)
hi
(n) , i = 0, . . . , N − 1 , (5.148)

̂E {εak(n)} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

ε(j)ak (n) , k = 0, . . . , P , (5.149)

• la varianza se estima mediante

̂var {εhi(n)} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

(
ε
(j)
hi
(n) − ̂E {εhi(n)}

)2
, i = 0, . . . , N − 1 , (5.150)

̂var {εak(n)} =
1

Nrea

Nrea∑

j=1

(
ε(j)ak (n) −

̂E {εak(n)}
)2
, k = 0, . . . , P . (5.151)

Debe hacerse notar que los procedimientos recursivos empleados en el proceso de estimación
(KF, EKF ó UKF) proporcionan medidas de su propia evolución, pues además de calcular θ̂(n),
que es una estimación de la esperanza del estado θ(n) del sistema, también calculan Cεθ(n),
que es una estimación de la matriz de covarianza del error εθ(n) cometido en la estimación de
los parámetros. Sin embargo, dado que en las metodoloǵıas propuestas en esta tesis se añade un
paso final en cada iteración del filtro, en la cual se modifican las estimaciones para introducir
las restricciones deseadas, es necesario volver a calcular la media y la varianza del error a partir
de estas nuevas estimaciones.

5.8.3 Estimación del modelo con los métodos VL-KF, N-EKF y N-UKF

Los problemas inversos planteados en los tests de simulación descritos en el apartado anterior
se resuelven considerando en el proceso de estimación los mismos órdenes N y P utilizados para
simular los datos.

Los resultados para el test de simulación I.1 se muestran en la figura 5.3. La media estimada

del error en la identificación del primer peso del filtro lineal, ̂E{εh0(n)}, se presenta en la figura
5.3(a), calculada para cada uno de los métodos analizados. Puesto que en este test el orden
del segundo subsistema es P=1, las metodoloǵıas N-EKF y N-UKF proporcionan los mismos
resultados. Aśı, en la figura 5.3 se muestra en verde la actuación de VL-KF y en rosa la de N-
EKF y N-UKF. Debe observarse que, por ser el polinomio g de orden P=1, las aproximaciones
N-EKF y N-UKF coinciden también teóricamente con VL-KF. Sin embargo, el planteamiento
difiere debido a que el vector de parámetros estimado por los filtros es diferente en uno y otro caso.
Esto afecta a la estimación de las matrices de covarianza y justifica aśı las diferencias encontradas
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en los resultados obtenidos con el método VL-KF y los conseguidos con N-EKF y N-UKF. La

varianza estimada, ̂var {εh0(n)}, se utiliza para calcular la desviación estándar, que se presenta

en la figura 5.3(a) sumada y restada a los valores de ̂E {εh0(n)}. Los resultados correspondientes a
la identificación del último peso hN−1(n) se muestran en la figura 5.3(b). Puede apreciarse cómo
los tres métodos proporcionan resultados prácticamente idénticos, convergiendo a los verdaderos
valores de h0(n) y hN−1(n) utilizados en la simulación. Esta misma afirmación es válida para
la estimación de los restantes pesos intermedios, para los que se comprueba que la media del
error en su estimación queda siempre por debajo de 6∙10−3 y la varianza por debajo de 10−3. En
cuanto a la estimación de los coeficientes ak(n), k = 0, 1, del polinomio de Taylor g, se presentan
los resultados relativos a la media y desviación estándar del error en la figura 5.3(c) para a0(n)
y en la figura 5.3(d) para a1(n). Puede también comprobarse en este caso la convergencia de los
métodos propuestos a los valores de a0(n) y a1(n) utilizados en la simulación de los datos.
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Figura 5.3: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test I.1. En (c) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n) y εa1(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos
N-EKF y N-UKF.

(a) (b)

(c) (d)

Para el test I.2, los resultados se presentan en la figura 5.4. En este caso, el método VL-
KF se presenta en verde, N-EKF en celeste y N-UKF en rosa. En la figura 5.4(a) se muestra
la media y la desviación estándar del error correspondientes al peso h0(n), mientras que los
resultados para hN−1(n) se muestran en la figura 5.4(b). Para los restantes pesos hi(n), el
error presenta una media inferior a 0.019 y varianza inferior a 1.8∙10−4. Puede también en
este caso observarse un alto grado de coincidencia entre los valores a los que convergen las
estimaciones y los verdaderos valores hi(n) definidos en la simulación, siendo este resultado
aplicable a cualquiera de los tres métodos analizados. Los resultados de la estimación de los
coeficientes ak(n), k = 0, 1, 2, se presentan en las figura 5.4(c) y 5.4(d). Los tres métodos son
capaces de identificar tales coeficientes.

En el test II.1, puede afirmarse que los métodos propuestos son capaces de seguir las varia-
ciones temporales simuladas para los pesos hi(n) del filtro lineal a la vez que llevan a una rápida
convergencia en la identificación de los coeficientes de la función g. Esto se ilustra en la figura 5.5.
En las figuras 5.5(a) y 5.5(b), donde se muestran la media y desviación estándar de los errores
εh0(n) y εhN−1(n), respectivamente, puede apreciarse que los resultados proporcionados por el
método VL-KF son levemente mejores que los de N-EKF y N-UKF. En cuanto a los coeficientes
ak(n), k = 0, 1, los métodos propuestos convergen a los verdaderos valores teóricos, tal como
puede comprobarse a partir de las figuras 5.5(c) y 5.5(d).

Para el test II.2, los resultados relativos a la estimación de los pesos h0(n) y hN−1(n) se
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Figura 5.4: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test I.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n), εa1(n) y εa2(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.
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Figura 5.5: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test II.1. En (c) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n) y εa1(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos
N-EKF y N-UKF.
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presentan en las figuras 5.6(a) y 5.6(b). En este caso, el comportamiento del método VL-KF
está algo por debajo de los de los otros dos métodos, aunque resulta inapreciable a la vista de la
gráfica. El método N-UKF es sólo ligeramente mejor que N-EKF. Por otra parte, se muestran
en las figuras 5.6(c)–5.6(e) las medias y desviaciones estándar de los errores en la estimación de
los coeficientes ak(n), k = 0, 1, 2. Puede comprobarse que los tres métodos acaban convergiendo
a los valores verdaderos utilizados en la simulación de los datos.

El test III.1 confirma que los métodos propuestos son capaces de seguir a la vez variaciones
temporales lentas de la respuesta impulsional h(n) y del vector de coeficientes a(n) de la función
polinómica g, aunque en este caso los errores son mayores que en los anteriores tests. En las
figuras 5.7(a) y 5.7(b) se presentan los resultados relativos a la estimación de h(n) y en las figuras
5.7(c) y 5.7(d) los relativos a a(n). De los métodos testeados, el que proporciona una mejor
aproximación a los valores verdaderos utilizados para simular es VL-KF, si bien las diferencias
no son sustanciales.

Para el test III.2, los resultados se muestran en la figura 5.8. El método N-UKF es el que mejor
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Figura 5.6: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test II.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n), εa1(n) y εa2(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.
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Figura 5.7: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test III.1. En (c) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n) y εa1(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos
N-EKF y N-UKF.
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sigue las variaciones en el tiempo de los pesos del vector h(n), mientras que en la estimación de
los coeficientes del vector a(n) es más preciso VL-KF.

Como conclusión del estudio de simulación planteado en esta sección puede extraerse que,
para el tipo de variaciones de los parámetros que se han simulado, los tres métodos propuestos
(VL-KF, N-EKF y N-UKF) son capaces de realizar una buena estimación. En los casos en los que
el orden del segundo subsistema es P=2 se observa que el método N-UKF es ligeramente superior
al método N-EKF. A este respecto hay que señalar que cabŕıa esperar diferencias mayores entre
ambos métodos si se hubieran simulado funciones altamente no lineales. Los vectores h(n) y
a(n) que se han generado en cada uno de los seis tests diseñados toman valores dentro del rango
de los que pueden encontrarse en el análisis de la relación QT/RR sobre registros reales, que es
el propósito del estudio que se realiza en el Caṕıtulo 6. Considerando la actuación del método N-
UKF en el estudio de simulación propuesto y contrastándola con la de VL-KF, puede aseverarse
que, aun siendo ambos muy similares, se recomienda la utilización de VL-KF cuando el orden
del sistema es P=1, mientras que N-UKF resulta más apropiado cuando se trata de estimar
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Figura 5.8: En (a) y (b) se presentan media ± desviación estándar de los errores de estimación
εh0(n) y εhN-1(n), respectivamente, para el test III.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a εa0(n), εa1(n) y εa2(n), respectivamente. En cada una de las gráficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.

(a) (b)

(c) (d) (e)

sistemas de orden P=2, más si cabe teniendo en cuenta que el número de parámetros que deben
estimarse en este caso es sustancialmente menor si se utiliza N-UKF que si se opta por VL-KF.
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Caṕıtulo 6

Modelado QT/RR tiempo-variante.
Respuesta a cambios súbitos del
ritmo cardiaco

6.1 Objetivos

En este caṕıtulo se analiza dinámicamente la dependencia del intervalo QT respecto del intervalo
RR sobre registros ECG que presentan cambios muy marcados en el ritmo cardiaco. Los registros
se obtienen de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales. Cada uno
de estos cambios provoca una alteración muy sustancial de la frecuencia cardiaca, en algunas
ocasiones aumentándola y en otras disminuyéndola. Se dispone, por tanto, de un escenario
muy apropiado donde evaluar la respuesta de la repolarización. Para investigar la dependencia
QT/RR, se considera un modelo como el descrito en la Sección 5.2 (ver figura 5.1), que es capaz
de seguir la evolución temporal de la adaptación del intervalo QT a lo largo del registro. Además,
dado que el modelo propuesto es general, ya que no considera funciones espećıficas de la relación
entre el QT y el RR, el mismo modelo puede aplicarse también para estudiar la dependencia de
otros ı́ndices de la repolarización con respecto al ritmo cardiaco. En particular, en este estudio
analizamos también el ı́ndice Ta [148], que mide la amplitud de la onda T. Este ı́ndice, que ya
se describió en la Sección 2.4.6, es dependiente del ritmo cardiaco y sus valores se hacen cada
vez mayores según el ritmo se acelera, indicando aśı que la onda T se vuelve más alta [100]. El
interés de investigar los cambios en la morfoloǵıa de la onda T según vaŕıa el ritmo cardiaco ha
quedado puesto de manifiesto en diversos trabajos [100, 148], por lo que consideramos también
en nuestro estudio el análisis dinámico Ta/RR, además del ya mencionado análisis QT/RR.

A partir del modelo de la figura 5.1, se detallan los objetivos de este caṕıtulo tal como se
expone a continuación. En la descripción de cada uno de estos objetivos se hace referencia sólo
al intervalo QT , pero el mismo análisis se aplica también considerando como señal de salida del
sistema propuesto la serie de medidas de Ta : yTa(n), n = 0, . . . , NT − 1. Los objetivos son:

• Identificación, para cada registro analizado y cada instante temporal n, del perfil óptimo
de histéresis, que representa la dependencia del intervalo yQT(n) respecto de la historia
xRR(n) de intervalos RR previos. Este perfil viene dado por la respuesta impulsional h(n)
del subsistema lineal de la figura 5.1.

• Evaluación de la medida de RR promedio, zRR(n), n = 0, . . . , NT − 1, con la que se
relaciona de manera óptima cada intervalo QT , yQT(n), n = 0, . . . , NT − 1. Esta medida
se corresponde con la salida del subsistema lineal y es la entrada al subsistema no lineal
de la figura 5.1.
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• Cálculo de la función polinómica que modela la relación entre el intervalo QT y el intervalo
RR promedio, RR, en un entorno de cada medida RR. Esta función g (. , a(n)) es la
representada en el segundo subsistema de la figura 5.1.

• Investigación de las diferencias en la adaptación del intervalo QT ante aceleraciones y
deceleraciones del ritmo cardiaco.

6.2 Datos

6.2.1 Población de estudio

En este estudio se evalúan registros ECG de 33 sujetos sanos, todos ellos varones, con una media
de edad de 33.00±7.62 años. Los registros se recogieron en el hospital Saint George’s (Londres,
U.K.) y se grabaron mientras los sujetos segúıan un protocolo establecido de cambios posturales
(de posición supina a sentado, de sentado a levantado, . . .). Las duraciones de los registros oscilan
entre 50 minutos y 2 horas.

6.2.2 Medidas electrocardiográficas

Todos los registros analizados corresponden a ECGs continuos de 12 derivaciones digitalizados
con frecuencia de muestreo de 500 Hz. Para cada registro se selecciona la derivación que presenta
mayor relación señal a ruido y sobre ella se miden los ı́ndices RR, QT y Ta. Para llevar a cabo las
mediciones, se utiliza el sistema de delineación automática basado en la transformada wavelet
que se describe en [149]. Para eliminar posibles outliers de las series de RR, QT y Ta obtenidas, se
hace uso de un filtro MAD (Desviación Absoluta Media) [124]. Por último, las series se interpolan
con frecuencia de muestreo de 1 Hz y se filtran utilizando un filtro paso-bajo con frecuencia de
corte 0.05 Hz, de modo que se eliminan las componentes de baja y alta frecuencia debidas a las
influencias de las dos ramas (simpático y parasimpático) del SNA [125].

6.3 Análisis de la adaptación QT/RR y Ta/RR

6.3.1 Selección de los órdenes del modelo

Para investigar la adaptación latido a latido de los ı́ndices QT y Ta a los cambios en el ritmo
cardiaco se consideran las metodoloǵıas introducidas en las Secciones 5.6 y 5.7. La aplicación
de dichas metodoloǵıas para la identificación del sistema propuesto requiere, en primer lugar,
establecer el orden N del subsistema lineal, representado por h(n), y el orden P de la función
polinómica g (. , a(n)). En lo que sigue vemos cómo se eligen los valores de N y P en el análisis
de cada uno de los ı́ndices QT y Ta.

Intervalo QT : Para el orden N , una elección apropiada es N=50, tal como ya se justificó en
el Caṕıtulo 5 sobre la base de los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 4.

En cuanto al orden P del segundo subsistema, dado que en el análisis de registros reales sólo
puede valorarse la actuación de las distintas metodoloǵıas de estimación mediante el cálculo del
error a la salida del sistema, procedemos de la forma siguiente. Tomamos la serie xRR(n) como
señal de entrada al sistema y la serie yQT(n) como salida del mismo. Cada una de estas señales se
repite tres veces y, una vez realizado el procesado correspondiente, se considera el análisis sobre
la última repetición, evitando aśı considerar la parte transitoria inicial del algoritmo. A partir de
las señales de entrada y salida, procedemos a la estimación de los vectores de parámetros h(n)
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y a(n) considerando como posibles órdenes del subsistema no lineal P=1 ó 2. De acuerdo con
los resultados de las simulaciones presentados en la Sección 5.8, en el caso de P=1 utilizamos
la metodoloǵıa VL-KF, mientras que si P=2 empleamos N-UKF. Aplicando cada una de estas
dos metodoloǵıas, obtenemos las correspondientes señales estimadas a la salida del sistema, que
denotamos por ŷQT,P(n), donde P=1 ó 2. Evaluamos el error cuadrático medio a través de

εQT,P =

(
1

NT

NT−1∑

n=0

(yQT(n)− ŷQT,P(n))
2

) 1
2

. (6.1)

Los resultados del análisis muestran que las diferencias entre la utilización de P=1 y P=2 son
mı́nimas, quedando éstas siempre por debajo de 1 ms. En consecuencia, puede concluirse que
para modelar localmente la relación entre el intervalo QT y el intervalo RR, basta considerar
un desarrollo de Taylor de primer orden. La metodoloǵıa utilizada para el análisis es VL-KF.

Índice Ta: Para la determinación del orden N indicativo del tiempo de memoria del ı́ndice Ta
se realiza un estudio previo siguiendo los mismos pasos que se detallaron en las Secciones 4.3.1
y 4.3.2 para el intervalo QT . Procediendo de este modo sobre los registros de la base de datos
analizada en el presente caṕıtulo, comprobamos que el tiempo necesario para cubrir el 90% de
la adaptación de Ta es inferior a 1 minuto en todos los registros analizados excepto uno. Más
aún, observando los perfiles de adaptación obtenidos es posible apreciar que, al igual que ocurŕıa
con el intervalo QT , el proceso comprende dos fases claramente diferenciadas: una primera fase
de adaptación muy rápida y una segunda fase mucho más lenta que tarda bastante más tiempo
en completarse. En el caso de Ta, la fase rápida tiene lugar en menos de 10 s y con ella se cubre
más del 50% del proceso total de adaptación. En cualquier caso, para el análisis tiempo-variante
de la relación Ta/RR que se desarrolla en este caṕıtulo, se considera el mismo orden N=50 que
se utilizó para el intervalo QT y se espera corroborar que, efectivamente, la adaptación de Ta es
más rápida.

Con respecto al orden P del segundo subsistema, se calcula el error εTa,P de modo análogo
a como se hizo para el intervalo QT . Pueden ahora observarse mayores diferencias según que el
orden elegido para el segundo subsistema sea P=1 ó P=2. En particular, las diferencias entre
los dos órdenes son de entre 50 y 150 μV en la mayoŕıa de los registros analizados, siendo la
elección P=2 más favorable. Esto implica que, para modelar localmente la relación entre Ta y
RR, resulta más conveniente utilizar un polinomio cuadrático que uno lineal. La metodoloǵıa
N-UKF es, en este caso, la seleccionada para el análisis.

6.3.2 Promediado del RR con perfil individualizado dinámico

Con los valores establecidos en la sección anterior para los órdenes N y P del sistema que
modela la relación QT/RR y, análogamente, la relación Ta/RR, procedemos ahora a determinar
de manera individualizada el estado de dicho sistema a lo largo del tiempo de registro. La
metodoloǵıa de estimación empleada para tal fin es VL-KF en el caso del análisis QT/RR, y N-
UKF para el análisis Ta/RR. El uso de estas dos diferentes metodoloǵıas ha quedado justificado
en la Sección 6.3.1 y es consecuencia del orden P elegido como óptimo en cada uno de los casos.
Tal como se detalló en las Secciones 5.6 (para la metodoloǵıa VL-KF) y 5.7 (para N-UKF), está
garantizado que las soluciones ĥ(n) y â(n) obtenidas cumplen con las restricciones deseadas, por
lo que, en cada instante n, el vector ĥ(n) representa un verdadero perfil de histéresis en el que
se cuantifica porcentualmente la influencia que sobre el intervalo yQT(n) (análogamente yTa(n))
ejercen cada uno de los 50 intervalos RR que le preceden, contenidos en xRR(n). Asimismo, el
vector â(n) obtenido de la estimación proporciona la forma óptima de relacionar localmente el
intervalo QT , o el ı́ndice Ta, con la historia de intervalos RR previos, siendo tal relación lineal
en el caso de QT y cuadrática en el caso de Ta.
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6.3.3 Determinación de la memoria efectiva

A partir del perfil de pesos dinámico ĥ(n) derivado en la sección anterior, se propone una
medida cuantitativa del tiempo que requiere cada uno de los ı́ndices analizados, QT ó Ta, para
seguir los cambios que se producen en el ritmo cardiaco. Dicha medida, que se actualiza en cada
instante temporal n, se denota por LT90(n) y se calcula, para cada perfil ĥ(n), a partir del modelo
exponencial que lo aproxima. A este respecto cabe señalar que, en cada tiempo n, se dispone de
una tal aproximación exponencial, que es la que se utiliza cuando se incorpora la regularización
dinámica en las metodoloǵıas VL-KF y N-UKF (ver expresiones (5.97) y (5.133)). La definición
de LT90(n) considera que el modelo exponencial de aproximación, que se ha estimado a partir
de los N intervalos RR inmediatamente precedentes, puede extenderse hasta definir una curva
de 300 pesos, como las tratadas en el Caṕıtulo 4 para el análisis QT/RR tiempo-invariante.
Para esta curva, se calcula su suma acumulada y se determina la duración en segundos de la
ventana que cubre un 90% de la adaptación del intervalo QT y del ı́ndice Ta, respectivamente.
De esta forma, la medida dinámica LT90(n) también representa la duración de la ventana en la
que quedan recogidos todos aquellos ciclos cardiacos previos que tienen una influencia notable
sobre la medida de la repolarización correspondiente al instante n. Si el modelo exponencial se
expresa mediante:

ĥ−i (n) ≈ κ(n)α
i(n) , i = 0, . . . , N − 1 , (6.2)

consideramos su extensión hasta completar una longitud Ň=300:

ȟi(n) = κ̌(n)α
i(n) , i = 0, . . . , Ň − 1 , (6.3)

donde κ(n) en la expresión (6.2) y κ̌(n) en (6.3) son constantes de normalización. A continuación
definimos el vector ȟ que representa la suma acumulada de ȟ:

ȟi(n) =
Ň−1∑

j=i

ȟj(n) , i = 0, . . . , Ň − 1 . (6.4)

Estableciendo el umbral η=0.1, determinamos el primer ı́ndice i0 para el cual ȟi0(n) < η, resul-
tando:

i0 =
[
logα(n)

(
η + αŇ (n)(1− η)

)]
(6.5)

donde [.] denota la función parte entera. Puede observarse que para 0 < α(n) < 1 y Ň grande

(en este caso, Ň =300), se tiene que αŇ (n) es muy próximo a 0, por lo que puede aproximarse
i0 mediante:

i0 ≈
[
logα(n) η

]
=

[
ln η

lnα(n)

]

. (6.6)

La medida LT90(n) = i0, para i0 definido en (6.6), resulta sólo dependiente del valor de α(n) que
se determina en la iteración n del algoritmo adaptativo empleado para la estimación.

Esta medida del tiempo de adaptación supone una generalización para el análisis tiempo-
variante de la medida LT90 definida en la Sección 4.3.3 para el análisis tiempo-invariante. Puede
apreciarse que, dado que LT90(n), según se ha definido en este caṕıtulo, vaŕıa con n, resulta
ahora posible detectar aquellos episodios del registro donde la adaptación de la repolarización es
anormalmente lenta, si es que esto ocurre. Por tanto, desde el punto de vista cĺınico, se dispone
de una técnica con la cual evaluar posibles heterogeneidades temporales en la repolarización
ventricular.
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6.3.4 Relación QT/RR y Ta/RR en aceleraciones y deceleraciones del ritmo
cardiaco

En cada registro se evalúan los valores que toma la variable LT90(n) separadamente en periodos
de ritmo cardiaco estable e inestable. Espećıficamente, se considera la técnica descrita en la
Sección 4.3.5, mediante la cual se determinan aquellos segmentos del registro donde la serie de
RR presenta transiciones muy abruptas. Se denota por GDA al conjunto que contiene los ı́ndices
de cada uno de estos segmentos y se define nje como el instante final del segmento j-ésimo,
j ∈ GDA. Puesto que puede ser útil, desde el punto de vista cĺınico, distinguir las aceleraciones
de las deceleraciones del ritmo cardiaco, se considera la partición GDA = GD ∪ GA, donde GD
contiene los ı́ndices de episodios donde el ritmo cardiaco disminuye y GA aquéllos donde el
ritmo aumenta. Los cardinales de cada uno de estos tres conjuntos se denotan por JDA, JD y
JA, respectivamente. Se calcula el tiempo medio de adaptación en periodos de deceleración y
aceleración mediante:

sD =
1

JD

∑

j∈GD

LT90(n
j
e) , (6.7)

sA =
1

JA

∑

j∈GA

LT90(n
j
e) . (6.8)

Para poder establecer una comparación con el tiempo de adaptación medido en periodos de ritmo
cardiaco estable, se procede asimismo a determinar aquellos periodos del registro que presentan
tal condición. Para ello, se utiliza la misma técnica descrita en la Sección 4.3.5, pero en este caso
se seleccionan aquellos ı́ndices j de segmentos para los cuales σ2RR(j) < 0.5 σ

2
RR, garantizando

aśı que las variaciones del RR en tales segmentos son de magnitud muy pequeña. Se denota
por GS al conjunto de los ı́ndices seleccionados, con cardinal JS, y se evalúa el tiempo medio de
adaptación mediante:

sS =
1

JS

∑

j∈GS

LT90(n
j
e) , (6.9)

donde ahora nje indica el instante final de un segmento de ritmo estable.

En el caso de la relación QT/RR, que se ha comprobado que queda adecuadamente modelada
por un polinomio de Taylor de primer grado en un entorno de cada punto, resulta de interés
investigar las variaciones del coeficiente â1(n) con respecto a los valores de RR obtenidos a
la salida del subsistema lineal. La evaluación de dichas variaciones se lleva a cabo calculando
el coeficiente de correlación de Pearson entre â1(n) y zRR(n) separadamente en situaciones de
cambios abruptos del ritmo cardiaco (ρj , j ∈ GDA = GD ∪GA) y en situaciones de ritmo estable
(ρj , j ∈ GS). Los valores medios ρDA y ρS se calculan mediante:

ρDA =
1

JDA

∑

j∈GDA

ρj , ρS =
1

JS

∑

j∈GS

ρj . (6.10)

6.4 Resultados

6.4.1 Adaptación del QT a cambios en el RR

Seguimiento temporal de la histéresis: Con la metodoloǵıa utilizada en este caṕıtulo
es posible evaluar dinámicamente la dependencia del intervalo QT respecto de intervalos RR
previos. En la figura 6.1 se muestran, a modo de ejemplo, los resultados del análisis para uno de
los registros de la población de estudio descrita en 6.2.1. En las figuras 6.1(a) y 6.1(b) se presentan
las series de intervalos RR y QT correspondientes al registro analizado. En la figura 6.1(c) se
muestra la contribución de los 10 intervalos RR inmediatamente precedentes a cada medida de
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QT , que viene expresada a través de
9∑

i=0

hi(n). En la figura 6.1(d) se muestra la contribución

de los restantes intervalos RR contenidos en la ventana de duración N=50 segundos, esto es, se

representa
N−1∑

i=10

hi(n).

A partir de la observación de estas gráficas es posible apreciar diferencias en la adaptación
del intervalo QT según se trate de episodios de ritmo cardiaco estable o inestable. En particular,
puede comprobarse que, ante cambios bruscos en la frecuencia cardiaca, se hace más notable la
influencia de intervalos RR lejanos, lo que indica un mayor grado de memoria en la adaptación
del QT . Para profundizar más en este tipo de situaciones, se ha seleccionado un fragmento del
registro completo de la figura 6.1 caracterizado por contener una transición muy marcada del
ritmo cardiaco. Las series de RR y QT de tal fragmento se presentan en las gráficas 6.2(a) y
6.2(b), donde son claramente visibles los segmentos correspondientes a estabilidad, deceleración
y aceleración del ritmo. En la gráfica 6.2(c) se muestra el tiempo de adaptación del QT medido
según la variable LT90(n) descrita en la Sección 6.3.3. Puede observarse que, en algunos instantes,
LT90(n) alcanza valores cercanos a los dos minutos, especialmente tras producirse una deceleración

del ritmo. Junto con esta última gráfica se acompañan los perfiles de adaptación ĥ(n) extráıdos
para ciertos instantes representativos dentro del fragmento analizado. La velocidad de cáıda de
cada una de dichas curvas evidencia que la adaptación es más lenta en episodios de inestabilidad
del ritmo cardiaco y todav́ıa más tras una deceleración que tras una aceleración del mismo.

Seguimiento temporal de la regresión QT/RR: En las gráficas 6.1(e) y 6.1(f) se muestra
la evolución de los coeficientes â0(n) y â1(n) de la función polinómica g que modela la relación
entre QT y RR para el registro cuyas series se han mostrado como ejemplo en 6.1(a) y 6.1(b). Las
variaciones de la pendiente â1(n) reflejan cómo la relación QT/RR se hace más/menos acusada
al producirse una deceleración/aceleración en el ritmo cardiaco. Para el fragmento de registro
presentado en la figura 6.2, se muestran en los paneles 6.2(d), 6.2(e) y 6.2(f) tres dibujos en
los que el intervalo QT se enfrenta al intervalo RR, donde este último se ha calculado en cada
caso para un valor de N distinto. El primero de estos dibujos corresponde a N=1, el segundo a
N=30 y el tercero a N=50. En el primer caso (N=1), en el que sólo se considera la dependencia
del QT respecto del RR inmediatamente anterior, el ‘loop’ QT/RR es mucho más ancho que
en el segundo caso (N=30) y la diferencia es aún más pronunciada si se compara con el tercer
caso (N=50), para el cual el ‘loop’ prácticamente se ha cerrado. Este hecho nos da una idea de
la importancia de tener en cuenta el tiempo de adaptación del intervalo QT si desea darse una
expresión anaĺıtica de la relación entre QT y RR.

Comparación deceleraciones / aceleraciones / periodos estables del ritmo cariaco:
Los resultados cualitativos presentados para un determinado sujeto de la población de estu-
dio pueden cuantificarse para todos los sujetos examinados utilizando las variables sD, sA y
sS, que miden el tiempo medio de adaptación al final de periodos de deceleración, aceleración
y estabilidad de la frecuencia cardiaca, respectivamente. Si promediamos los valores de estas
variables entre todos los registros, se obtienen las siguientes medias y desviaciones estándar:
sD=48.40±25.70 s, sA=34.79±13.63 s y sS=27.38±15.14 s. El p-valor en la comparación de sD vs
sS es p=2.2∙10−4, mientras que el de sA vs sS es p=4.4∙10−2. Pueden apreciarse diferencias signi-
ficativas entre las tres condiciones evaluadas. Por otra parte, la forma de dependencia QT/RR
también presenta caracteŕısticas distintas según las condiciones en las que se lleva a cabo la
evaluación. Aśı, tras un cambio brusco en los valores de zRR(n), puede observarse un cambio
en la pendiente â1(n) del modelo lineal tiempo-variante que relaciona zRR(n) con yQT(n). Esto
queda reflejado a través de una elevada correlación ρDA encontrada para muchos de los registros
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â
1

Figura 6.1: En (a) y (b) se muestran las series de intervalos RR y QT de uno de los registros
analizados en este estudio. En (c) y (d) se presenta la evolución temporal de los pesos del filtro
lineal obtenidos a partir de las series mostradas en (a) y (b). En concreto, la figura (c) muestra
la contribución de los diez primeros pesos del subsistema lineal, mientras que la figura (d) recoge
la contribución de los restantes pesos hasta completar los 50 del filtro FIR lineal empleado. En
(e) y (f) se presenta la evolución temporal de los coeficientes de la no-linealidad obtenidos a
partir de las series de (a) y (b).
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Figura 6.2: Las gráficas (a) y (b) muestran las series de intervalos RR y QT de un segmento
seleccionado de la figura 6.1 que presenta un cambio notable en el ritmo cardiaco. Los ćırculos
indican los puntos seleccionados para el análisis posterior. La figura (c) representa el tiempo de
adaptación medido a través de la variable LT90(n) (definida en la Sección 6.3.3) para el segmento
considerado, aśı como los perfiles óptimos de pesos de la adaptación QT/RR correspondientes a
los puntos marcados con un ćırculo. En (d), (e) y (f) se muestra la no-linealidad en un entorno
de cada valor de RR para ciertos instantes alrededor de los puntos seleccionados. En la gráfica
(d) se considera un filtro lineal de orden N=1, en la gráfica (e) de orden N=30 y en la (f) de
orden N=50.
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analizados, siendo la media y desviación entre registros 0.62±0.23. En segmentos donde el ritmo
cardiaco se muestra estable, la correlación ρS resulta significativamente menor, siendo su media
y desviación entre registros 0.32±0.41. El p-valor en la comparación ρDA vs ρS es p=8.3∙10−4.

6.4.2 Adaptación del Ta a cambios en el RR

Seguimiento temporal de la histéresis: En la figura 6.3 se muestran los resultados del
análisis Ta/RR para el mismo registro que se presentó en la figura 6.1. En 6.3(a) y 6.3(b) se
presentan las series de RR y Ta, mientras que en 6.3(c) y 6.3(d) se presentan las contribuciones
de los primeros y de los últimos intervalos RR en la determinación de cada medida de Ta. Los
resultados obtenidos en este caso están en la misma ĺınea que los encontrados para el análisis
del intervalo QT . Sin embargo, puede apreciarse cómo la adaptación de Ta es más rápida que la
del QT , quedando reducido el efecto de memoria a tan sólo unos pocos segundos. Se considera
también ahora el análisis de un fragmento del registro con un cambio muy marcado del ritmo
cardiaco y se presenta para este fragmento el tiempo de adaptación LT90(n), aśı como los perfiles
de adaptación Ta/RR evaluados en determinados instantes (ver figura 6.4). Puede comprobarse
que el valor máximo alcanzado por LT90(n) es ahora inferior a medio minuto, en contraste con los
casi dos minutos alcanzados en el caso del intervalo QT . Esto se refleja en perfiles de adaptación
con cáıda muy rápida, incluso tras un cambio abrupto en el RR.

Seguimiento temporal de la regresión Ta/RR: En las gráficas 6.3(e), 6.3(f) y 6.3(g) se
muestra la evolución de los coeficientes â0(n), â1(n) y â2(n), respectivamente, a lo largo del
tiempo de registro. Puede observarse cómo estos coeficientes cambian súbitamente de valor al
producirse una alteración sustancial del ritmo cardiaco. No obstante, dado que ahora la función
utilizada para relacionar Ta y RR es un polinomio de orden 2, no resulta evidente evaluar si tal
relación se hace más o menos acusada con las aceleraciones o deceleraciones del ritmo, ya que
es necesario considerar la contribución conjunta de â1(n) y â2(n).

Comparación deceleraciones / aceleraciones / periodos estables del ritmo cariaco:
El análisis Ta/RR arroja los siguientes resultados relativos al tiempo medio de adaptación evalua-
dos en periodos de deceleración, aceleración y estabilidad del ritmo cardiaco: sD=19.52±7.53s,
sA=20.29±10.43s y sS=19.54±8.61s. El p-valor en la comparación sD vs sS es p=0.99 y para
sA vs sS es p=0.76. En este caso no existen diferencias significativas entre las tres condiciones
evaluadas.

6.5 Discusión

6.5.1 Interpretación de resultados y relación con estudios previos

Tiempo y perfil de la adaptación: El análisis dinámico de la relación QT/RR llevado a
cabo en este caṕıtulo ha permitido comprobar que el intervalo QT presenta distintas respuestas
ante cambios en el ritmo cardiaco en función de la forma de dichos cambios. Cuando se produce
una deceleración en el ritmo cardiaco inducida por un cambio postural forzado, se observa que
la adaptación del intervalo QT es considerablemente más lenta que cuando se produce una
aceleración. Este resultado, que en algunos casos es evidente a partir de la observación de las
series de intervalos QT y RR, queda cuantificado en nuestro estudio a partir de la variable LT90(n),
a través de la cual puede realizarse un análisis automatizado de la adaptación con vistas a la
posterior aplicación cĺınica. La razón que puede explicar las diferentes respuestas del intervalo
QT ante cambios en el ritmo cardiaco es que, en el caso de las aceleraciones, el intervalo QT
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Caṕıtulo 6. Modelado QT/RR tiempo-variante. Respuesta a cambios súbitos del
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â
0

1.9

1.5

1.7

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo (min)

â
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Figura 6.3: En (a) y (b) se muestran las series de intervalos RR y Ta de uno de los registros
analizados en este estudio. En (c) y (d) se presenta la evolución temporal de los pesos del filtro
lineal obtenidos a partir de las series mostradas en (a) y (b). En concreto, la figura (c) muestra
la contribución de los diez primeros pesos del subsistema lineal, mientras que la figura (d) recoge
la contribución de los restantes pesos del filtro FIR lineal empleado. En (e), (f) y (g) se presenta
la evolución temporal de los coeficientes de la no-linealidad.
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Figura 6.4: Las gráficas (a) y (b) muestran las series de intervalos RR y Ta de un segmento
seleccionado de la figura 6.3 que presenta un cambio notable en el ritmo cardiaco. Los ćırculos
indican los puntos seleccionados para el análisis posterior. La figura (c) representa el tiempo de
adaptación medido a través de la variable LT90(n) (definida en la Sección 6.3.3) para el segmento
considerado, aśı como los perfiles óptimos de pesos de la adaptación Ta/RR correspondientes a
los puntos marcados con un ćırculo.
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debe adaptarse tan rápido como sea necesario para evitar el solapamiento entre latidos. Sin
embargo, en el caso de las deceleraciones, no existe ningún mecanismo que fuerce la velocidad
de adaptación de la repolarización, por lo que ésta puede tardar más tiempo en completarse.
Asimismo, se ha observado en este estudio que en periodos donde el ritmo se muestra estable,
el retardo en la respuesta del QT es significativamente menor que en los episodios de cambios
notables.

Los resultados obtenidos en este caṕıtulo a partir de la investigación sobre registros de
cambios posturales se han contrastado con los descritos en el Caṕıtulo 4 cuando se analizó la
dependencia QT/RR sobre registros de pacientes post-infarto de miocardio. En el Caṕıtulo 4 se
concluyó que el tiempo medio de respuesta del intervalo QT ante cambios muy marcados en el
ritmo cardiaco era superior a los 2.5 minutos. En el análisis realizado en el presente caṕıtulo sobre
sujetos sanos realizando una serie de cambios posturales se ha comprobado que el tiempo medio
de adaptación del intervalo QT tras una aceleración brusca del ritmo cardiaco es de algo más
de medio minuto, mientras que tras una deceleración se requiere casi un minuto. Debe notarse
que los tiempos de adaptación obtenidos del análisis dinámico llevado a cabo sobre registros de
sujetos sanos son considerablemente inferiores a los encontrados sobre pacientes post-infarto, lo
cual responde a la idea intuitiva de que el deterioro en la fisioloǵıa cardiaca se corresponde con
una respuesta más lenta de la repolarización ante cambios en el ritmo cardiaco. La ventaja de la
metodoloǵıa dinámica utilizada en este caṕıtulo es que puede evaluarse la dependencia QT/RR
a lo largo del registro, por lo que pueden detectarse heterogeneidades en la adaptación ante
determinados cambios de ritmo, aunque el tiempo medio de respuesta se encuentre dentro de
unos ĺımites normales. Asimismo, los resultados de nuestro estudio guardan también una estrecha
relación con los presentados en [74], donde se evalúa la histéresis del intervalo QT en respuesta a
cambios en el RR controlados por marcapaseado ventricular. En dicho estudio se describe que el
tiempo requerido por el QT para completar el 90% de su adaptación es de 2.27 minutos cuando
el ritmo cardiaco aumenta y de 3.15 minutos cuando disminuye, encontrándose que tales tiempos
son independientes de la magnitud de cambio (entre 20 y 60 lpm) y del nivel inicial del ritmo a
partir del cual se produce el cambio. Las conclusiones de nuestra investigación expuestas en la
Sección 6.4.1 están en la misma ĺınea de estos resultados en lo referente a las diferencias en los
tiempos de respuesta frente a aceleraciones o deceleraciones del ritmo cardiaco. Es importante
señalar que, aunque el entorno en el que se lleva a cabo el análisis en [74] es claramente diferente
al de nuestro estudio, en ambos trabajos se ha tratado de considerar exclusivamente la relación
entre QT y RR, minimizando la influencia de otros factores fisiológicos sobre el intervalo QT (en
[74] a través del control por marcapaseado ventricular y en nuestro estudio filtrando las series
de RR y QT para eliminar las componentes de baja y alta frecuencia debidas a la actividad
simpática y parasimpática del SNA).

En cuanto al ı́ndice Ta, los resultados presentados en la Sección 6.4.2 indican que la adaptación
es considerablemente más rápida que la del intervalo QT . Existen trabajos en la literatura en los
que se cuantifican las variaciones de Ta en relación al ritmo cardiaco [99, 100], pero en ninguno
de ellos se evalúa la dependencia de este ı́ndice con respecto a otros ciclos cardiacos previos más
allá del inmediatamente anterior.

Modelado local de la relación entre la repolarización y el ritmo cardiaco: Teniendo
en cuenta la influencia de la historia de intervalos RR previos sobre cada medida de QT , se
dispone de la serie RR en la que se ha compensado el efecto del retardo en la adaptación de
la repolarización. En este estudio se ha encontrado que la relación entre el QT y esta medida
RR puede modelarse localmente por un polinomio de Taylor de grado 1. La consideración de
polinomios de grado superior no reduce apenas el residuo del ajuste QT/RR, por lo que puede
concluirse que tal relación es esencialmente lineal en un entorno de cada medida RR. Aunque
en diversos trabajos [104] se ha cuestionado la asunción de linealidad de la relación entre los
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intervalos QT y RR, debe observarse que en nuestro estudio la función de regresión g se considera
variante en el tiempo, por lo que su carácter lineal sólo se refiere a pequeños entornos en los que se
realiza el ajuste de los datos y no al registro completo. La consideración de que la pendiente â1(n)
pueda variar en el tiempo ha permitido comprobar que sus cambios están altamente correlados
con los cambios en RR. Esto conlleva que para ritmos cardiacos decrecientes la relación entre
QT y RR se vuelva más acusada (mayor tasa de variación relativa) que para ritmos cardiacos
crecientes.

En el caso del ı́ndice Ta, existen diferencias más significativas según que el orden de la función
g utilizada para modelar la relación Ta/RR sea P=1 ó P=2. En este caso, no es posible concluir
que la utilización de funciones lineales es suficiente para modelar localmente tal relación.

6.5.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

Como ya se puso de manifiesto en la Sección 4.6.2, la medición del intervalo QT es siempre
una tarea problemática dada la dificultad de determinar con precisión el final de la onda T. La
metodoloǵıa que hemos utilizado para delinear los registros de nuestra población de estudio es
la que se describe en [149], que ha sido validada en bases de datos anotadas, confirmando sus
buenas prestaciones. Además, para evitar que posibles medidas erróneas proporcionadas por el
delineador afecten al análisis posterior, se ha aplicado un método que rechaza todos aquellos
valores que pueden considerarse outliers, tal como se describe en 6.2.2.

La aplicación de los filtros de tipo Kalman (KF, EKF, UKF) conlleva la descripción de las
matrices de covarianza de los ruidos de proceso y de observación, que en este estudio se han
denotado por Q(n) y σ2v(n). En la práctica, no suele tenerse conocimiento de estas matrices,
como sucede en nuestra aplicación para el análisis de la relación QT/RR, por lo que se hace
necesario estimar sus valores para poder ser utilizados en la implementación del filtro. En este
estudio hemos desarrollado un método, basado en la autocorrelación del vector de estado, que nos
permite llevar a cabo tal estimación. Otros métodos han sido propuestos en la literatura para tal
efecto [150,151,152], aunque algunos de ellos se han aplicado sólo para representaciones estado-
espacio lineales y otros requieren hacer asunciones tales como que las matrices de covarianza se
mantengan constantes a lo largo del tiempo. A este respecto cabe señalar que siempre que el
modelo de proceso utilizado para representar la evolución del sistema sea un modelo ‘random-
walk’ y la matriz de covarianza Q(n) del ruido de proceso sea constante, ocurre que la varianza
de cada componente del vector de estado crece con el tiempo n. De hecho, para n → +∞, la
varianza creceŕıa hacia infinito. Sin embargo, es cierto que para periodos de tiempo limitados
y si la varianza del ruido de proceso es pequeña, tal efecto de crecimiento es prácticamente
inapreciable, tal como sucede en los ejemplos de simulación propuestos en el Caṕıtulo 5. Dichos
ejemplos fueron diseñados de forma que en ellos se simulan tipos de variaciones de los parámetros
que pueden darse en situaciones reales cuando se analiza la dependencia QT/RR. Los resultados
de las simulaciones realizadas apoyan la conveniencia de la metodoloǵıa empleada para el análisis
de registros reales que se ha desarrollado en este caṕıtulo.

La metodoloǵıa dinámica para la caracterización de la adaptación latido a latido del intervalo
QT se ha aplicado sólo sobre registros de cambios posturales. Aunque este tipo de registros
suponen un modelo muy adecuado donde investigar la respuesta de la repolarización a los cambios
en el ritmo cardiaco, el objetivo final es utilizar esta metodoloǵıa sobre la base de datos EMIAT
descrita en la Sección 4.2.2. Con ello se pretende comprobar si el análisis dinámico es capaz
de mejorar los resultados de estratificación de riesgo descritos en el Caṕıtulo 4. El hecho de
que el análisis latido a latido permita detectar heterogeneidades en la adaptación, aunque éstas
sucedan sólo en determinados instantes del registro, sugiere que dicha mejora puede alcanzarse.
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Caṕıtulo 7

Análisis de amplitudes, pendientes y
alta frecuencia del QRS

7.1 Introducción

El objeto de nuestra investigación es ahondar en el estudio de los cambios inducidos por la is-
quemia en el periodo de depolarización ventricular. Como ya se ha comentado en la Sección ??,
distintos trabajos han documentado alteraciones en las componentes de alta frecuencia del com-
plejo QRS durante episodios isquémicos. Sin embargo, los parámetros propuestos en la literatura
para cuantificar tal información presentan el inconveniente de que o bien adolecen de capacidad
para distinguir ente sujetos sanos y pacientes con enfermedad coronaria o bien no tienen una
interpretación clara del fenómeno fisiológico que representan. Es por ello que en nuestro trabajo
nos proponemos profundizar en esta cuestión con el objetivo de proporcionar marcadores que,
por una parte, sean capaces de reflejar tales cambios isquémicos y, a la vez, sean útiles en el
diagnóstico cĺınico.

Es conocido que, en una fase avanzada de la isquemia, las propiedades electrofisiológicas de
las células de los ventŕıculos se ven sustancialmente alteradas, reduciéndose tanto la velocidad
de la fase 0 como la amplitud de sus potenciales de acción debido a un aumento en el nivel
de potasio del espacio extracelular [153, 154, 155]. Tales modificaciones a nivel celular pueden
manifestarse en el ECG de superficie a través de un ensanchamiento del QRS y un decrecimien-
to de su amplitud. En concordancia con esto, hipotetizamos en esta tesis que la evaluación de
las pendientes de subida y de bajada del QRS puede proporcionar indicadores sensibles de las
alteraciones inducidas por la isquemia. Esta aproximación que proponemos evita los problemas
asociados con el filtrado, que distorsiona la señal y puede enmascarar la verdadera naturaleza de
las componentes de alta frecuencia del QRS. Además, el hecho de que los ı́ndices de pendiente
que aqúı se proponen no requieran que se realice un promediado de la señal para su evaluación,
sino que se miden directamente sobre cada latido del ECG estándar, sugiere que las medidas
proporcionadas pueden ser más robustas. Para investigar esta cuestión, medimos las pendientes
del QRS y su contenido de alta frecuencia en registros grabados antes y después de una inter-
vención de angioplastia coronaria transluminal percutánea (PTCA). Asimismo, para completar
el estudio, proponemos también calcular las amplitudes de cada una de las ondas que componen
el complejo QRS. Todos estos ı́ndices, aśı como otros ı́ndices tradicionales derivados del ECG,
entre los que se encuentra la anchura del QRS, se comparan entre śı con el objetivo de deter-
minar cuál de ellos muestra una mayor capacidad para la detección de la isquemia. Junto con
el análisis de registros reales se lleva a cabo también un estudio de simulación para tratar de
explicar los cambios observados como consecuencia de la oclusión coronaria.
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7.2 Preprocesado

Previo a la evaluación de los distintos ı́ndices a partir de la señal ECG, se realiza un preprocesado
de la misma que incluye: detección de QRS, con el fin de determinar el tiempo de ocurrencia
de los distintos latidos, y posterior selección de latidos considerados como normales, utilizando
para ello el método que se describe en [156]; atenuación de las variaciones de ĺınea de base
mediante la técnica de interpolación con ‘splines’ cúbicas [157]; y, finalmente, delineación de las
ondas del electrocardiograma usando el método que se propone en [149], validado en bases de
datos anotadas. En lo que sigue, denotamos por xi(n), n = 0, . . . ,N− 1, al latido i-ésimo de la
derivación bajo análisis.

Los ı́ndices que miden las pendientes y las amplitudes del complejo QRS, aśı como el resto de
ı́ndices locales que se evalúan en este estudio, pueden calcularse directamente sobre cada latido
de la señal ECG estándar. Sin embargo, los ı́ndices de alta frecuencia del QRS requieren de
un promediado que garantice que la medición se realiza en condiciones de bajo nivel de ruido.
Antes de promediar distintos latidos es necesario proceder al alineamiento de los mismos para
evitar la distorsión en la señal resultante del promediado. En este estudio, el alineamiento se
lleva a cabo desplazando cada latido individual el número de muestras necesario para conseguir
la máxima correlación cruzada con un latido patrón. El patrón se construye tal como se describe
a continuación. Inicialmente se toma el primer complejo QRS del registro como latido patrón.
Si la correlación cruzada entre el patrón y el segundo QRS del registro es mayor de 0.97 (para
el desplazamiento con el que se alcanza el máximo valor), entonces los dos primeros latidos se
promedian para construir un mejor patrón. En caso de no superar el umbral, se descarta el primer
latido y se utiliza el segundo como patrón. Este procedimiento se repite hasta encontrar diez
latidos consecutivos con correlación cruzada entre ellos superior a 0.97. El promediado de estos
diez latidos define el patrón, con el cual se van comparando cada uno de los latidos posteriores
del registro. Para aceptar uno de tales latidos individuales de modo que entre a formar parte de
los que se utilizan en la definición de la señal promediada se sigue el criterio de que la correlación
cruzada con el patrón quede por encima de 0.97.

Para el registro de control, se lleva a cabo el promediado en bloques de 10 segundos sin
solapamiento entre ellos y la forma de promediar es la estándar (esto es, se les asigna el mismo
peso a todos los latidos del segmento). El latido promedio resultante se denota por xj(n), donde
j indica el ı́ndice del bloque.

Para el registro de PTCA, se utiliza un promediado exponencial que permite seguir los
cambios morfológicos de la señal ECG durante la oclusión coronaria a la vez que reduce el nivel
de ruido. El latido xi(n) resultante del promediado exponencial se obtiene de acuerdo con la
expresión

xi(n) = (1− αi) xi−1(n) + αi xi(n) , (7.1)

donde el peso αi se define inversamente proporcional al nivel de ruido de xi(n). Este nivel de
ruido se calcula a partir del valor RMS de la señal que resulta de filtrar paso-banda (150–250
Hz) el latido xi(n) en el intervalo de 100 ms de duración que tiene su inicio 100 ms después
del final del complejo QRS. De entre todos los latidos promedio construidos según (7.1), se
selecciona para el análisis posterior uno tomado cada 10 segundos desde el inicio de la oclusión.
A cada uno de los latidos seleccionados se le denota por xj(n), con j el ı́ndice correspondiente.
Aquellas derivaciones para las cuales no es posible obtener un latido promedio en los últimos 30
segundos de inflado (debido a una pobre correlación con el patrón) se descartan para el análisis
subsiguiente.

Una vez que se dispone de los latidos promedio correspondientes al registro de control y al
de PTCA, se calcula el nivel de ruido de cada uno de éstos utilizando la misma definición que
se ha dado en el párrafo anterior cuando se evaluaba el ruido sobre los latidos individuales del
registro. Se proponen dos criterios distintos para el rechazo de derivaciones consideradas como
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ruidosas: el primer criterio elimina derivaciones para las que el nivel de ruido medido al final de
la oclusión es superior a 0.75 μV; el segundo criterio las elimina si la diferencia entre el nivel de
ruido medido durante el control y al final de la oclusión es mayor de 0.35 μV.

7.3 Índices analizados

7.3.1 Amplitudes del QRS (Qa, Ra y Sa)

Sobre cada latido de cada derivación de la señal ECG preprocesada se miden las amplitudes
de las ondas Q, R y S, que denotamos por Qa, Ra y Sa, respectivamente. Estas medidas se
determinan utilizando el delineador [149].

7.3.2 Pendientes del QRS (IUS e IDS)

Otros dos ı́ndices que proponemos en este estudio para cuantificar cambios isquémicos en el
QRS, también medidos sobre cada latido individual, son los siguientes:

• IUS: pendiente de subida del complejo QRS.

• IDS: pendiente de bajada del complejo QRS.

Para el cálculo de IUS e IDS se aplica un procedimiento en tres etapas. Primero, se determinan
las localizaciones temporales de los picos de las ondas Q, R y S utilizando [149]. Estas posiciones
se denotan por nQ, nR, y nS, respectivamente. Para aquellos latidos en los cuales el delineador es
capaz de proporcionar el valor de nR pero no puede determinar nQ ó nS, se realiza una segunda
búsqueda. En el caso de la onda Q se examina el intervalo que cubre desde 2 ms después del
inicio del QRS hasta 2 ms antes de nR y se identifica nQ como el instante temporal asociado
con la amplitud más baja de la señal en dicho intervalo. Análogamente, nS se determina a partir
del intervalo que comienza 2 ms después de nR y termina 2 ms antes del final del QRS. Debe
hacerse notar que la determinación de nQ, nR, y nS no es un punto cŕıtico en la medición de las
pendientes, ya que tales posiciones sólo se utilizan para delimitar el intervalo sobre el cual se
evalúan las pendientes.

El segundo paso en el cálculo de IUS e IDS es la determinación del instante nU asociado con
la máxima pendiente de la señal ECG entre nQ y nR (esto es, el máximo global de la derivada
entre nQ y nR) y, análogamente, del instante nD que lleva a mı́nima pendiente entre nR y nS.

Finalmente, se ajustan un par de rectas, siguiendo el criterio de mı́nimos cuadrados, a la
señal ECG en ventanas de 15 ms de duración centradas alrededor de nU y nD, respectivamente;
las pendientes resultantes se denotan por IUS e IDS. En la figura 7.1 se muestra un ejemplo del
procedimiento que acaba de describirse.

7.3.3 Índices de alta frecuencia (IHF (f0,f1))

Se consideran en esta tesis ı́ndices de alta frecuencia que miden la enerǵıa de la señal ECG en
bandas frecuenciales por encima de 50 Hz. Cada uno de los ı́ndices considerados se denota por
IHF (f0,f1) y se determina, para cada latido promedio, a partir de la señal que resulta de filtrar
paso-banda el latido utilizando un filtro de Butterworth con banda de paso entre f0 y f1 Hz.
En cada caso, el filtrado que se requiere para la definición de IHF (f0,f1) se realiza procesando la
señal tanto hacia delante (forward) como hacia atrás (backward) para evitar la distorsión en la
fase.
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Figura 7.1: Latido patrón utilizado en el estudio de simulación. La gráfica muestra asimismo la
forma de medir la pendiente de subida IUS y la pendiente de bajada IDS del complejo QRS.

Con todo ello, se define el ı́ndice IHF (f0,f1) como el valor RMS de la señal filtrada (f0–f1 Hz)
calculado en el periodo temporal comprendido por el complejo QRS, donde el inicio y el final
del mismo se identifican a partir del latido promedio sin filtrar utilizando el delineador descrito
en [149]. En este estudio medimos IHF (f0,f1) para diferentes valores de f0 tomados entre 50 y
250 Hz cada 25 Hz y valores de f1 que van desde 100 hasta 300 Hz también tomados cada 25
Hz. El ı́ndice IHF (150, 250) es el habitualmente empleado en la literatura [158,159,160].

7.3.4 Otros ı́ndices locales del ECG

Consideramos también en este estudio varios ı́ndices, tradicionalmente utilizados para el diag-
nóstico cĺınico, que se miden en un punto espećıfico del ECG o a partir de dos puntos si se trata
de duraciones de intervalos. Estos ı́ndices se evalúan sobre cada latido de cada derivación del
registro. Entre los ı́ndices considerados se encuentran los siguientes:

• QRSd, que mide la duración del complejo QRS.

• QT , que representa la duración del intervalo QT .

• ST , que mide el nivel del segmento ST y se estima como la diferencia entre la amplitud
de la señal medida 60 ms tras el final del QRS y la amplitud promedio de la señal en un
segmento isoeléctrico de 10 ms que cubre hasta 15 ms antes del inicio del QRS.

• Ta, que representa la amplitud del máximo de la onda T, o mı́nimo si se trata de una
onda invertida. Se calcula como la diferencia entre la amplitud máxima (o mı́nima) y la
amplitud medida en el segmento isoeléctrico descrito anteriormente.

• Tp, que indica la posición del pico de la onda T respecto del punto fiducial del complejo
QRS.

7.4 Cuantificación de cambios isquémicos

En este estudio proponemos caracterizar la capacidad de un cierto ı́ndice I para seguir los
cambios inducidos por la isquemia haciendo uso del parámetro RI , que se definió originalmente
en [161]. Este parámetro se define como el cociente entre el cambio observado durante el registro
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de PTCA, que denotamos por ΔI(tj), y las fluctuaciones normales del ı́ndice observadas durante
el registro de control, que se miden a través de la desviación estándar σI :

RI(tj) =
ΔI(tj)

σI
. (7.2)

El cambio ΔI(tj) se calcula ajustando por Mı́nimos Cuadrados un polinomio lineal a los valores
de I desde el comienzo de la oclusión (esto es, t=0) hasta t=tj , donde los instantes temporales
tj se toman en incrementos de 10 s desde t=0. Esta estrategia de ajuste reduce el efecto que
pudieran tener sobre ΔI medidas del ı́ndice I consideradas como outliers. En nuestro trabajo,
el parámetro RI se calcula para cada uno de los ı́ndices en el conjunto siguiente: {Qa, Ra, Sa,
IUS, IDS, IHF (f0,f1), QRSd, QT , ST , Ta, Tp}.

7.5 Datos reales

La población de estudio está constituida por 108 pacientes de la base de datos STAFF-III,
sometidos a una intervención de PTCA en una de sus arterias coronarias principales [158, 161].
Todos los registros se grabaron en el Charleston Area Medical Center (West Virginia, USA). Del
grupo total de pacientes, 25 fueron excluidos para el análisis posterior por uno de los motivos
siguientes: tuvieron taquicardia ventricular, sufrieron un procedimiento de emergencia durante
la intervención o presentaron pérdida de señal durante la adquisición del ECG. Para los 83
pacientes (55 hombres, 28 mujeres) que forman parte de nuestro estudio, la localización de las
oclusiones se distribuye de la siguiente forma: arteria descendente anterior izquierda (LAD) en
27 pacientes, arteria coronaria derecha (RCA) en 38 pacientes y arteria cincunfleja izquierda
(LCX) en 18 pacientes.

Se registraron nueve derivaciones estándar (V1–V6, I, II y III) utilizando un equipo de
Siemens-Elema AB (Solna, Suecia). Estas derivaciones fueron digitalizadas con una frecuencia
de muestreo de 1 kHz y una resolución en amplitud de 0.6 μV. Se generaron, además, derivaciones
aumentadas aVR, aVL y aVF a partir de las bipolares (I, II y III), de modo que el análisis puede
llevarse a cabo sobre las doce derivaciones estándar.

Para cada paciente, se analizan dos electrocardiogramas: el ECG de control, grabado justo
antes de la oclusión coronaria, y el ECG de PTCA, grabado durante la oclusión. La duración
del registro de control es de alrededor de 5 minutos, mientras que el ECG de PTCA tiene una
duración que oscila desde 1 min 30 s hasta 7 min 17 s, con una media de 4 min 26 s. Debe
notarse que el periodo de oclusión es considerablemente más largo que el de los procedimientos
de PTCA habituales, ya que el protocolo consistió en una única oclusión prolongada en lugar
de una serie de oclusiones breves.

7.6 Datos simulados

En este trabajo se han diseñado varios tests en los que se simulan cambios en el complejo
QRS con el objetivo de evaluar la actuación de IUS e IDS y contrastarla con la de IHF (150, 250).
Hemos elegido estos tres ı́ndices porque en la literatura se ha sugerido que IHF (150, 250) es un
muy buen marcador de los cambios isquémicos ocurridos en el ECG como consecuencia de la
oclusión coronaria producida por PTCA, atribuyéndose tales cambios a una ralentización de la
velocidad de conducción en el miocardio [158, 162]. En nuestro estudio partimos de la hipótesis
de que los mismos mecanismos que causan tal ralentización pueden también ser responsables de
la reducción en las pendientes del QRS. Es por ello que consideramos de interés analizar cuáles
son los cambios en el QRS que hacen que se modifiquen los ı́ndices IUS, IDS e IHF (150, 250) y
estudiar en qué medida tienen lugar tales modificaciones.



168 Caṕıtulo 7. Análisis de amplitudes, pendientes y alta frecuencia del QRS

Todos los cambios que simulamos se generan aplicando transformaciones sucesivas a un
complejo QRS patrón, que se obtiene de promediar varios latidos alineados correspondientes a
un periodo de 10 s de uno de los registros de control considerados en el estudio. El registro se
ha elegido porque presenta una SNR alta y todos los latidos del periodo de 10 s seleccionado
tienen entre śı una elevada correlación (superior a 0.97). El complejo QRS promedio, que se
muestra en la figura 7.1, se utiliza como patrón para todos los tests de simulación y se denota
por xT(n), n = 0, . . . ,N− 1.

Tomando el QRS patrón como punto de partida, se proponen cinco tests diferentes. Cada
uno de los tests comienza con un periodo de control al que le sigue un periodo de cambio que
intenta reproducir la fase de oclusión coronaria. El periodo de control, que es común a los cinco
tests, se define mediante una sucesión de Lc = 100 complejos QRS, cada uno de los cuales se
denota por xi(n), i = 1, . . . , Lc. La forma de construir xi(n) es añadiendo al patrón xT(n) una
señal vi(n) obtenida de un latido particular:

xi(n) = xT(n) + vi(n) , i = 1, . . . , Lc . (7.3)

El mismo registro utilizado para generar el patrón se considera también para extraer las señales
vi(n) como resultado de restar a cada complejo QRS individual el correspondiente complejo
QRS promedio. Estos QRS promedio que se restan se calculan en bloques de 10 s, tal como se
describió en la Sección 7.2. Puesto que la señal vi(n) puede tener una duración diferente a la del
patrón xT(n), antes de realizar la suma en la expresión (7.3), se procede a recortar o ensanchar
vi(n) mediante interpolación lineal. Por la forma en que se han simulado los complejos xi(n) del
periodo de control, puede observarse que la variabilidad introducida en dicho periodo es similar
a la de los registros ECG reales grabados antes de la angioplastia.

A continuación se describen los periodos de transformación de cada uno de los cinco tests
propuestos en este estudio. En cada uno de ellos, se crea una secuencia de Lt = 30 complejos
QRS. La razón por la que sólo se simulan 30 complejos QRS es que desea tratarse en todo
momento con patrones QRS fisiológicamente plausibles. Al aplicar las distintas transformaciones
sólo puede garantizarse que la duración de los QRS generados queda por debajo de 135 ms si el
número Lt de complejos simulados es menor o igual que 30.

Test 1: Las señales simuladas se forman ensanchando gradualmente el QRS patrón de tal modo
que tanto la serie de duraciones de pico de la onda Q a pico de la onda R como la de duraciones
de pico de R a pico de S siguen ambas una relación lineal. Expĺıcitamente, denotamos por nQ, nR
y nS a las localizaciones temporales de los picos de las ondas Q, R y S, respectivamente, dentro
del complejo patrón xT(n) (ver figura 7.1). Denotamos por NU a la longitud del intervalo de
subida del QRS y por ND a la del de bajada. Generamos la fase de subida del i-ésimo complejo
QRS interpolando linealmente en NU + i − 1 instantes temporales equiespaciados la parte del
complejo patrón xT(n) que va desde nQ hasta nR. Análogamente, se simula la fase de bajada
interpolando linealmente en ND+i−1 instantes la parte de xT(n) desde nR hasta nS. Finalmente,
se añade la señal vi(n) al generar xi(n) de manera que también se tiene variabilidad en el periodo
de transformación. Debe observarse que, como el patrón xT(n) se va ensanchando gradualmente,
los complejos QRS generados, xi(n), i = 1, . . . , Lt, tienen longitudes Ni cada vez mayores. En
consecuencia, las señales vi(n) que se añaden en su generación deben ajustarse para hacer coinci-
dir su longitud con el correspondiente valor Ni. Esto se consigue interpolando linealmente vi(n)
en Ni instantes temporales equiespaciados. En la figura 7.2(a) se muestran el primer y el último
complejos QRS simulados en este test 1. En la figura 7.2(b) se muestra el resultado de filtrar
cada uno de éstos con un filtro paso-banda que sólo deja pasar las componentes frecuenciales
entre 150 y 250 Hz.

Test 2: La secuencia de complejos QRS simulados se obtiene en este caso como resultado de
acortar las amplitudes de pico a pico del complejo QRS siguiendo una ley inversamente lineal.
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Para ello, se consideran escalados del patrón xT(n) por factores mi cada vez menores:

mi =
nR − nQ

nR − nQ + i− 1
+
xT(nQ)

xT(nR)
∙

i− 1
nR − nQ + i− 1

. (7.4)

Puesto que xT(n) toma valores tanto negativos como positivos, previo a realizar el escalado
para generar xi(n), se sustrae el valor mı́nimo alcanzado por xT(n) y, tras el escalado, vuelve a
sumarse esa misma cantidad. Aśı, si denotamos

m = mı́n
0≤n≤N−1

xT(n) , (7.5)

entonces el i-ésimo complejo QRS simulado se obtiene mediante:

xi(n) = mi ∙
(
xT(n)−m

)
+m+ vi(n) . (7.6)

Las señales vi(n) son las mismas que se describieron en el control. Puede apreciarse que, tal como
se han generado los complejos xi(n) en este test 2, sus pendientes de subida van a coincidir con
las simuladas en el test 1. Sin embargo, las pendientes de bajada no tienen por qué coincidir
en los dos tests. Esto es debido a que se utiliza el mismo factor de escalado mi para la fase
de subida y la de bajada con el propósito de que el complejo xi(n) definido tenga una forma
adecuada. En la figura 7.2(c) se presentan el primer y el último complejos QRS simulados en el
test 2, mientras que la figura 7.2(d) contiene sus respectivas versiones filtradas.

Test 3: Las señales simuladas se generan añadiendo al patrón xT(n) señales de alta frecuencia.
Cada una de estas señales si(n) se obtiene como resultado de multiplicar una señal fuente s(n)
por un factor βi:

si(n) = βi ∙ s(n) , i = 1, . . . , Lt . (7.7)

La señal s(n) se crea restando el patrón xT(n) al último complejo QRS individual del segmento
de 10 s a partir del cual se obtuvo dicho patrón. El residuo que queda de la resta se filtra entre
150 y 250 Hz para garantizar que la señal s(n) resultante sólo tiene componentes frecuenciales en
esa banda. Los factores βi se eligen tales que IHF (150, 250) decrece de modo inversamente lineal
según i vaŕıa desde 1 hasta Lt. Al último factor βLt se le fuerza a que tome valor 0 de forma
que el último complejo simulado coincide con el patrón xT(n), mientras que el primer factor β1
se elige para que la cáıda relativa del ı́ndice IHF (150, 250) durante el periodo de transformación
sea del mismo orden que la impuesta sobre las pendientes IUS e IDS en el test 1. Aśı, pues, en
este tercer test los complejos xi(n) quedan definidos por:

xi(n) = xT(n) + βi ∙ s(n) + vi(n) , (7.8)

donde los factores βi se determinan tal como se describe en el párrafo siguiente y las señales
vi(n) son idénticas a las utilizadas en el control. El primer y último complejos QRS simulados
se presentan en la figura 7.2(e), junto con sus versiones filtradas, que se muestran en la figura
7.2(f).

Para determinar los factores βi que aparecen en la expresión (7.8), empezamos introduciendo
las notaciones siguientes:

K1 =
N−1∑

n=0

y2T(n), K2 =
N−1∑

n=0

s2(n), K =
N−1∑

n=0

yT(n)s(n), (7.9)

donde yT(n) denota el resultado de filtrar paso-banda el patrón xT(n) entre 150 y 250 Hz y s(n) es
la señal fuente descrita anteriormente. El ı́ndice IHF (150, 250) medido sobre el complejo xi(n) antes

de añadirle el ruido vi(n) toma un valor igual a

√
K1 + β2iK2 + 2βiK

N
. Como desea establecerse
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una cáıda inversamente lineal para la serie de valores de IHF (150, 250), debe satisfacerse la relación
siguiente:

√
K1 + β2iK2 + 2βiK

N
=

1

ai+ b
, i = 1, . . . , Lt, (7.10)

para ciertos números reales a y b, con a > 0, determinados a partir de las imposiciones que se
detallan a continuación. Por una parte, se desea forzar que

βLt = 0 (7.11)

y, por otra, que

√
K1 + β21K2 + 2β1K

N
−

√
K1

N
= μ, (7.12)

siendo μ = λ ∙ σIHF (150,250), donde λ es el valor tomado por el parámetro RIUS en el instante
final del test 1 (medido sin haber incorporado las señales aditivas vi(n)) y σIHF (150,250) es la
desviación estándar de IHF (150, 250) en el periodo de control. Procediendo de esta manera queda
garantizado que la magnitud relativa de cambio alcanzada por IHF (150, 250) en este tercer test
coincide con la de la pendiente de subida IUS en el test 1. La única causa que puede hacer que
finalmente tales magnitudes de cambio no coincidan es la diferente forma en que la adición de
las señales vi(n) afecta a cada uno de los ı́ndices.

Una vez planteado el problema (7.10) con las condiciones adicionales impuestas en (7.11) y
(7.12), ya pueden calcularse los factores βi, i = 1, . . . , Lt. Para ello, determinamos en primer
lugar los parámetros a y b que definen la cáıda inversamente lineal despejando de las ecuaciones
(7.11) y (7.12):

a =
1

Lt − 1

(√
N

K1
− F

)

, b = F − a, con F =

√
N

√
K1 + μ

√
N
. (7.13)

Con los valores obtenidos para a y b volvemos a la ecuación (7.10) y elevamos al cuadrado
cada uno de los términos a ambos lados de la igualdad. Quedan aśı planteados los siguientes
problemas, uno para cada valor de i:

K1 + β
2
iK2 + 2βiK

N
=

1

(ai+ b)2
, i = 1, . . . , Lt. (7.14)

Puede observarse que se trata, pues, de encontrar las ráıces de cada uno de los siguientes poli-
nomios de segundo orden, que denotamos por Pi(β):

Pi(β) = Aβ
2 +Bβ + Ci , i = 1, . . . , Lt, (7.15)

con

A = K2, B = 2K, Ci = K1 −
N

(ai+ b)2
, (7.16)

siendo a y b los obtenidos en (7.13). Resulta sencillo comprobar que cada polinomio Pi(β) tiene
una única ráız positiva, que es la que identificamos como βi. Además, puede también corroborarse
que tales ráıces βi satisfacen la relación siguiente:

0 ≤ βi < βi−1 , i = 2, . . . , Lt. (7.17)

En consecuencia, hemos encontrado la solución buscada y hemos comprobado que cumple todas
las condiciones que se le exiǵıan para la simulación del test 3.
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Test 4: El periodo de transformación de este test combina los cambios absolutos en el QRS
que se describen en los tests 1 y 3. Aśı, la secuencia de complejos xi(n), i = 1, . . . , Lt, introduce
perturbaciones de la misma magnitud relativa para las pendientes IUS e IDS (según se incorporan
en el test 1) y para IHF (150, 250) (según se incorporan en el test 3). Puesto que en el test 1 los
complejos simulados tienen una anchura cada vez mayor, es necesario ajustar las longitudes de
las señales que van a sumarse a ellos. Aśı, en la construcción del i-ésimo complejo simulado en
este test 4, se realiza una interpolación lineal de la señal fuente s(n), previamente a su filtrado,
para que su longitud coincida con la de xi(n). Asimismo, se interpola linealmente la señal vi(n)
con el mismo objetivo. En la figura 7.2(g) se presentan el primer y el último complejos QRS del
periodo de transformación y en la figura 7.2(h), sus versiones filtradas.

Test 5: En este test las señales simuladas en el periodo de transformación recogen los cambios
descritos en los tests 2 y 3. No se requiere interpolación lineal de las señales que se suman en
este caso, ya que todos los complejos tienen la misma longitud. En la figura 7.2(i) se muestran
el primer y último complejos generados y en 7.2(j), sus versiones filtradas.

7.7 Resultados

7.7.1 Resultados sobre registros reales

De las 996 derivaciones examinadas (83 pacientes, 12 derivaciones por paciente), 800 cumplieron
con los criterios de aceptación descritos en la Sección 7.2 y fueron aceptadas para el análisis
posterior. Este número representa un porcentaje del 80%.

7.7.1.1 Alteraciones en las amplitudes del QRS

Las amplitudes de las ondas del complejo QRS se ven alteradas como consecuencia de la isquemia
inducida por la angioplastia. Como ejemplo, se muestran en las figuras 7.3(a), 7.3(b) y 7.3(c) las
series de Qa, Ra y Sa obtenidas para uno de los pacientes de la población de estudio, tanto en el
periodo de control como en el de PTCA. Puede observarse en este ejemplo que los tres ı́ndices
tienden a reducir su valor absoluto durante el tiempo de inflado.

En la figura 7.4 se presentan las variaciones absolutas de estos tres ı́ndices en promedio entre
todos los pacientes del estudio durante cinco minutos de oclusión. La representación, que se hace
en términos de los parámetros ΔQa , ΔRa y ΔSa definidos en la Sección 7.4, se muestra para dos
derivaciones particulares, V3 y -aVR. Debe notarse que las curvas que se muestran se calculan
para un número de pacientes que es cada vez menor según avanza el tiempo, ya que la duración
de la oclusión no es igual para todos los pacientes. Puede observarse a partir de la figura 7.4 que
las amplitudes absolutas del QRS se ven disminuidas durante el inflado, siendo este efecto más
notable en el caso de las ondas R y S.

7.7.1.2 Alteraciones en las pendientes del QRS

El análisis de las pendientes de subida y de bajada del QRS indica que éstas se ven alteradas
durante PTCA, tal como se muestra en el ejemplo presentado en la figura 7.5 para otro de los
registros examinados en este estudio. En la figura 7.5(a) se muestra IUS durante el periodo de
control y el de PTCA, mientras que en 7.5(b) se muestran los valores de IDS. Puede apreciarse
que IUS, que es bastante estable durante el control, muestra una reducción progresiva durante el
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Figura 7.2: Las gráficas (a), (c), (e), (g) e (i)
muestran el primer y último complejos QRS
simulados en los tests 1, 2, 3, 4 y 5, respec-
tivamente. Las gráficas (b), (d), (f) (h) y (j)
representan sus versiones filtradas en la banda
150–250 Hz.
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Figura 7.3: Evolución de las amplitudes de las ondas Q, R y S durante control y PTCA medidas
en la derivación V6 para uno de los pacientes del estudio. Las ĺıneas verticales indican el final
del registro de control, el principio del de oclusión y el final del de oclusión, respectivamente. El
tiempo transcurrido entre el control y la oclusión aparece señalado como //.
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inflado. De la misma forma, IDS muestra una variación sustancial desde el comienzo del inflado,
haciéndose cada vez menos acusada.

La figura 7.6 contiene las variaciones absolutas de las dos pendientes, ΔIUS y ΔIDS , pro-
mediadas entre pacientes durante cinco minutos de oclusión, para las derivaciones V3 y -aVR.
Puede concluirse de las figuras 7.6(a) y 7.6(b) que tanto la pendiente de subida como la de bajada
son menos acusadas según avanza la oclusión, lo cual se manifiesta mediante valores negativos
decrecientes de ΔIUS y valores positivos crecientes de ΔIDS .
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Figura 7.6: Evolución temporal de las variaciones absolutas de IUS (con O) e IDS (con M), en
promedio entre pacientes durante cinco minutos de oclusión.
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7.7.1.3 Comparación de IUS, IDS e ı́ndices de alta frecuencia

Se consideran los ı́ndices IHF (f0,f1) evaluados en cada derivación de cada registro analizado para
todos los posibles valores de f0 y f1 que se describieron en la Sección 7.3.3. Para cada uno
de estos ı́ndices, se calcula el parámetro RI

HF (f0,f1)
y se promedia entre pacientes durante el

tiempo de inflado. El resultado se promedia entre derivaciones, quedando aśı sólo la dependencia
con respecto al tiempo. Se determina entonces el máximo valor alcanzado durante el tiempo de
inflado. La representación de tal valor máximo en función de f0 y f1 se muestra en la figura 7.7.
Puede deducirse de esta figura que la mejor banda de frecuencia para la detección de cambios
isquémicos es la que cubre 125–175 Hz.

Se considera el ı́ndice frecuencial óptimo, IHF (125, 175), aśı como el habitualmente empleado
en la literatura, IHF (150, 250), y se realiza la comparación entre estos ı́ndices y las dos pendientes
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Figura 7.7: RI para el ı́ndice IHF (f0, f1). Notar que RI se calcula sólo para f1 > f0. El máximo
valor alcanzado por RI aparece señalado con ♦, mientras que el asociado con IHF (150, 250) se
marca con •.
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del QRS, IUS e IDS. En la figura 7.8 se muestra la evolución temporal de los cuatro ı́ndices,
evaluada a través de los correspondientes valores absolutos de RI promediados entre pacientes
durante cinco minutos de oclusión. La gráfica 7.8(a) corresponde a la derivación V3, mientras que
7.8(b) corresponde a la derivación -aVR. Puede observarse que IHF (125, 175) tiene una actuación
mejor que IHF (150, 250), aunque, en cualquier caso, sus factores de cambio quedan lejos de los
alcanzados por IUS e IDS, especialmente de los de este último.
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Figura 7.8: Evolución temporal de los valores absolutos de RI , en promedio entre pacientes
durante cinco minutos de oclusión.
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7.7.1.4 Comparación con otros ı́ndices locales del ECG

La capacidad para detectar cambios isquémicos de los tres ı́ndices de amplitud Qa, Ra y Sa,
y de los dos ı́ndices de pendiente, IUS e IDS, se compara con la de otros ı́ndices medidos en
puntos espećıficos del ECG, entre los que se encuentran: QRSd, QT , ST , Ta y Tp. A partir de
los resultados que se muestran en la figura 7.9 puede concluirse que los ı́ndices que presentan
variaciones relativas de mayor magnitud son IDS, Sa y ST . En particular, se observa que en
aquellas derivaciones donde la proyección del complejo ST-T es elevada, por ejemplo V2–V4, la
capacidad del ı́ndice ST , representativo del periodo de repolarización, es claramente superior a la
de los ı́ndices de la depolarización. Por el contrario, en derivaciones con complejos ST-T de baja
amplitud, tales como V1, V6, aVF o -aVR, el ı́ndice ST muestra valores de RST sustancialmente
menores que los hallados en otras derivaciones y, en tales casos, los ı́ndices de la depolariación
IDS, IUS y Sa presentan variaciones relativas de mayor magnitud que las de ST .
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Figura 7.9: Evolución temporal de los valores absolutos de RI , en promedio entre pacientes
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Para los ı́ndices de depolarización se observa que, aun en aquellas derivaciones donde sus
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prestaciones son mejores que las de los ı́ndices de la repolarización, su respuesta a la isquemia
inducida no es rápida sino que sus correspondientes RI alcanzan valores más significativos sólo
a partir del segundo minuto de oclusión.

7.7.2 Resultados de simulación

El resultado de medir los ı́ndices IUS, IDS e IHF (150, 250) en el test 1 de simulación se presenta en
las figuras 7.10(a)–(c). En la figura 7.10(d) se presenta, para cada uno de estos tres ı́ndices, el
valor absoluto del parámetro RI calculado de acuerdo con la expresión (7.2). Puede apreciarse
a partir de las figuras 7.10(a) y (b) que las pendientes del QRS decrecen en valor absoluto
siguiendo esencialmente una curva de carácter inversamente lineal. También IHF (150, 250) decrece
de forma inversamente lineal (ver figura 7.10(c)), aunque su grado de reducción calculado a través
de RI

HF (150, 250)
es considerablemente menor que el alcanzado por RIUS y RIDS , tal como se

comprueba a partir de la figura 7.10(d).

Para el test 2, la evolución de los ı́ndices IUS, IDS e IHF (150, 250) se presenta en las figuras
7.10(e)–(g). Las variaciones relativas cuantificadas a través de RI expresado en valor absoluto
se muestran en la figura 7.10(h). También en este caso puede observarse el decrecimiento inver-
samente lineal de las pendientes en valor absoluto. El ı́ndice IHF (150, 250) tiene una reducción
menor que la de estos dos ı́ndices de pendiente.

Los resultados del test 3 se presentan en las figuras 7.10(i)–(l) para IUS, IDS e IHF (150, 250).
Puede observarse que IHF (150, 250) decrece de modo inversamente lineal y su factor de cambio
relativo es ligeramente superior al alcanzado por las pendientes en el test 1. La razón por la
que no coinciden exactamente se debe a que el efecto de añadir las señales de ruido vi(n) no se
contabiliza en la determinación de los factores βi que definen el test 3. La cáıda de las pendientes
del QRS en valor absoluto es inferior en este caso a la de IHF (150, 250), aunque la pendiente de
subida se ve más alterada por la perturbación inducida que la pendiente de bajada.

Las figuras 7.10(m)–(o) muestran la evolución de IUS, IDS e IHF (150, 250) durante los periodos
de control y transformación del test 4. En la figura 7.10(p) se presenta el valor absoluto de
RI para los tres ı́ndices, pudiendo comprobarse que RI es mayor para IUS e IDS que para
IHF (150, 250). Además, puede observarse que los tres ı́ndices presentan variaciones relativas de
magnitud más elevada que las encontradas para ellos en los tests 1 y 3, debido a la combinación
de efectos inducidos por ambos tests.

Finalmente, los resultados del test 5 se recogen en las figuras 7.10(q)–(t). También en este
caso se observa que los resultados de RIUS y RIDS son superiores a los de RIHF (150, 250) y todos

ellos, a su vez, mayores que sus correspondientes en los tests 2 y 3.

Debe notarse que los saltos que hay en la separación de los valores de los ı́ndices representados
durante los periodos de control y de transformación en las figuras 7.10(i)–(k), 7.10(m)–(o) y
7.10(q)–(s) no afectan a la evaluación del cociente que define RI , ya que el numerador y el
denominador se calculan separadamente a partir de cada uno de los dos periodos.

7.8 Discusión

7.8.1 Interpretación de resultados y relación con estudios previos

Trabajos previos sobre alta frecuencia del QRS. En este estudio se proponen varios ı́n-
dices para cuantificar los cambios isquémicos durante la depolarización. Por una parte, se sugiere
la medición de las amplitudes de cada una de las ondas (Q, R y S) que forman el complejo QRS.
Por otra parte, se propone la evaluación de las pendientes de este complejo, tanto de subida
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Figura 7.10: En la fila de arriba se muestran los resultados del test de simulación 1. Las gráficas
(a), (b) y (c) representan la evaluación de IUS, IDS e IHF (150, 250), mientras que la gráfica (d)
contiene los correspondientes valores absolutos de RI . Análogamente, en la segunda fila se
muestran los resultados del test de simulación 2 (gráficas (e), (f), (g) y (h)); en la fila tercera
los correspondientes al test 3 (gráficas (i), (j), (k) y (l)); en la fila cuarta los del test 4 (gráficas
(m), (n), (o) y (p)) y en la última fila los relativos al test de simulación 5 (gráficas (q), (r), (s)
y (t)).
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(entre Q y R) como de bajada (entre R y S). Los trabajos más recientes en la literatura en los
que se trata la detección de la isquemia a partir del análisis de la depolarización consideran ha-
bitualmente el ı́ndice IHF (150, 250). En varios estudios se ha documentado que IHF (150, 250) toma
valores más reducidos en pacientes con cierto tipo de patoloǵıas cardiacas tal como se describió
en la Sección ??. Sin embargo, a pesar de la capacidad de IHF (150, 250) para mostrar diferencias
entre pacientes con cardiopat́ıa isquémica y sujetos sanos y para reflejar anormalidades en la
conducción, este ı́ndice no es capaz de identificar individuos con y sin enfermedad coronaria
[163]. Esta limitación se debe a la elevada variabilidad entre sujetos que presenta IHF (150, 250),
el cual, sin embargo, permanece prácticamente inalterado en registros consecutivos de un mismo
individuo [164,165]. En consecuencia, la utilización de IHF (150, 250) queda restringida al análisis
de la isquemia a lo largo del tiempo en un individuo espećıfico. Dos posibles razones pueden
explicar la limitación asociada a este ı́ndice de alta frecuencia. La primera tiene que ver con el
propio fenómeno fisiológico que trata de cuantificarse a través de IHF (150, 250). La segunda se
debe a la forma de evaluar el ı́ndice mediante el filtrado paso-banda del complejo QRS, que pue-
de introducir distorsión (smearing). Por tanto, resulta esencial desarrollar ı́ndices alternativos,
obtenidos directamente del ECG estándar, que superen este inconveniente.

Trabajos previos sobre el QRS en el ECG estándar. En diversos trabajos se ha tratado
de cuantificar cambios adversos en el complejo QRS de la señal ECG estándar y, en algunas
ocasiones, se han comparado con los cambios observados en IHF (150, 250). En [165], se midió
la amplitud pico a pico del QRS estándar en derivaciones ECG promedio de pacientes con
cardiopat́ıa isquémica, y se calculó también IHF (150, 250). Se encontró que la variación espacial
de las componentes de alta frecuencia depende de otros factores además de la amplitud pico a
pico del QRS. En otro estudio teórico, se desarrolló un modelo de las células cardiacas y se simuló
isquemia [166]. Pudo comprobarse que durante la fase avanzada de la isquemia, el complejo QRS
se ensanchaba considerablemente y, al mismo tiempo, su amplitud decrećıa.

Estudio de simulación. Basándonos en las observaciones realizadas en [166] y en los re-
sultados obtenidos en [165], proponemos en esta tesis un estudio de simulación para tratar de
averiguar cómo la prolongación de la duración del QRS, el decrecimiento de sus amplitudes y
la adición de señales de alta frecuencia (150-250 Hz) afectan al comportamiento de IUS, IDS, e
IHF (150, 250). Se demuestra que cualquiera de las condiciones simuladas altera claramente las me-
didas de los tres ı́ndices. En consecuencia, podemos subrayar que las transformaciones generadas
en los tests 1 y 2, que implican directamente una reducción de las pendientes del QRS, causan
también una disminución de su contenido de alta frecuencia. Rećıprocamente, la alteración de las
componentes de alta frecuencia del QRS simulada en el test 3 supone asimismo una modificación
de las dos pendientes del QRS. Por tanto, es claro que, aunque no representan necesariamente
el mismo fenómeno fisiológico, parte de la información proporcionada por IHF (150, 250) es común
a la de IUS e IDS. Cuando en los tests se simula también una situación de control en la que se
introduce variabilidad comparable a la de registros ECG, se comprueba que los cambios relativos
de IUS e IDS son, en general, mayores que los de IHF (150, 250).

Estudio sobre registros PTCA. En la presente tesis, los ı́ndices propuestos, Qa, Ra, Sa,
IUS e IDS, se han evaluado sobre ECGs obtenidos de pacientes antes y durante PTCA. Como
se hipotetizaba, se demuestra que las amplitudes del QRS decrecen y sus pendientes se hacen
menos acusadas durante la isquemia inducida, siendo este efecto especialmente notable para Sa
e IDS. La justificación de que sean estos dos ı́ndices los que se muestran más sensibles a los
cambios isquémicos tiene que ver con el hecho de que, tras varios minutos de oclusión coronaria,
la isquemia lleva a un incremento en el tiempo de activación ventricular, que resulta indicativo de
la ralentización de la velocidad de conducción. Aśı, según avanza el tiempo, algunos potenciales
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de acción empiezan con retraso a la vez que otros ya han completado la depolarización. Esto
tiene un efecto muy marcado sobre la parte de bajada del QRS, la cual reduce su amplitud y su
velocidad de cáıda.

En nuestro estudio, se demuestra que IUS e IDS tienen mejores prestaciones para detectar
la isquemia que IHF (150, 250). De hecho, puede concluirse a partir de las figuras 7.8(a) y (b)
que el factor de cambio asociado a IDS es más del doble que el de IHF (150, 250). Comparando
estos resultados con los obtenidos en los tests de simulación (figuras 7.10), se aprecia que los
resultados encontrados en el análisis de registros ECG son similares a los obtenidos en los tests
de simulación 1 y 2, cuando la evaluación se realiza a través del cociente RIDS / RIHF (150, 250) .

Sin embargo, tales resultados son claramente diferentes a los obtenidos en los tests 3, 4 y 5.
En consecuencia, podemos avalar la hipótesis de que los cambios en las pendientes observados
durante PTCA son principalmente debidos a un ensanchamiento del QRS o a una disminución
de sus amplitudes más que a una reducción en su contenido de alta frecuencia (150-250 Hz)
exclusivamente o a una combinación de estos efectos. Con respecto a la duración del QRS
durante PTCA, puede observarse en la figura 7.9 que el factor de cambio RQRSd alcanza un
valor máximo que se encuentra entre 4 y 8 unidades, dependiendo de la derivación. De acuerdo
con los resultados de nuestro estudio, la capacidad de IDS para reflejar cambios isquémicos es,
en media entre derivaciones, superior a la de QRSd. Este hecho puede explicarse porque IDS se
ve también alterado por las modificaciones en las amplitudes del QRS y porque la variabilidad
en el periodo de control es proporcionalmente mayor para QRSd que para IDS, probablemente
debido a que las pendientes resultan menos sensibles a imprecisiones en la medición. Por otra
parte, la comparación entre los ı́ndices propuestos y el ı́ndice ST ha mostrado que los resultados
dependen en gran medida de la derivación que se analice. En derivaciones con baja proyección
del complejo ST-T, la amplitud Sa y la pendiente IDS presentan tasas de variación mayores, lo
que indica que estos ı́ndices pueden aportar información complementaria a la proporcionada por
el nivel de ST .

También en esta tesis se ha hecho un análisis de otras bandas frecuenciales distintas de la
habitualmente utilizada en la literatura. Nuestros resultados revelan que la banda de frecuencias
125-175 Hz resulta la más sensible a los cambios isquémicos, si bien es cierto que resultados
similares se alcanzan con otras bandas alrededor de ésta, ya que la gráfica 7.7, donde se representa
RI

HF (f0,f1)
como función de f0 y f1, es bastante plana alrededor del óptimo. En cualquier caso,

aunque existan bandas de frecuencias más bajas con mejores prestaciones para la detección de
la isquemia, su comportamiento queda todav́ıa lejos del de IDS, pudiendo comprobarse que las
variaciones de este último son hasta dos veces mayores que las de los ı́ndices de frecuencia.
Además, los ı́ndices de pendiente tienen la gran ventaja de ser más fáciles de calcular, ya que no
requieren realizar un promediado de señal sino que pueden obtenerse directamente del ECG. Por
todas estas razones que se han ido exponiendo, sugerimos la consideración de IDS, y también de
Sa, para cuantificar cambios isquémicos. Aun aśı, se requieren más estudios cĺınicos para evaluar
la actuación de IDS en otros escenarios distintos.

7.8.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

Los ı́ndices IUS e IDS se han propuesto como alternativa al tradicionalmente empleado IHF (150, 250)
y se ha comprobado que aportan mayor información para la detección de isquemia. Sin embar-
go, IUS e IDS no se han comparado en esta tesis con el ı́ndice RAZ que describe la morfoloǵıa
de las componentes de alta frecuencia del QRS. Puede resultar interesante llevar a cabo esta
comparación, ya que el ı́ndice RAZ ha mostrado capacidad para la identificación de pacientes
con enfermedad coronaria.

En este trabajo se ha realizado un análisis de la evolución temporal de distintos ı́ndices
con el propósito de caracterizar los cambios inducidos por la isquemia. Además de este análisis
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temporal, se desea en un futuro completar el trabajo llevando a cabo un análisis espacial que
permita relacionar los cambios observados con la localización de la isquemia. Asimismo, otra ĺınea
futura que desea añadirse al trabajo se refiere al estudio de la correlación entre la magnitud de
los cambios en los ı́ndices examinados y el grado de severidad de la isquemia.

Las amplitudes y pendientes del QRS propuestas en esta tesis han mostrado una gran capa-
cidad para la detección de cambios isquémicos a través de la comparación entre los registros de
control y de PTCA de cada paciente analizado. Sin embargo, queda pendiente por demostrar el
valor de estos ı́ndices para discriminar pacientes con y sin enfermedad coronaria utilizando un
sólo registro, por ejemplo obtenido a través de la prueba de esfuerzo. La utilidad cĺınica de estos
ı́ndices queda, por tanto, condicionada a los resultados que se obtengan de este otro análisis.
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Conclusiones y extensiones futuras

A continuación se presenta un resumen de las aportaciones más importantes realizadas en esta
tesis, aśı como una descripción de posibles ĺıneas futuras de la misma.

8.1 Conclusiones

8.1.1 Contribución al estudio de la repolarización

Interés de investigar la repolarización cardiaca. En diversos estudios experimentales se
ha puesto de manifiesto la estrecha relación que existe entre las heterogeneidades de la repo-
larización ventricular y la génesis de arritmias. Esto ha contribuido a que se hayan publicado
en la literatura muy diversas formas para cuantificar tales heterogeneidades a partir de la señal
electrocardiográfica. Sin embargo, no se ha establecido hasta la fecha un método robusto que
permita estratificar pacientes de acuerdo con su riesgo de sufrir procesos arŕıtmicos malignos y, a
partir de ello, determinar el tratamiento más indicado en cada caso. En esta tesis, investigamos
la repolarización cardiaca a partir del análisis de la relación entre dos intervalos de la señal
ECG: el intervalo QT y el intervalo RR, y proponemos una serie de marcadores cĺınicos para la
estratificación del riesgo.

Análisis tiempo-invariante de la relación QT/RR. En primer lugar se ha propuesto un
modelo tiempo-invariante para describir la relación QT/RR en el que la serie temporal de in-
tervalos RR se considera como señal de entrada a un sistema, la serie de intervalos QT es la
salida del mismo y dicho sistema se asume compuesto de dos bloques. El primer bloque es un
filtro FIR invariante en el tiempo y el segundo es una función no lineal biparamétrica, también
tiempo-invariante, que responde a uno de entre diez posibles modelos de regresión considerados
para representar un amplio espectro de los patrones QT/RR fisiológicamente plausibles. Este
modelo se apoya en la hipótesis de partida de nuestro trabajo, según la cual el intervalo QT
está influenciado por una historia de intervalos RR previos y tal dependencia puede modelarse
a través de un promediado ponderado de tales intervalos. Aśı, el primer subsistema del mode-
lo que proponemos representa la ‘memoria’ o histéresis del intervalo QT con respecto al RR.
El segundo subsistema indica cómo evoluciona el QT en función de la medida ponderada RR
obtenida a la salida del primer subsistema.

Se ha planteado como objetivo la identificación de cada uno de los subsistemas del modelo
propuesto sólo a partir del conocimiento de las señales de entrada (RR) y de salida (QT ). Se han
analizado las caracteŕısticas del problema inverso planteado y se ha mostrado la necesidad de
incorporar restricciones al mismo, tal como que la suma de los pesos del filtro lineal sea 1. Ade-
más de ésta, se añaden otras restricciones adicionales para poder posteriormente interpretar los
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resultados adecuadamente. Asimismo, se ha estudiado la condición de ‘ill-posed’ del problema y
se ha propuesto la incorporación de condiciones de regularización para estabilizar su solución. Se
ha contemplado la resolución del problema de identificación desde la perspectiva determinista
(asumiendo que los parámetros de cada uno de los subsistemas son desconocidos pero determi-
nistas) y desde la perspectiva Bayesiana (asumiendo que los parámetros son aleatorios y están
definidos a través de una cierta función de densidad de probabilidad). Se han revisado diferentes
estimadores dentro de cada una de estas categoŕıas y se han resaltado sus caracteŕısticas en
relación al tipo de problemas que nos atañen en esta tesis.

La evaluación de prestaciones de los distintos estimadores examinados se ha realizado a
través de datos simulados. Se han considerado diferentes tests de simulación, dependiendo de las
caracteŕısticas de los parámetros del sistema generado y de si el modelo de regresión utilizado
para definir la relación QT/RR tiene o no la propiedad de ser lineal. Cada test planteado
se ha resuelto utilizando estimadores deterministas y Bayesianos y, en la evaluación de éstos,
se ha tratado de determinar bajo qué condiciones (del operador de regularización en el caso
determinista y de la matriz de covarianza a priori en el caso probabiĺıstico) hay coincidencia
entre unos y otros estimadores. Como conclusión, se sugiere que, para la resolución de problemas
con parámetros deterministas y conteniendo, en general, funciones no lineales, el estimador de
Mı́nimos Cuadrados ofrece buenas prestaciones simpre que se considere el problema regularizado
con condiciones extráıdas a partir de los datos observados. Ésta es la estrategia que se adopta
para la aplicación al análisis de registros reales cuando, conociendo sólo las series de RR y QT ,
desea identificarse el modelo que los relaciona.

Adaptación del intervalo QT a cambios en el RR y riesgo de muerte arŕıtmica. Las
caracteŕısticas de la relación QT/RR se han determinado para pacientes que han sufrido infarto
de miocardio y a los que se les ha realizado un seguimiento cĺınico posterior durante 2 años.
Apróximadamente la mitad de los pacientes hab́ıan recibido tratamiento con amiodarona (un
fármaco antiarŕıtmico) y los restantes hab́ıan recibido placebo.

Para cada paciente se ha analizado un registro ambulatorio de 24 horas, a partir del cual se
ha extráıdo lo que en esta tesis denominamos perfil de histéresis, esto es, una curva de pesos
normalizada en la que cada peso indica la influencia que sobre cada medida de QT ejerce cada uno
de los intervalos RR previos. Con el perfil de histéresis obtenido, hemos cuantificado el tiempo
de adaptación requerido por el QT individualmente para cada registro. Se ha comprobado que
el tiempo medio de adaptación para la población de estudio investigada es de casi dos minutos
y medio, si bien existen grandes diferencias entre individuos tanto en el tiempo como en el perfil
de adaptación.

Asimismo, se ha determinado para cada paciente el modelo de regresión que resulta óptimo
para modelar sus datos de QT y RR y, a partir de dicho modelo, se ha propuesto una fórmula
para corregir el intervalo QT por los efectos del ritmo cardiaco. Esto nos ha permitido comparar
intervalos QT de distintos pacientes.

Para robustecer la evaluación de la histéresis en la relación QT/RR, se ha propuesto focalizar
el análisis en episodios del registro donde el ritmo cardiaco presenta cambios muy marcados.
Se ha comprobado que la adaptación en dichos episodios es más lenta. Por otra parte, se ha
considerado el análisis de la relación entre QT y RR separadamente en horas diurnas y horas
nocturnas. Se ha observado que la adaptación tiende a ser más rápida durante la noche, lo cual
puede explicarse debido a la menor variabilidad del ritmo cardiaco en esa franja del d́ıa.

Finalmente, se han propuesto una serie de marcadores de riesgo derivados del análisis rea-
lizado, entre los que se encuentran el tiempo de adaptación, la pendiente del ajuste parabólico
QT/RR, el intervalo QT corregido medio en las 24 horas de registro, el residuo del ajuste óp-
timo QT/RR y una medida de la variabilidad del ritmo cardiaco. Utilizando estos marcadores
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se ha comprobado que la amiodarona modifica sustancialmente todo el proceso de adaptación
del intervalo QT . Además, en el grupo de pacientes tratados con este fármaco, se han apreciado
diferencias significativas entre aquéllos que sobrevivieron y los que sufrieron muerte arŕıtmica
durante el seguimiento cĺınico. En particular, se ha observado que los supervivientes tratados
con amiodarona tienen intervalos QT corregidos más prolongados, pendiente del ajuste parabó-
lico QT/RR más acusadas y también mayores valores del residuo en la relación QT/RR. Por
contra, las v́ıctimas en el grupo de amiodarona presentan valores de los marcadores de riesgo
muy similares a los encontrads para todos los pacientes en el grupo de placebo. Las conclusiones
de nuestro estudio apuntan que las caracteŕısticas de la relación entre los intervalos QT y RR
pueden utilizarse para evaluar prospectivamente la eficacia del tratamiento con amiodarona y
con ello identificar a los pacientes que, aun con riesgo arŕıtmico alto, no se estén beneficiando
de la terapia y para los cuales seŕıa recomendable la implantacion de un desfibrilador.

Análisis tiempo-variante de la relación QT/RR. Se ha generalizado el modelado de la
relación QT/RR al caso en que dicha relación vaŕıa a lo largo del tiempo de registro. Se ha
considerado que el patrón de histéresis (filtro FIR que define el primer subsistema del modelo
propuesto) ya no es único por registro sino que, además, tiene dependencia temporal. También la
función (no lineal) que relaciona QT con la medida RR promedio (RR) a la salida del filtro puede
tener dependencia temporal y se asume que está representada, en un entorno de cada punto,
por un polinomio de Taylor de un cierto grado P , P>0. Se justifica la generalización tiempo-
variante, por su importancia, desde el punto de vista cĺınico, para detectar heterogeneidades en
la repolarización que puedan aparecer sólo en instantes puntuales del registro.

Para el problema inverso planteado, ahora con la caracteŕıstica de ser no estacionario, se ha
discutido acerca de la necesidad de incluir restricciones que garanticen que su solución es única,
de forma análoga a como se procedió en el caso tiempo-invariante. Se ha estudiado también el
carácter ‘ill-posed’ del problema inverso y se ha puesto énfasis en la necesidad de incorporar
regularización, ya que, en este caso, si no se añadieran condiciones de regularización, el vector
de parámetros del sistema global se estimaŕıa a partir de una única observación a la salida del
sistema. Se han revisado los fundamentos de la teoŕıa de la estimación basada en representacio-
nes estado-espacio, tanto lineales como no lineales, y se han deducido las implementaciones de
algunos filtros de tipo Kalman que pueden utilizarse para la resolución de problemas inversos
no estacionarios.

Se han propuesto dos estrategias esencialmente diferentes para la resolución del problema
planteado en nuestra tesis. Como la estimación se realiza en entornos no estacionarios, las dos
estrategias propuestas consideran la estimación simultánea de todos los parámetros del sistema,
de modo que la estimación actual de cada uno de los parámetros pueda ser tenida en cuenta para
la estimación futura de los restantes. La primera de las estrategias propuestas, que denominamos
VL-KF, se basa en linealizar el problema mediante la consideración de una serie de Volterra.
Con ello, se está en disposición de formular una representación estado-espacio lineal para el
problema, que se resuelve aplicando el filtro de Kalman. A la hora de aplicar este filtro, se
incorpora una regularización a través de condiciones deducidas de las observaciones, se realiza
una estimación de las matrices de covarianza que intervienen en la implementación y se incluyen
las restricciones que garantizan que la solución cumple con los requisitos deseados. La segunda
estrategia propuesta trata directamente con el problema no lineal planteado originalmente y, en
consecuencia, la representación estado-espacio que se formula es no lineal. Esta estrategia tiene,
a su vez, dos versiones, que denominamos N-EKF y N-UKF. El desarrollo del procedimiento para
cada una de estas versiones es análogo al de la primera estrategia (VL-KF), con la diferencia de
que el filtro aplicado es ahora el filtro de Kalman extendido (para N-EKF) o el filtro de Kalman
‘unscented’ (para N-UKF).

Para comprobar cuál de las tres metodoloǵıas descritas resulta más apropiada para la re-
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solución de problemas como los que se plantean al tratar de modelar la relación QT/RR con
un sistema tiempo-variante, se propone un estudio de simulación. En dicho estudio se diseñan
diversos tests en los que se trata la estimación bajo distintas circunstancias, dependiendo del
orden P del subsistema no lineal y del tipo de variaciones de los parámetros simulados. Se ha ob-
servado que las tres metodoloǵıas tienen buenas prestaciones, presentando únicamente pequeñas
diferencias entre ellas. Como conclusión, se sugiere utilizar el método VL-KF cuando el orden
del subsistema no lineal es P=1 y el método N-UKF cuando sea P>1.

Adaptación latido a latido del intervalo QT y de la amplitud de la onda T a cambios
abruptos en el RR. Se ha aplicado el análisis tiempo-variante de la relación QT/RR al estudio
de registros obtenidos de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales.
Cada uno de estos cambios conlleva generalmente un cambio muy marcado del ritmo cardiaco,
donde resulta de interés analizar la respuesta del intervalo QT . El mismo modelo tiempo-variante
propuesto para describir la relación QT/RR, se considera también para el estudio de la relación
Ta/RR, donde Ta denota la amplitud de la onda T. Este ı́ndice Ta se ha documentado que crece
con el ritmo cardiaco y se ha sugerido que el estudio de sus variaciones puede aportar información
cĺınica relevante.

A partir de los resultados derivados de nuestro estudio se ha comprobado que la adaptación
del intervalo QT es muy diferente tras una aceleración o una deceleración del ritmo cardiaco.
Mientras que el tiempo medio de adaptación tras una aceleración es sólo de algo más de medio
minuto, en el caso de las deceleraciones es cercano a un minuto. Para la amplitud de la onda T, se
ha observado que su respuesta es mucho más rápida, completándose el proceso de acomodación
en apenas unos segundos y sin encontrarse diferencias entre aceleraciones y deceleraciones.

8.1.2 Contribución al estudio de la depolarización

Interés de investigar la depolarización cardiaca. Estudios recientes sugieren que la reduc-
ción en el contenido de alta frecuencia, entre 150 y 250 Hz, del complejo QRS (representativo
del periodo de depolarización ventricular en la señal electrocardiográfica) puede ser un buen
marcador de isquemia, superando las prestaciones del tradicionalmente empleado nivel de ST.
La detección de la isquemia tiene un alto interés cĺınico, ya que muchos pacientes isquémicos
pueden acabar desarrollando procesos arŕıtmicos malignos que finalmente podŕıan desembocar
en muerte súbita cardiaca. En esta tesis abordamos el estudio de la depolarización cardiaca a
partir del análisis de las amplitudes y las pendientes del QRS, bajo la idea de que, al poder
evaluarse estos ı́ndices directamente sobre la señal ECG, sin necesidad de filtrar y promediar,
pueden proporcionar medidas más robustas que las relacionadas con la alta frecuencia del QRS.

Análisis de amplitudes, pendientes y alta frecuencia del complejo QRS. En esta tesis
se proponen los siguientes ı́ndices para la detección y caracterización de la isquemia de miocardio:
por una parte, Qa, Ra y Sa, que denotan las amplitudes de las ondas Q, R y S, respectivamente;
por otra parte, las pendientes del QRS, tanto de subida como de bajada, que denotamos por IUS e
IDS. Estos ı́ndices se han evaluado sobre registros obtenidos antes y durante una intervención de
angioplastia coronaria transluminal percutánea (PTCA). Durante esta intervención, se genera
una isquemia controlada que dura varios minutos. Se ha comprobado que las amplitudes del
QRS disminuyen en valor absoluto durante la oclusión coronaria, siendo este efecto más notable
para Sa. Al mismo tiempo, las pendientes IUS e IDS se hacen menos acusadas, confirmando aśı
la hipótesis de partida de nuestro estudio, según la cual las pendientes se reducen debido a una
disminución de la velocidad de conducción en el miocardio.

Se han comparado los ı́ndices propuestos en esta tesis con el ı́ndice IHF (150, 250) habitualmente
empleado en la literatura, que mide la enerǵıa de las componentes del complejo QRS en la banda
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150–250 Hz. Se ha observado que los ı́ndices de pendiente IUS e IDS resultan mucho más sensibles
a los cambios isquémicos. Se ha propuesto también en nuestro estudio la evaluación de otras
bandas frecuenciales, alternativas a la estándar 150–250 Hz, y se ha comprobado que la banda
más idónea para caracterizar los cambios inducidos por la isquemia es la que cubre el rango
125–175 Hz. En cualquier caso, se ha visto que las prestaciones del ı́ndice de frecuencia medido
sobre esta banda siguen quedando muy por debajo de las de los ı́ndices de pendiente.

Se ha contrastado también la actuación de los ı́ndices propuestos con la de otros ı́ndices
tradicionales medidos en puntos espećıficos del ECG, tales como ST , QT , QRSd, Ta ó Tp. Se
ha observado que los resultados son altamente dependientes de la derivación analizada. En
derivaciones con elevada proyección del complejo ST-T, por ejemplo V2–V4, el ı́ndice ST es
mucho más sensible a la isquemia que cualquiera de los restantes ı́ndices evaluados. Sin embargo,
en derivaciones con baja proyección del complejo ST-T, tales como V1, V6, aVF ó -aVR, los
ı́ndices de la depolarización Sa e IDS muestran mayor capacidad para reflejar los cambios debidos
a la isquemia. Se sugiere que una combinación de los ı́ndices ST e IDS puede proporcionar una
herramienta robusta para el diagnóstico de la isquemia.

Para finalizar el análisis de la depolarización, se ha propuesto un estudio de simulación en el
que se construyen secuencias de complejos QRS obtenidas de aplicar sucesivas transformaciones
sobre un QRS patrón. Entre estas transformaciones se incluyen: ensanchamiento del QRS, re-
ducción de sus amplitudes, adición de señales de alta frecuencia y combinaciones de éstas. Se ha
comprobado que los cambios observados en los registros de PTCA pueden explicarse a través del
ensanchamiento del QRS y la reducción de sus amplitudes, pero no a través de la modificación
de su contenido de alta frecuencia o el efecto conjunto de ésta y las otras causas.

8.2 Extensiones futuras

En el desarrollo de esta tesis se han encontrado ĺıneas de investigación que no han podido ser
abordadas, bien por alejarse de los objetivos marcados o por falta de tiempo. A continuación se
describen algunas de estas ĺıneas.

Extensiones futuras del análisis de la repolarización

• El análisis de la relación QT/RR sobre registros reales, tanto en el caso tiempo-invariante
como en el caso tiempo-variante, se ha desarrollado considerando únicamente las series
de intervalos medidas sobre una derivación, aquélla seleccionada por presentar mejores
caracteŕısticas para la medición. Aunque los intervalos medidos automáticamente han sido
sometidos posteriormente a un proceso de verificación en el que los errores detectados han
sido corregidos, la evaluación del intervalo QT suele ser una tarea problemática, dada la
dificultad de determinar con precisión el final de la onda T. Para robustecer las medidas
de intervalos QT utilizadas en nuestro análisis, podŕıa utilizarse información obtenida de
varias derivaciones. En [48] se ha propuesto una aproximación con la que, a partir de tres
derivaciones ortogonales, se genera una nueva dirección donde proyectar la información de
las tres derivaciones caracterizada por ser aquélla en la cual la porción terminal de la onda
T presenta una mayor enerǵıa.

• La metodoloǵıa de análisis dinámico de la relación QT/RR se ha evaluado sobre la base de
datos de cambios posturales descrita en la Sección 6.2.1. Las conclusiones extráıdas de esta
evaluación pretenden establecer las bases para la propuesta de nuevos ı́ndices que puedan
ser utilizados en la estratificación del riesgo. La comprobación de que la respuesta del
intervalo QT vaŕıa a lo largo del tiempo de registro en función de los cambios en el ritmo
cardiaco, siendo además diferente ante aceleraciones o deceleraciones de éste, sugiere que
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los marcadores extráıdos del análisis tiempo-variante pueden aportar información cĺınica
adicional a la de los ı́ndices derivados del análisis tiempo-invariante. La extensión del
trabajo desarrollado en esta tesis pasa por la aplicación de la metodoloǵıa de análisis
dinámico de la relación QT/RR sobre la base de datos EMIAT, que se describió en la
Sección 4.2.1.

• Además del intervalo QT existen otros ı́ndices derivados del electrocardiograma que tienen
una fuerte dependencia del ritmo cardiaco y cuyo análisis puede ser interesante desde el
punto de vista cĺınico. En el Caṕıtulo 6 se extendió el análisis para considerar también la
relación Ta/RR, donde Ta representa la amplitud de la onda T. En una extensión futura de
este estudio pretende desarrollarse también el análisis considerando ı́ndices relacionados
con la dispersión de la repolarización aśı como otros descriptores de la morfoloǵıa de
la onda T. Aunque se han publicado algunos trabajos en la literatura en los que se ha
documentado que estos ı́ndices morfológicos vaŕıan con el ritmo cardiaco, no existe ningún
estudio en el que se cuantifique el tiempo de adaptación de estos ı́ndices o se dé una
expresión matemática de su relación con el RR. Se trata, por tanto, de un campo en el
que seguir investigando para mejorar en la estratificación del riesgo.

• En esta tesis se ha modelado la dependencia del intervalo QT respecto del RR. Además del
ritmo cardiaco existen otros factores que afectan al intervalo QT , siendo de gran importacia
la influencia directa que sobre él ejerce el sistema nervioso autónomo. En este estudio, se ha
realizado un paso previo al análisis en el que las series de QT y RR se filtran (ver Secciones
4.2.2 y 6.2.2) para eliminar las influencias de las ramas simpática y parasimpática del SNA,
justificando aśı un modelo en el que el intervalo QT depende esencialmente de un factor,
que es el RR. Una ampliación del estudio consistiŕıa en la formulación de un modelo en
el que la salida seguiŕıa siendo la serie temporal de QT , pero que contaŕıa ahora con más
de una entrada, de modo que pudieran tenerse en cuenta las influencias de los sistemas
simpático y parasimpático sobre el intervalo QT , tanto de forma directa como a través del
RR. De este estudio ampliado podŕıan extraerse conclusiones referidas tanto a la fracción
de dependencia del QT con respecto al RR como a la fracción relativa a otros factores no
correlados con el ritmo cardiaco.

Extensiones futuras del análisis de la depolarización

• Puesto que el análisis temporal de los cambios en el ECG durante la isquemia inducida
por PTCA ha revelado que existen alteraciones sustanciales en las amplitudes y pendientes
del QRS, podŕıa llevarse a cabo también un análisis espacial en el que se estudiara la
distribución por derivaciones de tales alteraciones separadamente en cada uno de los grupos
de oclusión. Este análisis podŕıa servir para localizar la región afectada por la isquemia y
ayudar a identificar la arteria ocluida.

• Algunos de los registros de la base de datos STAFF-III descrita en la Sección 7.5 se
acompañan de imágenes de escintigraf́ıa de miocardio antes y durante el periodo de oclusión
coronaria, obtenidas inyectando al paciente 99mTc-sestamibi. Con estas imágenes puede
construirse un mapa de perfusión con el que cuantificar la severidad y extensión de la
isquemia. A partir de esta cuantificación, puede investigarse la correlación existente entre
los ı́ndices de amplitud y pendiente del QRS y el grado de severidad y/o extensión de la
isquemia.

• La comparación de los ı́ndices propuestos en esta tesis y el habitualmente empleado en la
literatura IHF (150, 250) podŕıa extenderse para contrastar también nuestros ı́ndices con una
medida de la morfoloǵıa de las componentes de alta frecuencia comúnmente denominada
RAZ. Esta comparación podŕıa ser relevante, ya que el ı́ndice RAZ se ha mostrado capaz
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de identificar pacientes con enfermedad coronaria en situaciones donde IHF (150, 250) no lo
era.

• La sensibilidad a los cambios isquémicos de las amplitudes y pendientes del complejo
QRS se ha evaluado a través del análisis comparativo de dos registros por cada paciente:
uno grabado previo a la oclusión coronaria y otro durante la oclusión. El siguiente paso
es estudiar si estos ı́ndices son capaces de discriminar pacientes con y sin enfermedad
coronaria a partir de un sólo registro de cada uno de ellos, obtenido, por ejemplo, durante
prueba de esfuerzo. Con este otro estudio podrán extraerse conclusiones claras acerca de
la utilidad cĺınica de los ı́ndices propuestos.
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