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Resumen

En la presente tesis doctoral se estudian técnicas de andlisis para investigar los periodos de
repolarizacién y depolarizacién del ciclo cardiaco a partir de la senal electrocardiografica (ECG).

En relacién a la repolarizacion cardiaca, diversos estudios clinicos han puesto de manifiesto
la estrecha relacién que existe entre las anormalidades en este periodo y la génesis de arritmias
malignas que pueden desembocar en muerte sibita cardiaca. En esta tesis se realiza en primer
lugar una revision de distintas aproximaciones publicadas en la literatura para estudiar la repo-
larizacién cardiaca y posteriormente se plantea una nueva forma de caracterizarla a través del
estudio de la relacién entre dos intervalos de la sefial ECG: el intervalo QT y el intervalo RR.

Se propone un modelo para describir la relacién QT /RR en el que la serie temporal de
intervalos RR se considera como senal de entrada a un sistema, la serie de intervalos QT se
considera la salida del mismo y dicho sistema se asume compuesto de dos bloques. El primer
bloque es un filtro FIR invariante en el tiempo, que describe la memoria del intervalo QT y
permite cuantificar su histéresis, mientras que el segundo bloque es una funcién no lineal bi-
paramétrica tiempo-invariante, que responde a uno de entre diez posibles modelos de regresion
representativos de un amplio espectro de los patrones QT'/RR fisiolégicamente plausibles, y se
utiliza para describir la evolucién del intervalo QT respecto de la medida ponderada RR ob-
tenida a la salida del primer subsistema. Considerando como objetivo la identificaciéon de cada
uno de estos dos bloques partiendo sélo del conocimiento de las senales de entrada (RR) y
de salida (QT'), se analizan las caracteristicas del problema inverso planteado y se muestra la
necesidad de incorporar restricciones, tanto para garantizar la unicidad de solucién como pa-
ra poder extraer interpretaciones clinicas adecuadas de las estimaciones. Se estudia también la
condicién de ‘ill-posed’ del problema y se propone su regularizacion para estabilizar la solucién.
La estimacién de los parametros del sistema se lleva a cabo desde la perspectiva determinista y
desde la perspectiva Bayesiana. Se revisan diferentes estimadores dentro de cada una de estas
categorias y se examinan sus caracteristicas para el tipo de problemas planteados en esta tesis.
Las prestaciones de los distintos estimadores utilizados se evalian a partir de datos simulados
en condiciones realistas y considerando diferentes caracteristicas de linealidad y/o aleatoriedad
del sistema definido. Se estudian condiciones bajo las cuales algunos estimadores deterministas
y Bayesianos proporcionan resultados coincidentes. Se dan las indicaciones acerca de cémo de-
be elegirse el estimador cuando se analicen registros reales y desee resolverse el problema de
identificacion.

La metodologia propuesta se aplica con el objetivo de caracterizar la relacién QT /RR en
pacientes post-infarto de miocardio, algunos tratados con el antiarritmico amiodarona y otros
con placebo, a los que se les realiza un seguimiento clinico durante dos anos. Para cada paciente
se determina su perfil de histéresis, con el que se cuantifica la influencia que sobre el intervalo
QT ejercen cada uno de los intervalos RR previos. A partir de estos perfiles se comprueba que
el tiempo medio de adaptacién del intervalo QT es de aproximadamente dos minutos y medio,
si bien hay gran variabilidad entre pacientes. Se proponen ademds un conjunto de marcadores
de riesgo, para los que se demuestra su alta capacidad en la estratificacién del riesgo entre
pacientes tratados con amiodarona. Los resultados obtenidos sugieren que la relacién Q7T/RR
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puede utilizarse para evaluar prospectivamente la eficacia del tratamiento con amiodarona.

El modelo propuesto se extiende posteriormente al caso tiempo-variante, en el que se con-
sidera que tanto la memoria del intervalo QQT, representada a través del filtro FIR, como la
funcién que relaciona QT y RR pueden tener dependencia temporal. Esta funcién QT/m se
asume representada en un entorno de cada punto por un polinomio de Taylor de un cierto gra-
do P. Con este modelo pretenden detectarse heterogeneidades en la repolarizacién ocurridas
en instantes puntuales del registro. Para el problema inverso que queda planteado se analiza
la incorporacién de restricciones, asi como la necesidad de regularizar el problema. Se revisan
los fundamentos de la teoria de la estimacién basada en representaciones estado-espacio, tanto
lineales como no lineales, y se deducen las implementaciones de algunos filtros de tipo Kalman
para el tipo de problemas con los que se trata en esta tesis. Para la resolucion del problema de
identificacion, se proponen tres metodologias distintas: la primera se basa en la linealizacion del
problema utilizando series de Volterra para después formular un modelo estado-espacio lineal
que se resuelve con el filtro de Kalman; las otras dos metodologias tratan directamente con un
modelo estado-espacio no lineal y lo resuelven utilizando el filtro de Kalman extendido y el filtro
de Kalman ‘unscented’, respectivamente. En las tres metodologias se incorpora una técnica para
la estimaciéon de las matrices de covarianza de la correspondiente representacién estado-espacio.
Se evaltan las prestaciones de cada una de ellas mediante pruebas de simulacion realizadas con-
siderando distintas condiciones acerca del sistema. Se dan las indicaciones para la eleccién de la
metodologia méas apropiada en funcion de las caracteristicas del problema.

El andlisis tiempo-variante de la relacién QT'/RR se aplica al estudio de registros obtenidos
de sujetos mientras éstos siguen un protocolo de cambios posturales. Tras cada cambio postural
se produce un cambio brusco del ritmo cardiaco al que el intervalo QT debe adaptarse. Se
comprueba que el tiempo medio de respuesta es de algo méas de medio minuto cuando se trata
de una aceleracién del ritmo, mientras que alcanza casi un minuto para las deceleraciones. Estos
resultados sientan las bases para el andlisis Q7T'/RR dindmico en otros estudios clinicos.

Por otra parte, se analiza la depolarizacion cardiaca como herramienta para la monitorizacién
de la isquemia. Se propone la cuantificacién de las pendientes y las amplitudes del complejo QRS.
En estudios previos publicados en la literatura se sugiere la evaluacion de las componentes de
alta frecuencia del QRS como método para detectar cambios isquémicos que no se manifiestan a
través de una desviacién del segmento ST. Mientras que dicha técnica requiere del promediado
de senal, la medicion de las pendientes que se propone en esta tesis supone una alternativa mas
robusta, ya que puede calcularse directamente a partir del ECG. De manera mas importante,
los indices propuestos muestran una sensibilidad a la isquemia mayor que la de la alta frecuencia
y la de otros indices tradicionalmente empleados para el diagndstico. Los resultados se basan
en datos tanto simulados como reales, obtenidos de pacientes sometidos a una operaciéon de
angioplastia coronaria, por lo que aportan informacién clinica util.



Abstract

In the present PhD thesis processing techniques applied to the electrocardiographic signal (ECG)
are studied with the purpose of investigating the repolarization and depolarization periods of
the cardiac cycle.

As far as cardiac repolarization is concerned, a variety of clinical studies have acknowledged
a close link between abnormalities in that period and the genesis of malignant arrhythmias
that can lead to sudden cardiac death. In this thesis, different approaches for the analysis of
repolarization reported in the literature are first reviewed and, subsequently, a new approach
for its characterization is proposed through the analysis of the relationship between two ECG
intervals: QT and RR.

A model is formulated to describe the QT'/RR relationship in which the time series of RR
intervals is considered to be the input signal to a system, the QT series is considered to be its out-
put and the system is assumed to be composed of two blocks. The first block is a time-invariant
FIR filter that describes the memory of the QT interval and allows to quantify its hysteresis.
The second block is a nonlinear time-invariant biparametric function which is selected from a
set of ten different regression models representative of a wide spectrum of physiologically plau-
sible QT'/RR patterns and it is used to describe the QT interval evolution with respect to the
weighted RR measurement (RR) obtained at the output of the first subsystem. With the aim
of identifying each of the two blocks only from the knowledge of the input (RR) and output
(QT) signals, the characteristics of the formulated inverse problem are analyzed and the need of
incorporating constraints, both for guaranteeing uniqueness of the solution and for being able to
extract adequate clinical interpretations, is shown. Also, the ‘ill-posed’ condition of the problem
is studied and regularization is proposed as a form of stabilizing its solution. The estimation of
the system parameters is performed both from the deterministic and the Bayesian perspectives.
Different estimators in each of these categories are reviewed and their characteristics for solving
the type of problems formulated in this thesis are examined. The performance of the estimators
is evaluated using data simulated under realistic conditions and considering a variety of possi-
ble characteristics related to linearity and/or randomness of the defined system. Circumstances
under which deterministic and Bayesian estimators lead to coincident results are studied. In-
dications are given for choosing the estimator to be used in the resolution of the identification
problem when considering real ECG recordings.

The proposed methodology is applied to characterize the QT /RR relationship in post-MI
patients randomized to amiodarone (an antiarrhythmic drug) or to placebo which were followed-
up during a mean time of two years. The hysteresis profile that quantifies the influence of
previous RR intervals on each QT measurement is individually derived for each patient. Using
those profiles the QT adaptation time is calculated, being in mean around two and a half
minutes, even though there is a high inter-subject variability over patients. A set of risk markers
is proposed and their high capacity for risk stratification among patients on amiodarone is
shown. The results obtained with this analysis suggest that QT /RR relationship can be used to
prospectively evaluate the efficacy of therapy with amiodarone.

The initially proposed model is later on extended to deal with time-varying environments.
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The dynamic model lets both the QT interval hysteresis, represented through the FIR filter,
and the function relating Q7 and RR have temporal dependence. The QT /RR function is now
assumed to be represented by a P-th order Taylor polynomial in a neighbourhood of each RR
measurement. This extended model is proposed with the aim of being able to detect repolari-
zation heterogeneities that occur at isolated time intervals. For the formulated nonstationary
inverse problem, the incorporation of constraints and the need of regularization are both analy-
zed. The fundamentals of estimation theory based on state-space representations, both linear
and nonlinear, are reviewed and implementations of some Kalman-based filters are deduced
for the type of problems dealt with in this thesis. Three different methodologies are proposed
for solving the nonstationary identification problem: the first one is based on linearization th-
rough Volterra series expansion and subsequent formulation of the problem by means of a linear
state-space representation that is solved using the Kalman filter; the other two methodologies
deal with a nonlinear state-space problem and make use of the extended Kalman filter or the
unscented Kalman filter, respectively, to solve it. The three methodologies include an iterative
technique for the estimation of the noise covariance matrices of the state-space representations.
The performance of the proposed methodologies is assessed using simulation tests designed under
different conditions on the system to be identified. Indications are given to select the metho-
dology that, founded on the characteristics of the formulated problem, is considered to be the
most appropriate.

The time-varying analysis of the Q7'/RR relationship is applied to the study of ECG recor-
dings obtained from healthy subjects during a protocol of body postural changes. Each postural
change is usually followed by an abrupt change in heart rate to which the QT interval needs
to adapt. It is shown that the mean adaptation time of the QT interval is slightly over half a
minute when there is an acceleration in rate, while it is close to one minute for a deceleration.
These results set up the basis for the dynamic QT /RR analysis in other clinical studies.

On the other hand, this PhD thesis is also focused on the analysis of cardiac depolarization as
a tool for ischemia monitoring. Quantification of the amplitudes and slopes of the QRS complex
is proposed for that purpose. Previous clinical studies have suggested the use of the QRS high-
frequency components as a method for detecting ischemic changes not manifested by a deviation
of the ST segment. While that technique requires signal averaging, QRS slopes can be measured
from the standard ECG directly, thus constituting more robust indices. More importantly, it
is shown in this thesis that the sensitivity to ischemia of the proposed indices is substantially
higher than that of the high-frequency analysis as well as that of other ECG indices traditionally
used for clinical diagnosis. The results of our study are based on both simulated data and real
data obtained from patients undergoing an angioplasty procedure, thus providing useful clinical
information.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Enfermedades cardiovasculares

Las enfermedades cardiovasculares representan la primera causa de muerte y de enfermedad en
todos los paises industrializados. En paises en vias de desarrollo, las enfermedades infecciosas
son hasta la fecha el principal factor de mortalidad, pero se calcula que para el ano 2010 éstas
ya habréan sido superadas por los trastornos cardiovasculares [1]. Los expertos sugieren que estos
hechos son un reflejo del cambio en los habitos de vida: dieta poco equilibrada, falta de actividad
fisica y consumo de tabaco entre otros. En Estados Unidos, uno de los paises donde la prevalencia
de la enfermedad es mayor, las 1iltimas estadisticas publicadas por la American Heart Association
[2] hablan de 70 millones de americanos afectados por problemas cardiovasculares, de los cuales
més de dos tercios son menores de 65 anos. En términos de mortalidad, esto conlleva que cada
ano se certifiquen en Estados Unidos 1.400.000 fallecimientos por causa cardiovascular, lo que
equivale a una muerte cada 23 segundos. En Espana se calcula que alrededor de 130.000 personas
mueren cada afio por enfermedades cardiovasculares [3].

1.1.1 Arritmias y muerte stbita cardiaca

Una parte importante de las muertes cardiovasculares tienen origen cardiaco y de entre ellas més
de la mitad ocurren de forma inesperada cuando el corazén repentinamente deja de funcionar
(paro cardiaco). En algunos casos pueden presentarse sintomas tales como palpitaciones, fatiga o
mareo en los minutos previos al colapso, pero en otras muchas ocasiones no hay ningin indicador
de lo que va a ocurrir. La muerte stbita cardiaca (MSC), que es como se denomina a este tipo
de desenlaces fatales, se define como una muerte natural atribuible a causas cardiacas que va
precedida por una pérdida sibita de consciencia y ocurre en un plazo maximo de una hora desde
que se produjo dicha pérdida. También se incluyen en la definicién de MSC muertes no testi-
moniadas que ocurren insospechadamente a personas que fueron vistas en condiciones médicas
estables en las 24 horas previas y no hay evidencia de causas extra cardiacas que llevaran a su fa-
llecimiento. El fenémeno causante de la MSC es un mal funcionamiento del sistema eléctrico del
corazén que hace que el ritmo cardiaco se vuelva irregular. Estos trastornos del ritmo, llamados
arritmias, afectan a la capacidad del corazén para bombear sangre y hacerla llegar al cerebro y
al resto del cuerpo. Si el flujo de sangre al cerebro se ve reducido drasticamente durante unos
minutos, se producira la muerte cerebral, manifestada a través de la pérdida de consciencia, que
posteriormente desembocard en MSC. Por ello, es importante actuar con rapidez, ya que cada
minuto que pasa se reducen en un 10 % las posibilidades de supervivencia. El tratamiento de
emergencia incluye la reanimacién cardiopulmonar, que permite que la sangre oxigenada circule
y llegue a los distintos érganos, entre ellos el cerebro. Esta reanimacién mantiene a la persona
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con vida hasta que puede tratarsela con un desfibrilador automaético externo, el cual aplica una
descarga eléctrica sobre el corazon mediante la que se restablece un ritmo cardiaco efectivo.

La MSC puede afectar a cualquier persona con independencia de su edad, sexo o estado
fisico, si bien es cierto que hay algunos factores que predisponen a padecerla. En concreto, se
encontrd que un 80 % de las victimas de MSC presentaban dos o més de sus arterias coronarias
principales obstruidas debido a la formacién de placas de ateroma, un fenémeno conocido como
isquemia, que se describe en la seccién siguiente.

1.1.2 Enfermedad coronaria

Las arterias coronarias son las encargadas de hacer llegar la sangre al musculo cardiaco. Las
arterias coronarias principales son la arteria coronaria izquierda y la arteria coronaria derecha.
La primera de ellas se ramifica en la arteria circunfleja y la arteria descendente anterior izquierda.
La enfermedad coronaria se produce debido a la formacién de placas de ateroma (grasa) en las
arterias coronarias, lo que lleva a un estrechamiento u obstruccién de las mismas.

Si una o més arterias coronarias se han estrechado y la demanda de suministro de sangre
al corazén aumenta, ya sea por una actividad fisica o mental, se produce una isquemia de
miocardio. La isquemia puede entenderse, por tanto, como un estado en el que el flujo sanguineo
a las células cardicas se ve restringido. En ocasiones, esta reducciéon temporal de flujo causa
dolor o malestar, comunmente conocido como angina de pecho. Sin embargo, otras veces la
isquemia no se manifiesta de ninguna manera y se le conoce como isquemia silenciosa. Puesto
que la isquemia se asocia con una inestabilidad eléctrica del corazén, puede conducir a arritmias
ventriculares malignas, tales como fibrilacién ventricular.

El agravamiento de la isquemia puede desembocar en infarto de miocardio. Este se produce
cuando una de las arterias coronarias queda totalmente obstruida, impidiendo con ello el flujo
sanguineo. La interrupcién del flujo ocurre debido a una gran acumulacién de placa, que en un
momento dado puede romperse y originar un codgulo de sangre que bloquea la arteria. Si la
irrigaciéon de sangre y el suministro de oxigeno se interrumpen durante un periodo de tiempo
prolongado, algunas células cardiacas mueren y el resultado es la disfuncién del musculo del
corazén en el drea afectada por la falta de oxigeno. Al igual que se ha comentado para la
isquemia, el infarto de miocardio se asocia con inestabilidad eléctrica del corazén, por lo que
aumenta de manera muy notable el riesgo de sufrir arritmias.

1.1.3 Diagnéstico y tratamiento

En relacién con las enfermedades que se han descrito en la seccién previa, nos proponemos en
esta tesis dos objetivos fundamentales. Por una parte, se plantea la bisqueda de herramientas
que permitan diagnosticar la presencia de enfermedad coronaria. Por otra parte, se plantea la
clasificacién de pacientes que ya han tenido un infarto de miocardio de acuerdo con su riesgo
de sufrir procesos arritmicos desencadenantes de MSC, de tal forma que pueda suministrarse el
tratamiento més oportuno en cada caso. A este respecto cabe senalar que, entre los tratamien-
tos que controlan o frenan la aparicién de ritmos cardiacos anormales, los méds habitualmente
utilizados son los farmacos tales como los beta-bloqueantes u otro tipo de antiarritmicos como,
por ejemplo, la amiodarona. Sin embargo, la medicaciéon por si sola no es efectiva en todos los
pacientes, por lo que se hace necesario desarrollar técnicas que permitan elucidar en qué pa-
cientes la medicacién tiene efectos beneficiosos y en cudles no. Otro mecanismo que ha supuesto
un gran avance para pacientes de alto riesgo que necesitan tener el ritmo cardiaco monitori-
zado constantemente es el desfibrilador automdtico implantable (DAI). El DAI es un pequefio
aparato que se implanta debajo de la piel y se conecta al corazén. Su funcién es la de evaluar
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continuamente el ritmo cardiaco de manera que en el momento en que se detecte alguna he-
terogeneidad pueda realizarse una descarga eléctrica y restaurar asi el ritmo normal. El mayor
obstéculo asociado con el uso del DAI es su elevado coste econémico, lo que hace que sélo uno de
cada cinco pacientes que han sufrido un infarto pueda beneficiarse de este dispositivo. Ademads,
es una técnica invasiva que presenta efectos anadidos, tales como estrés, depresién o ansiedad
en algunas personas a las que se les ha implantado.

Debe, por tanto, valorarse qué pacientes son los mas necesitados de un desfibrilador y, al
mismo tiempo, identificar a aquellos individuos en los que el DAI supondria menos beneficio y
evitarles asi el desasosiego de tener que vivir con él. Actualmente, la principal técnica empleada
para realizar tal evaluacién es el indice LVEF (Left Ventricular Ejection Fraction). Este indice,
obtenido del ecocardiograma (un test no-invasivo en el que se usan ondas de ultrasonido para
crear imdgenes del corazén), refleja la cantidad de sangre que es capaz de bombear el ventriculo
izquierdo en cada contraccién. A pesar de ser un buen indicador, numerosos estudios han puesto
de manifiesto las limitaciones derivadas de utilizar s6lo este indice para hacer una estratificacién
del riesgo. Otra técnica con alta capacidad para llevar a cabo la estratificacion es el Estudio Elec-
trofisiolégico (EF), un procedimiento mediante el cual se inducen arritmias de forma controlada
con el fin de conocer el lugar donde éstas se originan, los trastornos que provocan, asi como la
gravedad y tipo de las mismas. No obstante, esta prueba tiene el inconveniente de ser invasiva,
por lo que el médico tratard primero de obtener la informacién mediante el uso de técnicas
no invasivas. Una técnica no invasiva de uso generalizado es el electrocardiograma (ECG), que
podra utilizarse junto con los resultados del ecocardiograma (indice LVEF) para llevar a cabo la
estratificacién. A partir del electrocardiograma también puede extraerse informacién clinica til
para el diagnéstico de la isquemia. En lo que sigue se describe méas ampliamente esta prueba.

1.2 La senal electrocardiografica

La senal electrocardiogréfica describe la actividad eléctrica del corazén registrada a través de
la colocacién de una serie de electrodos sobre la superficie del cuerpo. El ECG resulta una
prueba no invasiva, sencilla y de bajo coste mediante la cual puede extraerse informacién acerca
de la condicién del corazén. Dadas sus caracteristicas, el ECG se ha convertido en una de las
herramientas més utilizadas para el diagndstico clinico [4].

Dependiendo del tipo de informacién que desee extraerse del electrocardiograma, se elige
un tipo u otro de registro. Asi, si sélo desea estudiarse el ritmo cardiaco, bastard con utilizar
unos pocos electrodos. Si desea obtenerse, ademds, informacién acerca de la morfologia de las
distintas ondas caracteristicas del electrocardiograma, suelen emplearse diez electrodos. Con ello,
es posible determinar, por ejemplo, si existen partes del musculo cardiaco que se encuentran
danadas, si el flujo sanguineo es irregular o si los patrones de actividad eléctrica presentan
anomalias que pueden predisponer al paciente a sufrir arritmias.

Un estudio en profundidad del ECG puede servir para diagnosticar ciertas cardiopatias.
No obstante, debe elegirse en cada caso la forma mas apropiada para realizar el diagndstico.
Asi, por ejemplo, un paciente con enfermedad coronaria severa que sufre ocasionalmente dolor
(angina) puede presentar un ECG de reposo totalmente normal, mientras que si se le registra
un ECG de prueba de esfuerzo durante la realizacion de ejercicio fisico, pueden evidenciarse las
anormalidades subyacentes. Ademads, debe tenerse en cuenta que ciertos patrones anémalos en el
ECG pueden no ser especificos de una sola cardiopatia, por lo que es necesario contar con técnicas
que permitan extraer informacién anadida del ECG para poder realizar el diagnéstico. Asimismo
es importante considerar que hay casos de pacientes que tienen sintomas de enfermedad cardiaca
pero cuyo electrocardiograma es aparentemente normal.

El procesado de seniales biomédicas juega un papel fundamental en el desarrollo de técnicas
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que permiten extraer la informacion clinica relevante de la sefial de interés a partir de un anélisis
automatizado de la misma. En cualquier caso, debe ser el médico el que, apoyandose en los
resultados que se derivan del procesado, tome la decisién final con respecto al diagnéstico del
paciente.

1.2.1 Actividad eléctrica del corazén

El corazén es un érgano muscular cuya funcién es bombear sangre al resto del cuerpo. Estd
dividido en dos partes, izquierda y derecha, las cuales contienen a su vez dos cavidades: la cavidad
superior es de menor tamano y se denomina auricula, mientras que la inferior, de mayor tamaio,
se denomina ventriculo. En la figura 1.1 pueden observarse estas cuatro cavidades. La pared
muscular del corazén se denomina miocardio y en él pueden encontrarse mayoritariamente células
destinadas a realizar un trabajo mecédnico, pero también un conjunto de células especializadas
que forman entre si el llamado sistema de conduccién que permite que el impulso eléctrico se
propague por todo el corazén. Cada vez que el impulso recorre el sistema de conducciéon completo
se genera un ciclo cardiaco.

La propiedad de excitabilidad eléctrica de las células del miocardio da lugar a que se genere
un flujo de iones a través de su membrana que produce un potencial eléctrico variable entre el
interior y el exterior de la célula, conocido como potencial de accién. Tras la excitacion eléctrica,
se produce la contraccion mecanica. Cada vez que una célula del musculo cardiaco se excita
eléctricamente, el impulso se propaga rapidamente a las células de las regiones que tiene a su
alrededor, alcanzando finalmente a todo el 6rgano. Durante la excitacion, la membrana celular
cambia de polaridad (depolarizacién) y, tras un tiempo en este estado, las corrientes de iones
vuelven a fluir para hacer que la célula recupere su estado original (repolarizacién). Estas dos
fases del ciclo cardiaco, que en términos eléctricos se denominan depolarizacién y repolarizacién,
se corresponden en términos mecanicos con las fases de contracciéon y relajacion, respectivamente.

El inicio del ciclo cardiaco tiene lugar, en condiciones normales, en un grupo de células si-
tuadas en la parte superior de la auricula derecha que colectivamente se conocen como nodo
seno-auricular (SA). El nodo SA, representado también en la figura 1.1, actia como el mar-
capasos natural del corazén, pues tiene la propiedad de automaticidad, esto es, de generar
espontaneamente descargas eléctricas que después se propagan al resto de células del miocardio.
Desde el nodo SA el impulso pasa a las auriculas, activindose primero la auricula derecha y
posteriormente la izquierda. Después el impulso llega al nodo auriculo-ventricular (AV), donde
es retardado para dar tiempo a que la sangre pase de las auriculas a los ventriculos antes de que
se cierren las vélvulas que los separan. El nodo AV transmite el estimulo eléctrico por las ramas
derecha e izquierda del haz de His hasta que dicho estimulo llega a los ventriculos y provoca la
contraccién de éstos. Para que los ventriculos se contraigan de forma coordinada, el impulso debe
transmitirse rdpidamente, lo cual ocurre gracias a una serie de ramas conductoras que terminan
en la red de Purkinje (ver figura 1.1).

Ademsds del nodo SA existen otras células del musculo cardiaco que tienen la propiedad de
automaticidad, por lo que también pueden actuar como marcapasos del corazén. En condicio-
nes normales, estos otros marcapasos quedan inhibidos por la actividad del nodo SA, pero en
ocasiones puede aparecer un foco ectépico, localizado en las auriculas o en los ventriculos, que
toma el control y determina el ritmo de descarga del impulso eléctrico. Mientras que el ritmo
natural producido por el nodo SA es de 70-80 latidos por minuto, en el caso de las células de las
auriculas es de 50-60 latidos por minuto y para los ventriculos es de 2040 latidos por minuto.

La propagacion de la actividad eléctrica genera dipolos eléctricos variables en las células del
miocardio, dando lugar a los correspondientes potenciales de acciéon. La suma de todos estos
potenciales de accidn, que se encuentran desfasados en tiempo y en espacio, segin el momento
en que se activa cada una de las células del miocardio, originan un campo eléctrico variable en
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Figura 1.1: Seccién del corazén donde se muestra su sistema de conduccién eléctrica.

la superficie del cuerpo. El potencial total de este campo dependerd del lugar y del instante
temporal en el que se determine el mismo. La sefial electrocardiografica es proporcional a la
senial obtenida al medir la evolucién temporal de la diferencia de potencial entre dos puntos de
la superficie del cuerpo o entre un punto y una referencia [5]. Esto se ilustra en la figura 1.2.
Algunas formas estandar para la eleccién de estos puntos donde medir el potencial se describiran
en detalle en la Seccién 1.2.3.1.

1.2.2 Caracterizacion de la senal electrocardiografica
1.2.2.1 Caracterizacion temporal

Puesto que la senal ECG describe la actividad eléctrica del corazén a lo largo del tiempo,
presenta un patrén caracteristico que va repitiéndose con la generacion de cada nuevo ciclo o
latido cardiaco. Pueden distinguirse en cada latido cardiaco las siguientes ondas caracteristicas:
P, Q, R, Sy T, que aparecen temporalmente en el orden indicado, tal como puede apreciarse en
la figura 1.3. A continuacidn, se describen brevemente estas ondas:

e La onda P es el reflejo de la depolarizacién de las auriculas. Suele tener polaridad positiva
y amplitud inferior a la de las restantes ondas. La ausencia de onda P puede indicar, por
ejemplo, la existencia de un foco ectépico ventricular que prevalece sobre el nodo SA y hace
que la depolarizacién de las auriculas coincida con la depolarizacién de los ventriculos.

e Lasondas Q, Ry S forman el complejo QRS, que refleja la depolarizacién de los ventriculos.
La repolarizacion de las auriculas sucede en el mismo periodo temporal, pero, dado que
la masa muscular de éstas es mucho menor que la de los ventriculos, no puede apreciarse
su manifestacién en el electrocardiograma. Aunque siempre se le denomina complejo QRS,
puede ocurrir que alguna de las tres ondas no esté presente o incluso que exista alguna
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Figura 1.2: Potenciales de accién de distintas regiones del corazén y ciclo cardiaco del ECG
medido sobre la superficie corporal. (Reproducido de [4]).

onda adicional. La morfologia de este complejo es muy variable y depende en gran medida
del origen del latido cardiaco.

e La onda T representa la repolarizaciéon de los ventriculos. A diferencia de la onda P y
del complejo QRS, la posicién y la duracién de la onda T son altamente dependientes del
ritmo cardiaco. En ocasiones la onda T aparece acompanada de otra onda de mucha menor
amplitud, que se denomina onda U, y cuyo origen es incierto.

Ademais de las ondas descritas, pueden observarse también una serie de intervalos caracte-
risticos dentro de cada latido o entre latidos consecutivos. Estos se representan en la figura 1.3
y se detallan a continuacion:

e El intervalo PR se extiende desde el inicio de la onda P hasta el inicio del complejo QRS e
indica el tiempo que requiere el impulso eléctrico para propagarse desde el nodo SA hasta
los ventriculos.

e El intervalo QT representa el tiempo desde que comienza la depolarizacién de los ven-
triculos hasta que se completa la repolarizaciéon de los mismos. Este intervalo varia muy
sustancialmente con el ritmo cardiaco, acortandose segun el ritmo se acelera.

e El intervalo QRS mide la duracién del complejo QRS e indica el tiempo total que requiere
la depolarizacion de los ventriculos.

e El intervalo RR se calcula como la distancia entre ondas R de latidos consecutivos. La
determinacion de este intervalo es fundamental en la interpretacién del electrocardiograma,
pues a partir de él se evalian el ritmo cardiaco y su variabilidad.

Por ultimo, cabe destacar también:

e el segmento ST, que representa el intervalo durante el cual los ventriculos permanecen
depolarizados. Comprende desde el final de la onda S hasta el inicio de la onda T. Sus
cambios suelen asociarse con ciertas condiciones cardiacas.
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Figura 1.3: Latido del ECG con sus ondas e intervalos caracteristicos.

e El complejo ST-T abarca el segmento ST y la onda T.

En la tabla 1.1 se muestran los valores tipicos de amplitud (voltaje) de las ondas, asi como
la duracién de algunas ondas e intervalos.

1.2.2.2 Caracterizaciéon frecuencial

La senal electrocardiogréfica puede también representarse en el dominio frecuencial. En [6] se
analizan las componentes frecuenciales de las ondas caracteristicas del ECG. Aunque existen
grandes diferencias dependiendo de cada individuo, del origen del latido o de la derivacién
analizada, las componentes frecuenciales del ECG se sitian aproximadamente entre 0.05 y 40
Hz. Las ondas P y T se considera que tienen componentes frecuenciales hasta 15 Hz, mientras
que en el caso del complejo QRS alcanzan hasta 40 Hz. Esto se muestra en la figura 1.4. No

Cuadro 1.1: Amplitudes de las ondas y duracién de los intervalos caracteristicos del ECG.

Amplitud | Onda P 0.25 mV
Onda Q 25% onda R
Onda R 1.60 mV
Onda T 0.1-0.5 mV

Duracién | Intervalo PR 0.12-0.20 s
Intervalo QT 0.35-0.44 s
Segmento ST 0.05-0.15 s
Onda P 0.11 s
Complejo QRS | 0.06-0.1 s
Intervalo RR 0.6-1.0 s
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Figura 1.4: Espectro de la onda P, complejo QRS y onda T. (Reproducido de [4]).

obstante, la aplicaciéon de técnicas de promediado de senal que reducen en gran medida el ruido
presente en el ECG han permitido demostrar que existen componentes de frecuencias mucho
mayores asociadas a cada una de las ondas. En el caso de la onda P, tales componentes pueden
ser utiles para predecir cierto tipo de arritmias de origen auricular, mientras que en el caso del
QRS ha recibido gran atencién el estudio de los potenciales tardios que aparecen en la parte
final del complejo [7].

1.2.3 Adquisicion de la senal ECG
1.2.3.1 Electrodos y derivaciones

Para detectar la actividad eléctrica del corazén sobre la superficie corporal se colocan un conjunto
de electrodos pegados a la piel. Los electrodos se ubican de tal forma que las variaciones del
campo eléctrico cardiaco en el espacio y en el tiempo queden adecuadamente reflejadas. Se
denomina derivacion a la diferencia de voltaje entre dos puntos de la superficie corporal calculada
a partir de los correspondientes electrodos. Normalmente el ECG se registra utilizando una
configuracién con multiples derivaciones.

Para unificar criterios, los cardidlogos han estandarizado la forma de seleccionar las posi-
ciones donde deben colocarse los electrodos [8]. En la practica, se consideran 12 derivaciones
estandar, que se calculan a partir de la colocacién de 10 electrodos. Las derivaciones se deno-
minan unipolares si miden la variacion de voltaje de un electrodo en relacién a un electrodo de
referencia, llamado terminal central, cuyo voltaje permanece constante a lo largo del ciclo car-
diaco. Las derivaciones se dicen bipolares si reflejan la diferencia de voltaje entre dos electrodos.
Ademas de la clasificacion de las derivaciones en unipolares o bipolares, entre las 12 estandar
pueden distinguirse 6 que reflejan la actividad eléctrica cardiaca en un plano frontal del cuerpo
humano y otras 6 que recogen la actividad en un plano transversal.

Las 6 derivaciones frontales se calculan a partir de electrodos colocados en la pierna derecha
(RL), la pierna izquierda (LL), el brazo derecho (RA) y el brazo izquierdo (LA). El punto RL
sirve como referencia de voltaje para el amplificador incorporado en el equipo de adquisicién,
mientras que los otros tres puntos se utilizan propiamente para definir las derivaciones, tal como
se describe en la tabla 1.2 y se detalla a continuacion:

e las tres primeras derivaciones fueron propuestas por Eithoven en 1913 y se denominan
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Figura 1.5: Posiciones de los electrodos para el registro de las derivaciones frontales (izquierda)
y de las derivaciones precordiales (derecha).

derivaciones bipolares de los miembros. Se denotan por I, IT y III y se obtienen a partir de
las diferencias entre dos puntos del conjunto {LL, RA, LA} (ver tabla 1.2). Dado que este
conjunto de puntos puede verse como las esquinas de un tridngulo equilatero (tridngulo
de Eithoven) con el corazén en su centro, las derivaciones I, II y III reflejan la actividad
eléctrica en tres direcciones diferentes del plano frontal separadas entre si 60° (ver figura
1.5). La derivacién III puede obtenerse como diferencia entre la IT y la I.

e las otras tres derivaciones fueron propuestos por Goldberger y se denominan derivaciones
unipolares aumentadas. Se denotan por aVF, aVL y aVR y se calculan como la diferencia
de voltaje entre una esquina del tridangulo de Eithoven y el promedio de las dos restantes,
tal como se indica en la tabla 1.2. Puede apreciarse que las direcciones que describen
estas derivaciones son intermedias a las definidas por las derivaciones I, II y III, siendo el
angulo de separacién 30°. La razén por la que las derivaciones aumentadas se denominan
unipolares es que puede considerarse que se miden en un electrodo y el promedio de los
otros dos sirve como referencia. Estas derivaciones aVF, aVL y aVR pueden obtenerse
directamente a partir de combinaciones lineales de las derivaciones I y II.

Las otras 6 derivaciones que reflejan actividad en un plano transversal al torso fueron pro-
puestas por Wilson y se denominan derivaciones unipolares precordiales. Se denotan por V1, V2,
V3, V4, V5 y V6 y se calculan a partir de electrodos colocados en posiciones v;, ¢ = 1,...,6
localizados en la pared tordcica anterior y lateral izquierda (ver figura 1.5). Se denominan uni-
polares porque cada una de ellas representa la diferencia de voltaje entre el electrodo v; y un
punto llamado central terminal de Wilson cuyo voltaje es el promedio entre los de los puntos
RA, LA y LL (ver tabla 1.2).

En ocasiones, en lugar de las 12 derivaciones estdndar, se emplean otras configuraciones.
Entre estas otras cabe destacar el sistema de derivaciones ortogonales o de Frank (X, Y, Z),
que reflejan la actividad eléctrica en tres direcciones perpendiculares (ver figura 1.6). Para su
evaluacién, se consideran electrodos colocados en diferentes puntos del cuerpo (A, C, E, I, M, F,
H) y una determinada red de resistencias (ver figura 1.6) a partir de las cuales se calculan X, Y,
Z (ver tabla 1.2). En otras ocasiones, se utilizan las derivaciones X, Y, Z sin corregir, calculadas
directamente a partir de electrodos en los ejes x, vy, z.

Se han propuesto en la literatura transformaciones que permiten sintetizar las 12 derivaciones
estdndar a partir de las 3 ortogonales y viceversa. Entre estas transformaciones la mas utilizada
es la de Dower [10,11].
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Figura 1.6: Derivaciones ortogonales X, Y, Z, junto a la red de resistencias necesarias para su
célculo. (Reproducido de [9]).

Cuadro 1.2: Derivaciones normalizadas a partir de las posiciones de los electrodos.

Tipo de Derivacién | Electrodos Definicion

Bipolares RL, LL, RA, LA I=LA-RA
IT=LL-RA
III=LL-LA

Aumentadas RL, LL, RA, LA aVR = RA - 0.5 (LA + LL)

aVL = LA - 0.5 (LL + RA)
aVF = LL - 0.5 (LA + RA)
Unipolares V1,V ..., Vg Vi=vi-(LA+RA +LL)/3
Vy = va - (LA + RA + LL)/3
Vs = v3 - (LA + RA + LL)/3
( )
( )

V4 =vy- (LA +RA +LL)/3
Vs =vs - (LA+ RA + LL)/3
Ve = ve - (LA + RA + LL)/3
Ortogonales LE CA M,H, F | X=0610A+0.171C-0.7811
Y =0.655 F + 0.345 M - 1.000 H
Z=0.133 A +0.736 M - 0.264 1

-0.3714 E-0.231C
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1.2.3.2 Ruidos e interferencias en el ECG

La senal electrocardiogréfica aparece normalmente contaminada por una serie de ruidos e inter-
ferencias, que pueden ser tanto de origen técnico como fisiolégico. A continuacién se describen
las mas habituales:

e Interferencias producidas por la red eléctrica.

Los campos electromagnéticos originados por la red de distribucién eléctrica suponen una
fuente de interferencias que habitualmente acompaifia a la senal ECG. Aunque pueden
tomarse algunas precauciones a la hora de realizar el registro, tales como evitar en lo
posible la presencia de equipos electrénicos en la habitacién de registro, esto puede no ser
suficiente. Las frecuencias de la sefial de interferencia electromagnética (IEM) se encuentran
alrededor de 50-60 Hz, por lo que se hace necesario utilizar técnicas de procesado de senal,
tales como filtros elimina-banda apropiadamente diseiados, que rechacen la senial IEM y
dejen la senal ECG limpia para su posterior andlisis.

e Ruidos del sistema de adquisicién.

El sistema utilizado para la adquisicién de la senal electrocardiografica puede también
introducir ruido debido a los dispositivos y a las resistencias que contiene. Normalmente
estos ruidos pueden eliminarse disenando apropiadamente el equipo.

e Variaciones de linea de base.

La variacion de la linea de base es una senal de baja frecuencia que se superpone a la
senal de interés, haciendo que la linea isoeléctrica de ésta deje de estar bien definida. Esta
variaciéon puede deberse a la respiracién, a movimientos corporales o a un mal contacto
entre los electrodos y la piel. Su contenido frecuencial suele quedar siempre por debajo de
1 Hz. Existen diferentes técnicas de procesado de senal para su eliminacién.

o Artefactos de movimiento de los electrodos.

Estos artefactos se generan debido al movimiento brusco de los electrodos. Se manifiestan
en el ECG a través de ondas de amplitud elevada que en ocasiones pueden confundirse
con complejos QRS. Su contenido espectral suele encontrarse entre 1 y 10 Hz. Son una
fuente de ruido importante, sobre todo en registros ambulatorios, donde generan falsas
detecciones de latidos.

e Ruido debido a otras senales bioldgicas.

La senial electromiografica (EMG), que describe la actividad eléctrica de los musculos,
actua, a efectos de andlisis del ECG, como ruido. Este ruido puede verse claramente en
registros ECG de prueba de esfuerzo asi como en registros ambulatorios. Puede aparecer de
forma aislada en ciertos instante del registro, por ejemplo debido a un movimiento brusco
del cuerpo, o puede también presentar propiedades mads estacionarias. Sus componentes
frecuenciales se solapan con las del QRS, aunque también llegan hasta frecuencias mas
altas. Su presencia puede reducirse aprovechando la propiedad de recurrencia de los latidos
y llevando a cabo promediados de éstos.

1.2.3.3 Tipos de registros

En este apartado se presentan dos aplicaciones clinicas del ECG de entre la gran variedad que
existen en la actualidad [4]. Cada una de las aplicaciones sirve para un determinado propdsito,
tal como se describe a continuacién:
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e Registros ambulatorios.

Los registros de ECG ambulatorios se utilizan habitualmente para identificar pacientes
con riesgo elevado de sufrir muerte subita cardiaca tras haber superado un infarto de
miocardio. También se utilizan sobre pacientes a los que se les ha tratado con un farmaco
antiarritmico y desea evaluarse su respuesta a la terapia. La monitorizacién ambulatoria
supone la grabacién del ECG mientras el paciente realiza sus actividades diarias normales
en un periodo no inferior a 24 horas. Durante este tiempo, el paciente lleva consigo un
pequeno equipo de registro en el que se va almacenando la senal electrocardiogréfica.
Normalmente se utiliza una configuracién de 3 derivaciones, ya que la de 12 derivaciones
estandar resulta inviable por la gran cantidad de datos que seria necesario guardar. Se
le pide al paciente que anote en un diario las actividades realizadas asi como cualquier
sintoma que pudiera notar, para después correlar los hallazgos derivados del analisis del
registro con los eventos anotados por el paciente. Este tipo de registros suelen también
denominarse Holter, que es el nombre del fisico que los invento.

Una vez que los datos se descargan del equipo portable a un ordenador, puede procederse
a procesar la sefial ECG. El objetivo suele ser el diagnéstico de arritmias, aunque también
la monitorizaciéon Holter se considera importante para la deteccién de isquemia silenciosa
a través del anélisis de la desviacién del segmento ST.

ECG de alta resolucion.

Durante muchos anos, se ha considerado sélo informacion del electrocardiograma extraida
de ondas cuya amplitud fuera considerable (por encima de 20 6 30 pV), mientras que
aquellas otras ondas de unos pocos microvoltios de amplitud eran ignoradas para el analisis.
Con la electrocardiografia de alta resolucién y la introduccién de técnicas de promediado
de senal ha quedado demostrado que es posible reducir en gran medida el nivel de ruido y
obtener informacién a partir de senales del orden de 1 uV, denominadas micropotenciales.
La duracién de los registros de alta resolucién debe ser mayor que la de los ECG de reposo,
donde bastan unos 10 s, pues debe garantizarse que se dispone de un nimero suficiente de
latidos para el promediado, que se realiza con objeto de reducir el nivel de ruido hasta un
nivel aceptable.

Puesto que desean examinarse componentes de alta frecuencia de la senal, la frecuencia
de muestreo con la que se registran los ECG de alta resolucién es de al menos 1 kHz.
Algunos segmentos que se consideran de interés en el andlisis de este tipo de registros
son: la onda P, el intervalo PR, el complejo QRS entero o el intervalo que comprende la
parte final del complejo QRS y el segmento ST, donde pueden aparecer los denominados
potenciales tardios, cuya investigaciéon puede servir para identificar pacientes con riesgo
arritmico elevado.

1.3 Objetivos y organizacién de la memoria

La presente tesis doctoral se subdivide en dos bloques claramente diferenciados. El primer bloque
se centra en el anélisis de la repolarizacién cardiaca y comprende los Capitulos 2 a 6. El segundo
bloque, dedicado al estudio de la depolarizacion cardiaca, cubre los Capitulos 77 y 7.
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Analisis de la repolarizacion cardiaca

El Capitulo 2 de esta tesis se dedica la revision de distintas formas propuestas en la literatura
para caracterizar la repolarizaciéon cardiaca. Se analizan las aportaciones de cada una de ellas
en la deteccion de condiciones favorables para el desarrollo de arritmias malignas y, a su vez, se
describen las limitaciones asociadas.

En los Capitulos 3, 4, 5 y 6 de esta tesis, la repolarizacién cardiaca se investiga a través de
la relacién entre dos intervalos caracteristicos del ECG: el intervalo QT', que es una manifesta-
cién de la duracion global de la repolarizacién, y el intervalo RR, que es el inverso del ritmo
cardiaco. Numerosos estudios en la literatura han puesto de relieve la estrecha relacién existente
entre los intervalos QT y RR, pero no se ha presentado hasta la fecha una forma robusta de
caracterizar tal relacién de modo que pueda aplicarse individualizadamente para cada sujeto y
cada situacion de andlisis. En esta tesis partimos de la hipétesis de que cada medida de QT estd
relacionada con una historia de intervalos RR previos y modelamos esta dependencia a través
de un promediado ponderado de dichos intervalos que denotamos por RR. Para tener en cuenta
las diferencias interindividuales, consideramos que la ponderacién de estos intervalos puede ser
diferente para cada sujeto. También asumimos que la funcién (no necesariamente lineal) que
relaciona el intervalo QT con su correspondiente medida RR es especifica de cada sujeto.

En el Capitulo 3 de esta memoria se describe el sistema propuesto para modelar la relacién
QT /RR. La senal de entrada a dicho sistema es la serie temporal de intervalos RR del registro
que desea analizarse y la senial de salida es la serie de intervalos Q7. El sistema se asume
compuesto de dos bloques. El primer bloque es un filtro FIR invariante en el tiempo que define
la histéresis o influencia de intervalos RR previos sobre cada QT. El segundo bloque es una
funcién no lineal invariante en el tiempo parametrizada a través de dos escalares y mediante ella
se explica la evolucién del intervalo QT para distintos valores de RR. En esta tesis proponemos,
para este segundo bloque, la consideracion de diez modelos de regresién biparamétricos distintos
de tal forma que pueda elegirse para cada paciente el que resulte més apropiado de acuerdo con
sus caracteristicas individuales. El objetivo iltimo que nos proponemos en este capitulo es la
identificacion de cada uno de los dos bloques mencionados, cuya interpretacion puede ser de gran
ayuda para la aplicacién clinica. Con este fin, planteamos la utilizacién de diversos estimadores,
tanto deterministas como estocdasticos, y hacemos una valoracién de las condiciones bajo las
cuales resulta mas adecuado uno u otro estimador. La valoracién se lleva a cabo a través de
un conjunto de simulaciones realizadas en un entorno similar al que puede encontrarse en el
andlisis de registros reales. En el caso de que el modelo de regresién que relaciona QT y RR
sea lineal, proporcionamos expresiones cerradas de los estimadores, mientras que, cuando se
trata de modelos no lineales, proponemos métodos numéricos para la bisqueda de soluciones.
Como conclusion de este capitulo se dan las indicaciones necesarias para resolver el problema de
identificacién planteado cuando se analizan datos reales.

En el Capitulo 4 se aplica la metodologia desarrollada en el Capitulo 3 para investigar la
relacién QT'/RR en registros de la base de datos EMIAT. Esta base de datos contiene registros
de pacientes que han sobrevivido a un infarto agudo de miocardio y a los cuales se les ha
practicado un seguimiento clinico posterior durante un tiempo medio de aproximadamente 2
afios. Algunos de los pacientes recibieron de forma aleatorizada tratamiento con amiodarona,
un farmaco antiarritmico, mientras que los restantes pacientes recibieron placebo. Para cada
paciente, se deriva un perfil de histéresis, que indica la influencia que sobre el intervalo QT
ejercen cada uno de los intervalos RR previos, y a partir de dicho perfil se calcula una medida del
tiempo de adaptacion requerido por el intervalo Q7. A partir del anélisis realizado, se proponen
una serie de marcadores de riesgo para los cuales se investiga su capacidad en la estratificacién
del riesgo de muerte arritmica y en la evaluacién prospectiva de la eficacia del tratamiento con
amiodarona. Esto permite identificar a los pacientes que, aunque con riesgo arritmico alto, no
se estén beneficiando de la terapia y para los cuales seria recomendable la implantacién de un
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desfibrilador.

En el Capitulo 5 se considera la estimacién tiempo-variante de la relacién Q7/RR. En
los capitulos previos se ha asumido que tal relacién no varia a lo largo del tiempo durante el
cual se lleva a cabo el registro y, en consecuencia, se han propuesto sistemas tiempo-invariantes
para modelarla. Sin embargo, existen muchas situaciones en las que la forma de dependencia
puede variar muy sustancialmente para distintos instantes de un mismo registro y su analisis
diferenciado puede mostrar informacién clinica relevante. En el presente capitulo se propone
una metodologia para analizar dindmicamente la relacién entre los intervalos QT y RR, donde
el sistema propuesto para el modelado es una generalizacion del descrito en el Capitulo 3, con
la particularidad de que sus parametros tienen ahora dependencia temporal. En este capitulo se
proponen dos metodologias distintas para llevar a cabo la estimacién simultanea de todos los
parametros del sistema. Una de las metodologias se basa en linealizar el problema planteado
mediante la utilizacién de series de Volterra y posteriormente aplicar el filtro de Kalman para
realizar la estimacién. La segunda metodologia trata directamente con la estimacién no lineal
y considera el filtro de Kalman extendido y el filtro de Kalman ‘unscented’ para la estimacion.
Se evaltan estas distintas metodologias mediante la generaciéon de datos simulados y se exponen
las correspondientes conclusiones acerca de su idoneidad para el andlisis de series QT y RR
extraidas de registros reales.

En el Capitulo 6 se aplica el modelado Q7'/ RR tiempo-variante para el andlisis de registros
obtenidos de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales. Cada uno
de estos cambios va normalmente seguido de un cambio brusco del ritmo cardiaco, por lo que se
dispone de un escenario muy apropiado donde analizar la respuesta dindmica del intervalo QT.
Asimismo, dado que el modelo propuesto es general, puede utilizarse también para analizar la
dependencia de otros indices de la repolarizacién respecto del ritmo cardiaco. En particular, en
este capitulo se considera también la relacién 7, /RR, donde T, mide la amplitud de la onda T
del electrocardiograma, la cual se ha visto en estudios previos que crece con el ritmo. Se estudia
la adaptacion del intervalo QT y del indice T, separadamente ante aceleraciones y deceleraciones
del ritmo.

Analisis de la depolarizaciéon cardiaca

En el Capitulo ?? se hace una revisién de algunas de las técnicas propuestas en la lite-
ratura para abordar la deteccién de la isquemia de miocardio a partir de indices derivados del
electrocardiograma. Se analizan las ventajas e inconvenientes que presentan cada una de ellas.

En el Capitulo 7 se ahonda en la investigacién de la depolarizacién cardiaca a partir del
andlisis de las amplitudes y las pendientes del complejo QRS del ECG estandar. Se parte de
la hipétesis de que durante una fase avanzada de la isquemia, tras varios minutos de oclusién
coronaria, las propiedades electrofisiolégicas de las células del miocardio se ven alteradas, redu-
ciéndose tanto la velocidad de la fase 0 como la amplitud de sus potenciales de accién, lo que
creemos puede manifestarse en el ECG a través de una reduccién de las amplitudes y pendientes
del QRS. La aplicacién clinica se realiza sobre registros de la base de datos STAFF-III obtenidos
de pacientes sometidos a una intervencion de angioplastia coronaria. Esta intervenciéon genera
una isquemia inducida de la que se conoce su comienzo y su duracién. Se compara la actuacién
de los indices de amplitud y pendiente sugeridos en este estudio con la de otros indices habi-
tualmente considerados en la literatura. Asimismo, se propone en este capitulo un estudio de
simulacién con el que se determinan los tipos de cambios en el complejo QRS que explican los
resultados obtenidos.

Los resultados derivados de esta tesis han dado lugar a 6 articulos de revista, un capitulo de
libro, 2 conferencias invitadas en symposiums internacionales y 15 contribuciones en congresos
internacionales, tal como se recoge en el apartado de Publicaciones de esta memoria. Actualmente
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hay 2 manuscritos que han sido remitidos para su posterior publicacién en revista.
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Capitulo 2

Revision del analisis de la
repolarizacion cardiaca

2.1 Interés del estudio de la repolarizacion

En la actualidad existe un interés creciente en el estudio de la repolarizacién ventricular por su
potencial valor para identificar pacientes con alto riesgo de sufrir procesos arritmicos malignos
desencadenantes de muerte stbita cardiaca [12,13,14,15,16,17,18]. El vinculo existente entre las
heterogeneidades de la repolarizacién ventricular y la génesis de arritmias ha quedado demos-
trado tanto en modelos experimentales como en estudios clinicos [19,20]. Sin embargo, no ha
quedado establecida en la literatura una forma robusta de identificar aquellas alteraciones de la
repolarizacion que pueden considerarse potencialmente daninas. Mas aun, los indices de estratifi-
cacién que se han establecido como validos en una determinada poblacién a menudo resultan de
poca utilidad en otra poblacién distinta. Esto ha contribuido a que durante las ultimas décadas,
y en especial en los iltimos anos con el desarrollo de nuevas técnicas de procesado aplicadas a la
sefial electrocardiogréfica, hayan surgido distintas formas de caracterizar la repolarizacién con el
objetivo de ayudar a detectar anormalidades potencialmente arritmogénicas. Entre tales formas
cabe destacar la relacion QT /RR [21,22,23], la dispersién del intervalo QT [24] o la morfologia
de la onda T [25].

2.2 Descripcion del intervalo QT

El intervalo QT (medido desde el inicio del complejo QRS hasta el final de la onda T) puede
verse como la duracién de la manifestacion en el ECG de superficie de los periodos de depola-
rizacién y repolarizaciéon ventricular, si bien sus variaciones se asocian fundamentalmente a la
repolarizacion. Existen una gran cantidad de factores fisiolégicos que influencian la duracién del
intervalo QT entre los que se encuentran la edad, el sexo [26], los cambios ciclicos en el meta-
bolismo hormonal y electrolitico y, de manera més importante, el ritmo cardiaco y la actividad
del Sistema Nervioso Auténomo (SNA).

La observacion de que el intervalo QT varia con el ritmo cardiaco se remonta incluso a
antes de la invencién de la electrocardiografia, la cual data de 1887 con la publicacién del
trabajo de Waller [27]. Para entonces Thurston [28] y Garrod [29] ya habian demostrado en
registros esfigmogréficos que la sistole del corazon varia al cambiar el pulso cardiaco. Desde la
introduccién de la electrocardiografia, la relacién entre el intervalo QT (inicialmente denominado
sistole eléctrica) y el intervalo RR (inverso del ritmo cardiaco) ha sido investigada extensamente
[30,31,32,33,34]. En estudios experimentales recientes en los que el SNA se mantiene en estado de
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relativo reposo, se ha demostrado que las variaciones en el intervalo QT se deben exclusivamente
a variaciones en el RR [35,36,37]. Sin embargo, en estados de activacién autonémica, se sabe
que el SNA influye tanto sobre el nodo sinusal como sobre el miocardio ventricular [38]. El efecto
sobre el nodo sinusal provoca variaciones en el ritmo cardiaco, que a su vez conllevan variaciones
en el QT'. Pero, al mismo tiempo, la accién directa del SNA sobre el miocardio ventricular supone
alteraciones en la duracién de la repolarizacién y, en consecuencia, en el intervalo QT [39,40].

La evaluacién de las influencias autonémicas, tanto directas como indirectas, sobre el QT
puede ayudar a explicar la predisposicién de algunos pacientes a padecer arritmias ventriculares
malignas y con ello contribuir a mejorar su diagnéstico [41]. Para llevar a cabo esta evaluacién
se han propuesto en la literatura aproximaciones muy variadas, tales como las que se describen
en las Secciones 2.4.1 a 2.4.5.

2.3 Descripcion de la onda T

La onda T del electrocardiograma es una manifestacion del proceso de repolarizacién ventricular,
esto es, del fenémeno electrofisiolégico asociado a la recuperacién de las células cardiacas tras
su excitaciéon o depolarizacién. Tanto la forma de la onda T como su duracién y su localizacién
temporal son funcién de una serie de variables entre las que cabe citar el tamafio y la estructura
de los ventriculos, el ritmo cardiaco y la distribucién y duracién de los potenciales de accién.

El ritmo cardiaco y sus variaciones influyen sensiblemente en las caracteristicas de la onda T.
Conforme el ritmo aumenta, la onda T se estrecha y su posicién se acerca a la del complejo QRS.
Ademas, la forma de la onda T, que depende de la secuencia de activacién de los ventriculos,
resulta muy diferente durante ritmo sinusal normal frente a la que se observa, por ejemplo,
durante marcapaseado ventricular o en episodios de taquicardia ventricular.

Por otra parte, la onda T estd afectada por la distribucién heterogénea de los potenciales de
accién, ya que la repolarizacién puede comenzar o acabar en distintos instantes para distintas
zonas del ventriculo. Asimismo, los potenciales de accién pueden tener distinta duracién y mor-
fologia segun la zona del miocardio, lo cual se refleja también en las ondas T observadas a nivel
de superficie.

Ademas de los mencionados factores, las distintas enfermedades cardiacas introducen cam-
bios especificos en la onda T que reflejan las anormalidades electrofisiolégicas propias de la
enfermedad. Esto puede ser aprovechado en la préactica clinica tanto para llevar a cabo un diag-
nostico como para realizar un seguimiento y comprobar la efectividad de un tratamiento. En la
Seccién 2.4.6 se describen algunos indicadores propuestos en la literatura para caracterizar la
onda T y evaluar sus alteraciones.

2.4 Aproximaciones propuestas para investigar la repolarizacién
cardiaca

2.4.1 Bloqueos del Sistema Nervioso Auténomo

La repolarizacién cardiaca se analiza en algunos trabajos propuestos en la literatura [35,38,41,42,
43] a través del estudio del efecto que sobre el intervalo QT tiene el hecho de bloquear una o las
dos ramas del SNA, simpético y parasimpético. Las condiciones en las que se llevan a cabo este
tipo de exploraciones van desde la medicién en ritmo sinusal (espontdneo) [35,38,41] a la medicién
durante marcapaseado [35,38,42,43], que mantiene el ritmo cardiaco a un nivel fijo y permite
de ese modo evaluar sélo la influencia directa del tono autonémico. En [38,39] se demuestra
que, en sujetos sanos, el suministro de atropina (bloqueo de la actividad parasimpdtica) o de
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atropina més propanolol (bloqueo autonémico completo) tienen un efecto sobre el intervalo QT
independiente del ritmo cardiaco, lo que pone de manifiesto la existencia de una mediacién
directa del tono vagal (parasimpdtico) sobre la repolarizacién del miocardio ventricular. En
[41] se analizan registros de sujetos normales en tres situaciones separadamente: realizacién de
ejercicio fisico, inyeccién de atropina e infusién de isoproterenol (agente bloqueante de la rama
simpética). Se observa que, para un determinado incremento del ritmo cardiaco, el isoproterenol
provoca un acortamiento del intervalo QT mucho menor que el inducido por el ejercicio o la
atropina, demostrando asi que el SNA afecta al miocardio ventricular directamente y no sélo a
través del ritmo cardiaco. Idénticos resultados se confirman en [44] en una investigacién realizada
en las mismas circunstancias que [41]. En la misma linea, se demuestra en [42] que la pendiente
obtenida de ajustar linealmente las series de QT y RR es significativamente menor cuando se
produce un bloqueo autonémico completo en comparacion con la que se observa en condiciones
basales o en estado vagal (bloqueo del simpético). Con ello se confirma que, ademds de la
dependencia del QT respecto del ritmo cardiaco, existe una influencia del SNA sobre el QT
incorrelada con el ritmo y, esencialmente, de su rama parasimpatica. Esta misma conclusién se
extrae del estudio que se describe en [43].

En otros trabajos propuestos en la literatura, el bloqueo no se lleva a cabo a nivel farmacolo-
gico sino que se realiza mediante la interrupcién de la neurotransmision a nivel de los ganglios. A
modo de ejemplo, en [45] se consideran registros de individuos antes y después de la interrupcién
de la actividad simpéatica y parasimpaética. Se analizan tres grupos distintos de sujetos: volun-
tarios sanos, pacientes con MSA (atrofia que reduce el tono simpdtico) y pacientes con PAF
(enfermedad autonémica pura que conlleva niveles muy bajos del tono simpatico). Se demuestra
que el bloqueo autonémico provoca en todos los individuos una prolongacion del intervalo QT
llegando a alcanzar en los voluntarios sanos niveles cercanos a los observados en los pacientes
PAF antes del bloqueo. De nuevo, se pone de manifiesto el papel activo que juega el SNA en la
modulacion de la repolarizacién ventricular.

2.4.2 Variabilidad del QT

Otra forma de abordar el estudio de la regulacion de la repolarizaciéon ventricular a través del
SNA es mediante el anélisis espectral de las series de intervalos RR y Q1 medidos latido a latido.
En [46,47] se lleva a cabo el andlisis espectral con el objetivo de evaluar los efectos autonémicos
sobre el nodo sinusal y el miocardio ventricular. En los dos estudios se confirma la existencia
diferenciada de ambas modulaciones autonémicas, en [46] sobre sujetos sanos y en [47] sobre pa-
cientes con enfermedad cardiovascular. En [48] Almeida et al., extendiendo el modelo propuesto
por Porta et al. [49], presentan un método robusto para cuantificar la variabilidad del intervalo
QT (QTV) no correlada con el ritmo cardiaco y demuestran que, en sujetos sanos, tal fraccién
representa alrededor de un 40 % de la variabilidad total del QT'. Tales resultados indican que
una parte importante de las variaciones de la repolarizacién no quedan determinadas a través
del ritmo cardiaco y sugieren una accién directa del SNA sobre el intervalo Q7. Ademas, la
fiabilidad del método propuesto en [48], avalado por los estudios de simulacién realizados, per-
miten que en un futuro dicha técnica pueda aplicarse en estudios clinicos con el fin de dilucidar
si la fraccién de QTV no correlada con el RR es significativamente distinta en sujetos sanos
y pacientes con algin tipo de patologia cardiaca. Otra forma de evaluar la variabilidad de la
repolarizacién en relacién con las fluctuaciones del ritmo cardiaco se presenta en [50,51], donde
se propone un indice, denominado QT'V I, que cuantifica la magnitud relativa de QTV respecto
de la variabilidad del ritmo cardiaco (HRV). A través de dicho indice se demuestra que los pa-
cientes con cardiomiopatia dilatada, tanto de etiologia isquémica como no isquémica, presentan
una mayor variabilidad de la repolarizacién [50]. Asimismo, en [52] se comprueba que la cardio-
miopatia hipertréfica también se asocia con mayores valores del indice QT'V I. En otro trabajo
[53] llevado a cabo sobre pacientes sometidos al estudio electrofisiolégico, se verifica que el indice
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QTVI tiene una mayor capacidad para identificar pacientes con paro cardiaco que el propio EF
y que otros estratificadores de riesgo propuestos en la literatura. Por iltimo, cabe destacar que
un aumento en el grado de variabilidad de la repolarizacién ventricular no explicada a través
de las fluctuaciones espontaneas del ritmo cardiaco se ha observado también en pacientes con
isquemia de miocardio aguda [54] y en pacientes con fibrilacién auricular [55]. Aunque cada una
de las patologias cardiacas mencionadas en los trabajos citados anteriormente tiene unas carac-
teristicas especificas, es posible razonar que los cambios a nivel celular que acompanan a tales
patologias tienen un efecto desestabilizador sobre la repolarizacion ventricular, lo que se traduce
en un aumento de las oscilaciones latido a latido del intervalo QT que no va necesariamente
acompanado de un incremento en la variabilidad del ritmo cardiaco.

2.4.3 Correccion del QT

De entre todos los métodos propuestos en la literatura para evaluar la influencia sobre el intervalo
QT de factores independientes del ritmo cardiaco, el mas habitualmente empleado en el entorno
clinico es, sin duda, el que se conoce como correccién del QT'. El intervalo QT corregido, denotado
por QT,, se ha utilizado como marcador de riesgo de muerte cardiaca y arritmica en diversas
poblaciones de pacientes [56,57,58,59]. En [56] se propone un estudio en el que se investigan
pacientes con historial reciente de infarto de miocardio asi como sujetos control sanos con las
mismas caracteristicas relativas a edad, sexo, peso, etc. A todos los individuos se les registré un
ECG cada dos meses durante los siete afios que dur6 el seguimiento clinico, a partir de los cuales
es posible calcular los intervalos QT y corregirlos por los efectos del ritmo cardiaco. Se demuestra
que todos los pacientes que murieron por MSC, asi como el Unico sujeto control que también
sufri6 MSC, presentaban un Q7. medio muy superior al del resto de individuos. Otro estudio
donde se explora el valor prondstico del QT, es [57], donde se analiza una muestra aleatoria de
més de 2400 personas de entre 30 y 60 anos de edad. Los individuos con un intervalo Q7. medio
mayor de 430 ms tienen un riesgo muy superior de padecer muerte cardiovascular, de acuerdo
con los resultados del seguimiento practicado durante los 11 anos posteriores al registro del
ECG. Otros dos trabajos que ponen de manifiesto el valor del QT corregido como herramienta
no invasiva para la estratificacién del riesgo son [58,59]. En el primero de ellos se establece que,
entre pacientes de mas de 55 anos de edad, el hecho de tener un intervalo QT, prolongado se
asocia con un riesgo elevado de morir por causas cardiacas. En el segundo, realizado sobre un
amplio grupo de indios americanos, se establece que el alargamiento del Q7 puede utilizarse en el
diagnoéstico clinico para predecir la mortalidad en general y, més especificamente, la mortalidad
cardiovascular.

La idea principal que subyace cuando se calcula el intervalo Q7. es que, una vez cancelados
los efectos del ritmo cardiaco, tal intervalo va a reflejar mayoritariamente variaciones de la
repolarizacion afectadas de manera directa por el tono autonémico. Ademas, al haber eliminado
la dependencia con el ritmo, resulta posible comparar mediciones del intervalo Q7" obtenidas para
registros con rangos de RR muy diversos, tanto de un mismo sujeto como de sujetos distintos.
Durante muchos anos, casi desde el inicio mismo de la electrocardiografia, se ha buscado la
forma apropiada de corregir el intervalo Q71" y se han propuesto en la literatura decenas de
férmulas para tal proposito, aunque ninguna de ellas ha resultado ser aplicable genéricamente
[60,61,62,63,64,65]. Cada férmula de correccién asume que la relacién QT'/RR puede describirse
a través de un modelo matematico y, de acuerdo con ese modelo, proyecta cada intervalo QT
sobre un nivel estdndar de RR que habitualmente se toma como 1 segundo (ritmo cardiaco
igual a 60 latidos por minuto (lpm)). Para que la correccién del QT no lleve a interpretaciones
erréneas es importante que la descripcion del intervalo QT como funcién del RR se ajuste
adecuadamente a los datos de los que se dispone. En muchos estudios [30,31,33,34,66,67] se ha
venido asumiendo que existe una expresion de la relacion entre QT y RR que es fisiolégicamente
correcta y cominmente aplicable a todos los sujetos sanos e incluso también a pacientes con
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distintos tipos de enfermedades cardiacas. Sin embargo, ha quedado demostrado en trabajos
posteriores [68,69,70] que la relacién QT /RR presenta una elevada variabilidad entre sujetos y,
en consecuencia, una férmula de correccién individualizada (esto es, obtenida de manera éptima
para cada sujeto) presenta muchas ventajas frente a las férmulas de correccién genéricas. La
necesidad de lograr una estimacién precisa del intervalo Q7. es particularmente importante
en estudios donde se evalia el efecto de determinadas drogas o cuando desea realizarse una
estratificacién de riesgo en ciertas poblaciones de pacientes (por ejemplo, para seleccionar a
aquéllos a los que se les implantard un DAI). En tales casos, férmulas genéricas, como la de
Bazett o la de Fridericia, pueden generar diferencias artificiales en el intervalo Q7, de mas de
20 ms incluso para ritmos cardiacos normales entre 60 y 90 latidos/minuto [71], lo que puede
conllevar decisiones médicas equivocadas.

2.4.4 Histéresis de la relaciéon Q7T/RR

En el caso de que se analicen registros ambulatorios (Holter de 24 horas) en lugar de ECGs
de reposo grabados en condiciones estables, la descripcion de la relacién entre el QT y el RR
debe anadir un factor mas de complejidad, que es el conocido como fenémeno de histéresis. Este
fenémeno hace referencia al hecho de que el intervalo QT no responde de manera inmediata a
los cambios en el ritmo cardiaco sino que requiere de un cierto tiempo para adaptarse a tales
cambios.

La histéresis ha sido estudiada a nivel de los potenciales de accién [72, 73], donde se ha
comprobado que al introducir cambios en la longitud de los ciclos cardiacos se observan también
cambios en la duracién de los potenciales de accién, algunos de efecto inmediato y otros de
efecto retardado. Mientras que los primeros tienen lugar durante los instantes inmediatamente
posteriores a producirse el cambio en la longitud de los ciclos, los segundos representan la fase
lenta de la adaptacién, que sélo se completa transcurridos varios minutos. Asimismo, se ha
comprobado que tal fenémeno de acomodacién ventricular es méas notorio ante cambios abruptos
en las longitudes de los ciclos. Por el contrario, cuando estas longitudes permanecen estables, se
observa una elevada correlacién entre la duracién del potencial de accién y la del ciclo cardiaco
correspondiente para un amplio rango de longitudes de ciclo.

En el ECG de superficie, la histéresis del intervalo QT en relacién al RR se ha investigado
en estudios en los que el ritmo cardiaco se marcapasea y se provocan en él cambios abruptos
de diferente magnitud [74]. Se ha demostrado que, en tales situaciones, el Q7" necesita entre 2
y 3 minutos para alcanzar un 90 % del cambio total inducido por el RR, siendo el tiempo de
adaptacién mayor en el caso de deceleraciones que en el de aceleraciones del ritmo cardiaco.
Ademds, la evolucién temporal de la adaptacion sigue muy cerca una curva exponencial cuya
constante de tiempo es independiente tanto del valor inicial del ritmo (50 6 110 lpm) como de
la magnitud del cambio provocado (20, 40 6 60 lpm). El interés de analizar la respuesta de
la repolarizacién a cambios bruscos del ritmo cardiaco y comparar tal respuesta con la que se
obtiene en situaciones donde el ritmo es estable, ha sido puesto de manifiesto en muchos otros
estudios [75,76,77,78,79,80]. Como ilustracién, en [77] se midieron los intervalos QT y RR en
registros realizados a médicos sanos durante los primeros 30 segundos después de una llamada de
emergencia. Se observd que, tras la llamada, se producia una aceleracion muy notable del ritmo,
mientras que el QT se acortaba pero sélo ligeramente, requiriéndose un tiempo mayor para
observar el cambio total en el QT'. Otros trabajos en los que se muestra el efecto de histéresis en
la relacién QT'/RR son [79,80]. En ambos se consideran registros de sujetos sanos tomados antes
y durante una prueba de ejercicio fisico, asi como durante los minutos de recuperacién siguientes.
A partir de la observacién de las graficas que enfrentan cada medida de QT con su intervalo
RR inmediatamente anterior, es posible concluir que la relacién entre ambos parametros es
significativamente distinta en las fases de ejercicio y de recuperacién. En particular, se observan
intervalos QT maés cortos durante los primeros minutos de la recuperacion en relacién a los
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obtenidos en el ejercicio; conforme avanza el tiempo de recuperacion, se van restableciendo los
valores de QT hasta alcanzar medidas similares a las que se tenian antes del ejercicio.

La incapacidad del intervalo QT para acomodarse a los cambios en el ritmo cardiaco puede
suponer el sustrato patofisiolégico responsable de la generacién de arritmias ventriculares ma-
lignas, que pueden eventualmente desembocar en MSC. Este hecho ha sido puesto de manifiesto
en trabajos como [81,82,83], donde se analiza la adaptacién del intevalo QT en pacientes con el
sindrome de QT largo, una enfermedad que puede verse como una anomalia pura de la repolari-
zacién y que se caracteriza porque los pacientes que la sufren tienen sincopes y paros cardiacos
asociados normalmente a cambios bruscos del ritmo. De particular relevancia son los resultados
presentados por Krahn et al. en [83], obtenidos tras la medicién del intervalo Q7" durante un
protocolo de ejercicio fisico gradual y durante la fase posterior de recuperacion. La evaluacion
se lleva a cabo tanto sobre pacientes con el sindrome de QT largo como sobre familiares de éstos
no afectados por la enfermedad y sujetos sanos de control. Se observa que los pacientes enfermos
presentan una adaptacion anormalmente lenta del intervalo QT tanto en la fase de ejercicio
(intervalos QT en el pico de esfuerzo més prolongados que los de familiares y controles) como
en la fase de recuperacién (acortamiento mds persistente del Q7" en los instantes iniciales de la
recuperacion). Existen otros trabajos en la literatura, realizados sobre pacientes con otros tipos
de patologias, en los que trata de caracterizarse la histéresis Q7' /RR como medio para detectar
condiciones que llevan a la aparicién de arritmias, entre los que cabe citar [84,85,86]. En todos
ellos se evidencia la necesidad de considerar el efecto de ‘memoria’ que presenta el intervalo QT
como un marcador en si mismo ademas de como paso previo para describir adecuadamente la
relacién entre el QT y el ritmo cardiaco y poder asi proporcionar valores correctos de QT,. Pese
a todos estos resultados que acaban de describirse, en la préactica clinica, cuando se analizan
registros Holter continuos de 24 horas, el fenémeno de histéresis QT'/RR suele ignorarse y sélo
se tiene en cuenta la influencia sobre cada medida de QT del intervalo RR inmediatamente
anterior. Unicamente algunos equipos Holter han incorporado la exploracién de este fenémeno
pero asumiendo que tanto su duracién como su perfil (esto es, la forma de dependencia del QT
con respecto a intervalos RR previos) son idénticos para todos los sujetos.

En esta tesis se aborda el analisis de la respuesta de la repolarizaciéon a cambios en el ritmo
cardiaco, investigando la histéresis del intervalo Q7 en relacién al RR en registros ambulatorios.
Por una parte, se desea proporcionar una descripcién de la relaciéon QT /RR que responda mds
fielmente a la fisiologia cardiaca y, por otra, obtener marcadores derivados de este analisis de
adaptacion QT/RR que permitan discriminar entre pacientes con alto o bajo riesgo de sufrir
muerte arritmica.

2.4.5 Dispersion del intervalo QT

Los métodos hasta ahora expuestos para el andlisis de la repolarizacién cardiaca (ver Secciones
2.4.1 a 2.4.4) hacen referencia a medidas absolutas del intervalo QT o a variaciones de éstas a lo
largo del tiempo. Ademsds, existen algunos otros métodos en la literatura, englobados en la cate-
goria genéricamente denominada dispersién de la repolarizacién, que investigan la distribucién
espacial de las duraciones de la repolarizacion.

En preparaciones experimentales se ha demostrado que un aumento anormal en la dispersién
de la repolarizacién genera un sustrato para el desarrollo de arritmias [19,20,87,88,89,90]. Estos
resultados han provocado una intensa biisqueda por parte de la comunidad cientifica para tratar
de medir la dispersién en registros ECG espontaneos y a partir de ello evaluar las disimilitudes
entre condiciones normales y patolégicas. Uno de los indices propuestos inicialmente [91,92],
antes incluso de la publicacion de los primeros estudios experimentales, fue el del gradiente
ventricular (o drea neta QRST), que se ha confirmado como una medida de la heterogeneidad
global de la repolarizacién [93,94, 95].
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Enseguida este indice fue apartado de las investigaciones y reemplazado por otro que resulta
mas sencillo de medir, aunque su uso ha suscitado importantes criticas. Este segundo indice,
denominado dispersién del QT (QT,), mide la maxima diferencia en las duraciones del intervalo
QT entre los distintos canales donde se registra el ECG. El pricipio que subyace en esta definicién
es el mismo que el utilizado en la cuantificacién de la dispersién a través de las duraciones de
los potenciales de acciéon medidos directamente en el corazén. De hecho, la definicién inicial del
indice QT,; como mayor diferencia en las medidas de Q7T de las seis derivaciones precordiales
[96] fue entendida y aceptada por muchos investigadores como una forma simplificada de medir
la heterogeneidad de la repolarizacién a partir del ECG de superficie. Sin embargo, sin ningin
tipo de justificacién, la definicion se extendié para considerar, ademds de las seis derivaciones
precordiales, también las seis periféricas [97]. La introduccién de esta nueva definicién dio lugar
a la aparicién en la literatura de numerosos estudios que relacionaban la dispersion del QT con
diversos tipos de eventos clinicos adversos. Sin embargo, estudios posteriores han cuestionado la
validez de este indice por dos motivos principalmente. En primer lugar, no existe una justificacion
tedrica clara de la informacién fisiolégica que representan las variaciones o ausencia de variaciones
de este indice, puesto que, si la mayor parte de la informacién acerca de la actividad eléctrica
ventricular estd contenida en los ‘loops’ espaciales del complejo QRS y la onda T, entonces la
razén fundamental que explicaria las diferencias entre derivaciones individuales seria la pérdida
de informacién que supone la proyecciéon del ‘loop’sobre cada derivacién separadamente. En
segundo lugar, existen importantes limitaciones asociadas a la cuantificacién del indice QTy,
derivadas de la dificultad de determinar con precisién los limites del intervalo QT en cada canal
del registro. Asi, la presencia de ruido puede llevar a determinar el final de la onda T en posiciones
temporales muy distintas para algunas de las doce derivaciones, lo cual implicaria un aumento
de la ‘dispersién del Q77 sin ninguna base fisiolégica para ello.

2.4.6 Morfologia de la onda T

Para superar las limitaciones asociadas con el uso del indice QT se han propuesto recientemente
en la literatura nuevos parametros que permiten detectar de forma no invasiva anomalias en la
repolarizacién ventricular mediante la caracterizacién de la morfologia de la onda T [25,98,99,
100,101].

Los pardmetros propuestos en [25,98] requieren de la construccién de un espacio de dimensién
minima obtenido mediante la descomposicién en valores singulares del ECG. A partir del vector
ECG en el nuevo espacio construido y de los vectores singulares de tal espacio, se calculan
una serie de descriptores que resultan muy robustos frente al ruido, ya que su definicién no
depende de la determinacion de medidas problematicas en el dominio temporal, como puede ser
el final de la onda T. Entre estos descriptores cabe citar los siguientes indices: TMD (dispersién
de la morfologia de la onda T), que cuantifica las disimilitudes en las formas de onda T de
derivaciones individuales; TLA (drea normalizada de la onda T), que se utiliza para describir
la variacién temporal de la morfologia de la onda T); TCRT (coseno total del angulo QRS-T),
que mide la desviacién entre las ondas de la depolarizacién y la repolarizacion y se considera
un marcador de la heterogeneidad global de la repolarizacién; por ultimo, TWR (residuo de la
onda T), que cuantifica la dispersién local (regional) de la repolarizacién. Se ha comprobado
en diversos estudios que estos descriptores morfoldgicos tienen una capacidad para distinguir
entre patrones de repolarizacién normales y anormales significativamente mayor que los indices
convencionales, como pueden ser el indice de dispersién del QT (QTy), descrito en la Seccién
2.4.5, o el intervalo QT corregido (QT,), descrito en la Seccién 2.4.3. Especificamente, en [102]
se prueba que TMD, TLA, TCRT y TWR tienen una gran capacidad para predecir eventos
adversos (tales como la muerte siibita cardiaca) en pacientes con historial previo de infarto de
miocardio. En [25] se demuestra que estos indices son capaces de distinguir entre sujetos sanos
y pacientes con cardiomiopatia hipertréfica.
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Otra forma alternativa de cuantificar la dispersién de la repolarizacién a través del andlisis
de forma de la onda T es la que se propone en [98,99,100,101]. En [98] se mide la anchura
de la onda T, mientras que en [99,100,101] se mide la amplitud de la onda T (T,), el cociente
entre las dreas de la onda T a cada lado del pico (SR...) y €l cociente entre los tiempos de
subida y bajada de la onda T (SR, ). Utilizando modelos de repolarizacién ventricular con los
cuales es posible simular dispersion, se comprueba que un aumento de ésta se traduce en ondas
T més altas y méas simétricas [101]. Este mismo efecto es el que se observa tras un incremento del
ritmo cardiaco producido por la realizacién de ejercicio fisico [100] y el mismo que el observado
habitualmente en pacientes que han sufrido infarto de miocardio [103]. Los resultados de estos
trabajos sugieren una nueva forma de poder evaluar la dispersién de la repolarizacién a partir
del ECG de superficie y con ello contribuir a mejorar el diagnéstico de enfermedades como la
muerte subita cardiaca.



Capitulo 3

Analisis tiempo-invariante de la
relacion QT /RR

3.1 Introduccion

Uno de los objetivos principales de esta tesis es proporcionar una caracterizacion de la relacién
existente entre dos indices derivados del electrocardiograma: el intervalo QT', indicativo de la
duracién de la repolarizacién, y el intervalo RR, inverso del ritmo cardiaco. Tal como se ha ex-
puesto en la Seccién 2.4, existen numerosos estudios en la literatura donde se aborda el estudio
del intervalo QT con el propdsito ultimo de ayudar a detectar estados prearritmicos que podrian
eventualmente llevar a la muerte cardiaca. No obstante, en la mayoria de estos estudios se cuan-
tifican los valores del intervalo QT', o mas comunmente del intervalo QT corregido por los efectos
del ritmo cardiaco (QT.), y, basdndose en tales valores, se intenta realizar una discriminacién
entre pacientes de alto o bajo riesgo. Este tipo de andlisis no se ha establecido como una herra-
mienta robusta para el diagndstico, ya que no existe una frontera clara que separe las medidas
de QT 6 QT, que pueden aceptarse como normales de aquéllas que se consideran patolégicas.
En los dltimos anos se han sugerido en la literatura nuevas lineas de investigacion relativas al
estudio de la relacién QT /RR que pueden suponer una mejora sustancial en la caracterizacién
de la repolarizacién y la identificacién de condiciones favorables para el desarrollo de arritmias.
Aunque no existe ninguna duda acerca de la dependencia del intervalo QT respecto del RR, no
se ha presentado hasta la fecha una forma robusta de modelar esta dependencia de modo que
pueda aplicarse de manera individualizada para cada sujeto y cada situacién de analisis. En esta
tesis nos proponemos investigar en profundidad dicha relacién para poder proporcionar perfiles
caracteristicos de la adaptacién del QT a los cambios en el RR, asi como medidas cuantitativas
del tiempo efectivo que dura tal proceso de acomodacién. Para ello, proponemos en este capitulo
un modelo que expresa la relacién entre las series temporales de los dos intervalos de estudio, QT
vy RR, y evaluamos la capacidad de distintos métodos para identificar dicho modelo sélo a partir
de las series de estos intervalos. Entre los métodos considerados para realizar la identificacion se
encuentran algunos encuadrados en la categoria de estimacién determinista y otros derivados de
la inferencia Bayesiana. Las prestaciones de cada uno de estos métodos se analizan sobre datos
simulados y se hace una valoracién acerca de su idoneidad en la aplicacién a registros reales.
Posteriormente, en el Capitulo 4, se llevard a cabo la evaluacién clinica de la metodologia des-
arrollada en este capitulo, analizando la capacidad de algunos marcadores derivados del estudio
para la estratificacién del riesgo de muerte arritmica.
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3.2 Formulacion matematica del problema

Para llevar a cabo nuestra investigacién hipotetizamos que cada medida de QT estd influenciada
por una historia de intervalos RR previos y modelamos tal dependencia a través de un pro-
mediado ponderado de dichos intervalos RR, que denotamos por RR. Para tener en cuenta las
diferencias entre individuos y considerar las caracteristicas especificas de cada sujeto, la funcién
de ponderacién éptima se estima de manera individual. Asimismo, se elige para cada sujeto el
modelo de regresién (de entre 10 posibles) que mejor se ajuste a sus datos [QT, RR]. Tal como
se ha planteado, nuestro interés reside en la identificacion de un sistema, tal como el que se
muestra en la figura 3.1, a partir del conocimiento de las senales de entrada y salida de dicho
sistema.

v(n)
ZTrr(n) h zrw(n)

TRV »g(.,a) M)

Figura 3.1: Diagrama de bloques del sistema utilizado para modelar la relacién QT'/RR, com-
puesto de un filtro FIR invariante en el tiempo, con respuesta impulsional h, seguido de una
funcién no lineal tiempo-invariante parametrizada a través del vector a. La salida del sistema
estd contaminada con ruido blanco aditivo v(n).

La senal de entrada al sistema, zgg(n), se toma como la serie de intervalos RR interpolada
con frecuencia de muestreo de 1 Hz, mientras que la senal de salida, yqr(n), corresponde a la serie
de intervalos Q7' también interpolada a 1 Hz. El indice n representa tiempo discreto, que puede
variar entre 0 y Ny — 1, siendo Ny la duracién total del registro analizado expresada en muestras
(que, en este caso, coincide con segundos). Conociendo estas dos sefiales, nos proponemos hacer
una estimacion de cada uno de los dos bloques que componen el sistema global.

El primero de estos bloques es un filtro FIR de orden [N, invariante en el tiempo y con
respuesta impulsional

h=1[ho hi... hy_] eRN*, (3.1)

cuya salida denotamos por zgg(n). El orden N de este subsistema lineal se define a partir de las
caracteristicas generales de las senales de entrada y salida que van a procesarse. En el caso de
los intervalos QT y RR, que son los que tratamos en esta tesis, hemos disenado una metodologia
previa que nos permite determinar un valor de N suficiente para ser considerado en el disenio
del sistema. Esta metodologia se describe en la Seccién 4.3.1.

El segundo de los bloques del sistema que desea identificarse es una funcién no lineal inva-
riante en el tiempo, g (., a), parametrizada a través del vector

a=[ag al]T € R¥*1, (3.2)

En esta tesis, se consideran 10 modelos de regresién biparaméticos distintos o funciones g (., a) =
gi(.,a),i = 1,...,10, que se han seleccionado para cubrir un amplio espectro de los patrones
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[QT, RR) fisiolégicamente plausibles. Estos 10 modelos [104,105] son los siguientes:

Lineal (Lin) yqr(n) = g1(zrr(n),a) = ap + a1 2gx(n) (3.3)
Hiperbslico (Hip) yqr(n) = g2(zam(n), a) = ag + —— (3.4)

zrw(n)
Parabdlico (Par) yqr(n) = g3(zrr(n),a) = ag (zgr(n))™ (3.5)
Logaritmico (Log) yqr(n) = g4(zzr(n),a) = ag + a1 In(2gg(n)) (3.6)
Logarftmico inverso (Loginv) yqr(n) = g5(zzr(n),a) = In(ap + a1 2gx(n)) (3.7)
Exponencial (Ezp) yqr(n) = g¢(zra(n),a) = ag + a; e “Fr(™) (3.8)
Arco tangente (Atan) yor(n) = g7(zzg(n),a) = ap + a1 arctag(zgg(n)) (3.9)
Tangente hiperbélico (Htan) yqr(n) = gs(zgg(n),a) = ap + a1 tgh(zgg(n)) (3.10)
Arco seno hiperbdlico (Ash) yqr(n) = go(zgr(n),a) = ag + a1 arcsinh(zgg(n)) (3.11)
Arco coseno hiperbélico (Ach) yqr(n) = g10(zrr(n),a) = ag + a1 arccosh(l + 2gg(n)) (3.12)

En todos los modelos de regresién g;(.,a),i = 1,..., 10, se considera que la entrada y la salida,
zgr(n) e ygr(n), estdn expresadas en segundos. En la figura 3.2 se ilustran cada uno de estos
10 modelos cuando la sefial de entrada zgg(n) se hace variar entre 0.5 y 1.5 s y se toman los
valores del vector de parametros como un promedio de los valores estimados en una coleccién
de registros reales.
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Figura 3.2: Modelos de regresiéon considerados para representar distintos patrones de la relacién
entre yor(n) y Zrm(n).

A la hora de llevar a cabo la identificacién del sistema propuesto, debe tenerse en cuenta
que, tal como estd formulado, no pueden determinarse de manera univoca la porcién lineal h
y la no lineal g(., a). Para corrobar esto, consideremos en primer lugar el modelo de regresién
lineal g1 (., a). Es facil comprobar que si multiplicamos cada peso del filtro lineal por un factor
n (esto es, nh; ,i =0,..., N —1) y al mismo tiempo multiplicamos el coeficiente a; de la funcién

no lineal por —, entonces ocurre que la salida del sistema global no se ve alterada. Por tanto, es

clara la falta de unicidad en la determinacion de cada uno de los dos bloques que componen el
sistema total. Para superar esta limitacién, puede observarse que si se impone una restriccién
sobre los pesos del filtro tal como que la suma de éstos sea 1, o equivalentemente h”1 = 1,
siendo 1 el vector de unos de dimensiéon N x 1, entonces queda garantizada la unicidad en el
célculo de los pesos del filtro h y los coeficientes de la funcién g (., a). Esto es cierto, en general,
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para cualquier funcién ¢ (., b) que pueda expresarse como un polinomio de Taylor de un cierto
grado P > 0, donde el vector b representa los coeficientes de dicho polinomio. En tal caso, basta
hacer notar que la misma restriccién h”1 = 1 garantiza la unicidad, pues los pesos en h pueden
determinarse hasta un cierto factor de escala 7 y los coeficientes b;,7 = 0, ..., P, se calculan salvo
por los factores 1, n~ 1, ..., n~F. Para otras funciones no lineales que no sean de tipo polinémico,
el argumento anterior es valido para su desarrollo en serie de Taylor hasta el grado deseado, que
debera elegirse de modo que la contribucién de los términos de orden superior pueda suponerse
despreciable. Esto puede aplicarse a las funciones go, ..., g1g correspondientes a los modelos de
regresién descritos previamente, observando que cada una de estas g;(., a) tiene un desarrollo en
serie de Taylor (en general infinito) en un cierto entorno de z=1, alli donde son indefinidamente
diferenciables.

Ademés de la restriccién que acaba de describirse (h”'1 = 1), se desearan imponer otras res-
tricciones en el proceso de identificacién que permitan proporcionar una interpretacion fisiolégica
apropiada acerca de la adaptacién del intervalo QQT'. Estas otras restricciones hacen referencia a
que cada uno de los pesos del filtro h debe ser positivo, de modo que pueda establecerse la con-
tribucién relativa de cada uno de los intervalos RR previos en la determinacién de las medidas

de QT.

Habiendo impuesto las restricciones descritas, la salida del filtro lineal,
zer(n) = hTxgr(n), (3.13)

donde .
Xpr(n) = [rr(n) zrr(n—1) ... zre(n—N+1)]", (3.14)

puede interpretarse en nuestro estudio como un promediado ponderado de intervalos RR. En la
construccién de tal promediado, el peso hg representa el grado de influencia sobre cada yqr(n)
del intervalo RR inmediatamente precedente, esto es, xrr(n); h1 la del intervalo anterior, esto
es, rr(n — 1); y asi sucesivamente. Por otra parte, el subsistema no lineal nos da una idea de
cémo el intervalo QT (salida yqr(n) del sistema global) evoluciona en funcién de la medida de
RR promedio (zgg(n)).

Adicionalmente, consideramos que la salida del sistema estd afectada por ruido blanco aditivo
v(n) incorrelado con la entrada zzg(n). En este ruido pueden incluirse errores generados en la
delineacion del intervalo QT asi como errores de modelado debidos a la asuncién del sistema
propuesto. En consecuencia, la salida del sistema global puede escribirse como

Yar(n) = 9(zrr(n),a) +v(n) = f(xxr(n),8) +v(n), (3.15)

donde f es la funcién que calcula la salida del sistema global (salvo por el ruido de observacién
v(n)) a partir del vector de entradas xgzr(n) y del vector desconocido €@ de pardmetros del
sistema, 8 € RM*1 que se determina a partir de h y a. Recogiendo en un vector las muestras
correspondientes a los distintos instantes temporales, puede escribise la expresion anterior de
forma compacta mediante

Yaor = frr(0) + v, (3.16)

donde los tres vectores yqr, frr(0) y v son de tamano Ny x 1.
3.3 Problema inverso estacionario

3.3.1 Definicion

De acuerdo con la descripciéon realizada en la Seccién 3.2 y utilizando las notaciones alli intro-
ducidas, nuestra finalidad es inferir los valores de los pardmetros del vector h y del vector a
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(o equivalentemente del vector de pardmetros tinico 8), sélo a partir de las observaciones de la
serie zggr(n) de intervalos RR y la serie yqor(n) de intervalos QT, n =0, ..., Ny — 1, que pueden
medirse y, por tanto, estan disponibles para cada uno de los registros ECG que desean analizarse.
A partir de un modelo matemadtico, en nuestro estudio representado mediante la funcién frg,
que relaciona estas observaciones con el vector de pardametros desconocido 6, es posible obtener
estimaciones de éste. Esto es lo que habitualmente se conoce como resolucién de un problema
inverso, en contraste con el problema directo en el que se trata de calcular el efecto o respuesta
cuando se conoce el sistema y nos dan la causa o entrada a dicho sistema. Ademds, en nues-
tro caso se trata de resolver un problema inverso estacionario, ya que en este capitulo estamos
asumiendo que el sistema propuesto no varia a lo largo del tiempo durante el cual se toman las
medidas de los intevalos RR y QT (es decir, @(n) = 0, ¥n =0, ..., Ny — 1). En los Capitulos
5y 6 se consideran métodos de reconstruccidon no estacionarios, que seran de aplicacién cuando
desee tenerse en cuenta la dependencia temporal del sistema que trata de identificarse (esto es,
cuando O(n) toma valores distintos para cada n =0, ..., Ny —1).

3.3.2 Condicion de ‘ill-posed’

Mientras que los problemas directos son normalmente ‘well-posed’, en el sentido de que tienen
una solucién tunica y esta solucién es insensible a pequenos cambios en los datos observados,
esto no ocurre asi con los problemas inversos. Los problemas inversos no tienen necesariamente
soluciones tnicas y, aun cuando las tienen, éstas pueden no ser estables, encontrandose a menudo
que cambios muy pequenos en las observaciones generan alteraciones sustanciales en la solucién,
esto es, en los pardmetros del sistema que desea identificarse.

Veamos qué condiciones sobre el modelo matematico planteado,
YQT == fRR(B) + V, (317)

son las que llevan a problemas de inestabilidad en el cédlculo de la solucion 6 del problema
inverso. Para ello, consideramos primero el caso de que la funcion fiy sea lineal en el vector de
parametros 0:

Yor = Frr0 + v, (3.18)

donde Fyy es matriz de observacion de dimensiéon N X M. En el caso de que fzi no sea lineal
en 0, las propiedades de ésta se analizan utilizando las mismas definiciones que se dardn a
continuacién para el caso lineal, pero deben aplicarse a linealizaciones sucesivas de fzx(0) que
pueden obtenerse a través de métodos iterativos como el de Newton [106]. Volviendo, pues, a la
expresién (3.18) del modelo lineal, se considera la aplicacién de RM en RMT con matriz asociada
Frr v se denota su rango por

R (Frr) = {y € RV | y = Fyy 0 para algin 6 € RM} (3.19)
y su espacio nulo por
N (Fap) = {0 e RM | Frp @ = 0}. (3.20)

Si denotamos por 7 a la dimensién del espacio R (Fgg), la descomposicién en valores singulares
(SVD) de la matriz Frr € RVT*M  de rango r se define mediante

Frrn=USVT (3.21)

. 0 . .
donde S = <0r 0) y ¥, = diag(o1,...,0,),01 > 02 > ... >0, >0y r <min(M, Nyp).
Esto es, S es la matriz diagonal que contiene en su diagonal principal los valores singulares de
Fyir ordenados de mayor a menor. Las matrices U € RNt*XNt v vV ¢ RMXM ¢y g expresién
(3.21) son matrices cuadradas unitarias, por lo que las columnas u; € RNt j=1,...,Ny,de U
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y las columnas v; € RM i =1,..., M, de V son ortonormales. A partir de la descomposicién
(3.21), se define la condicion de la matriz Fggr como

cond(Fgg) = HFRRH HFRTR

= = 22
2 (3.22)

-1
donde FJR denota la pseudoinversa de la matriz Frg, definida por FJR =V <26 g) UT. si

cond (Fgrg) es muy grande, se dice que el problema es ‘ill-conditioned’ [107,108]. Dentro de este
tipo de problemas pueden distinguirse tres clases, segin el hecho que propicie que cond(Fgg)
resulte muy grande:

e SiM > Npér < M < Np, esto es, si el nimero de variables a estimar es mayor que
el nimero de observaciones o bien el niimero de observaciones es mayor pero el rango
de la aplicacién es menor que el nimero de incégnitas, entonces ocurre que alguna de
las filas (columnas) de Fry es combinacién lineal de otras filas (columnas), con lo cual
N (Frr) # 0 y asi, a partir de una solucién, pueden construirse otras con la misma
imagen por la aplicacién Fry. En este caso se dice que el problema es de rango deficiente.

e Si N (Frr) = 0, pero Fgy tiene algunos valores singulares muy pequenos, por ejemplo,
Ok+1, - - -, Or, marcadamente separados del resto de valores oy, ..., o, entonces se da la
situacién de que la matriz Fyy tiene r—k filas (columnas) casi linealmente dependientes. En
este caso se dice que el poblema es de rango numéricamente deficiente con rango numérico
k.

e Por dltimo, puede que suceda que, siendo N (Fgr) = 0, no haya una separacién clara en
el conjunto de valores singulares o1, ..., 0., pero éstos decrezcan gradualmente hasta un
valor cercano a 0. En este caso se dice que el problema es ‘ill-posed’. Con esta clase de
problemas deberemos tratar en esta tesis, pues son los que se presentan en la identificacién
de sistemas que se ha descrito en la seccién anterior.

3.3.3 Aproximaciones para la resolucién del problema inverso estacionario

Dado que una caracteristica habitual de los poblemas inversos con los que debemos tratar es su
condicion de ‘ill-posed’, se hace necesario introducir informacién adicional acerca de la solucién
que nos permita obtener una estimacién factible del problema formulado. Esta incorporacion de
informacién extra se conoce con el nombre de reqularizacién y puede entenderse como una forma
de aproximar el problema original ‘ill-posed’ mediante otro problema ‘well-posed’ cuya solucién
se encuentre cerca de la verdadera solucién, donde la cercania se mide de acuerdo con el criterio
de optimalidad establecido. La forma de anadir esta informacion adicional acerca del vector de
parametros 8 que desea identificarse depende esencialmente de si el método utilizado para la es-
timacién de 0 esta dentro de la categoria de métodos deterministas o de métodos probabilisticos.
Los métodos deterministas asumen que el vector 8 de parametros de interés es desconocido pero
determinista. En tal caso, la informacién acerca del modelo se recoge a través de la funcién de
densidad de probabilidad (fdp) de los datos observados, p(yqr; @), que representa, en realidad,
toda una familia de fdp’s, una para cada valor del vector determinista 6. La incorporacién de
la regularizacién se lleva a cabo en estos casos aumentando el problema mediante la introduc-
cién de funcionales que penalizan el hecho de que la solucién no esté suficientemente cerca de
cumplir ciertas condiciones que se conocen de ella a priori. Estos funcionales suelen elegirse ad
hoc basandose en la experiencia que el investigador tiene acerca del problema o bien a través de
un andlisis previo sencillo que permite inferir algin rasgo caracteristico de la solucién. Si no se
dispone de informacién suficiente a la hora de definir el funcional de regularizacion, éste suele
tomarse de modo que la informacién a priori introducida sea de naturaleza muy general, por
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ejemplo referida a condiciones de monotonia, concavidad o suavidad. Esto tiene la ventaja de
que las asunciones que se hacen son validas para una gran cantidad de situaciones. Sin embargo,
para un cierto problema, resulta claro que si la condicién de regularizacion se ajustara de manera
mas precisa a la situacidon que realmente se tiene, entonces podrian obtenerse mejores resulta-
dos. La regularizacién supone, pues, un compromiso, ya que debe introducirse tanta informacién
como sea posible acerca de la solucion buscada, pero siempre que tal informacién se corresponda
con las propiedades que son atribuibles a dicha solucién, ya que, en otro caso, las estimaciones
realizadas no serian todo lo deseables que cabria esperar.

Existe otra forma distinta de abordar la resolucién de un problema inverso tal como el que
se plantea en este estudio. Esta otra forma se basa en la utilizacién de métodos probabilisticos y,
dentro de ellos, a los cominmente conocidos como métodos Bayesianos. En este caso, el vector
de parametros desconocido 6 se considera aleatorio y estd, por tanto, caracterizado a través de
una cierta funcién de densidad de probabilidad. En la aproximacién Bayesiana, la resolucién del
problema inverso pasa por el célculo de la densidad de probabilidad condicional p(8|yqr) del
vector de pardmetros desconocido 8 dados los datos de salida observados en el vector yqr. Debe
hacerse notar que, en este contexto, tanto @ como yq,r son tratados como variables aleatorias
(multivariadas), a diferencia de los métodos deterministas, donde yqr es aleatorio pero 8 no lo
es. Para construir la densidad condicional p(8|yqr), también denominada densidad a posteriori
de 0, puede hacerse uso del teorema de Bayes, mediante el cual se expresa

_ plyerl0)p(®)
POVar) = )

(3.23)
o, mds habitualmente, siendo que p(yqr) es constante (ya que yqr son los datos observados) y
su unico propésito es escalar la densidad a posteriori para hacer que ésta integre 1, la expresién
anterior (3.23) se escribe como

p(0lyqr) < p(yqr|@)p(0). (3.24)

En esta tultima expresion, p(@) se llama densidad a priori de @ y en ella se recogen todas las
asunciones o conocimientos que se tienen acerca de 6 antes de disponer de las medidas en yqr.
Es mediante esta fdp a priori a través de la cual se lleva a cabo la regularizaciéon en los métodos
de inversién probabilisticos, desempenando un papel andlogo al que juegan los funcionales de
penalizacion en los métodos deterministas. La otra fdp que aparece en el término de la derecha
de la expresién (3.24) , p(yqr|@) es la densidad de probabilidad condicional del vector de obser-
vacion yqor dados los pardmetros en 6 y se denomina densidad (o funcion) de verosimilitud. Esta
verosimilitud p(yqr|@) puede verse como una representacién del modelo directo, esto es, de c6mo
simular las medidas de los intervalos Q1" cuando se conocen los pardmetros @ del sistema. Una
vez que se realiza el producto de las dos fdp’s tal como se indica en la expresién (3.24), se conoce
formalmente la solucién estadistica del problema inverso. A partir de esta solucién p(8|yqr), si
se define Sp como su soporte, esto es, como el conjunto de valores 8 para los que p(6|yqr) es
distinto de cero, entonces se tiene cuantificado cémo de probable es que la solucién a nuestro
problema sea un determinado valor 8 € Sg, dados los valores observados yqr y €l conocimiento
a priori de la solucién expresado a través de p(0). En la préctica, no se trabaja con la solucién
completa del problema inverso, sino que ésta se utiliza para derivar a partir de ella diferentes
estimaciones puntuales, como por ejemplo su esperanza:

0 = B{Olyor} = / 0 p(Olyor) 6, (3.25)

Se

o el valor de 8 que maximiza tal densidad a posteriori:

0 = ix (0 . 3.26
arg méx p(0lyqr) (3.26)
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Tanto en los métodos deterministas como en los métodos probabilisticos que se han descrito
en los pérrafos previos, la informacién acerca del ruido de observacién v(n) en el modelo (5.7)
puede entenderse también como informacién a priori acerca del sistema y deberia ser tenida
en cuenta a la hora de resolver el problema inverso. A menos que se tengan evidencias claras
de lo contrario, un modelo razonable para el ruido es que éste sea un vector de componentes
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con fdp gaussiana. Esto quiere decir que
cada muestra v(n) tiene fdp N (0, agn), n =0,..., Nr—1,y estd incorrelada con todas las otras
muestras v(n’), n’ # n. La consideracién de estas caracteristicas para el ruido est4 justificada por
el hecho de que las expresiones correspondientes resultan mas ficiles de tratar matematicamente.
En nuestro estudio, el ruido v(n) contiene errores derivados de la medicién del intervalo QT asi
como errores de modelado. Si las series de RR y QT analizadas han sido previamente tratadas
con algun procedimiento mediante el cual se han eliminado sus posibles ‘outliers’ (o valores
atipicos), la asuncién de que v(n) sea incorrelado y gaussiano puede considerarse aceptable.
En caso de que las series contengan medidas espureas, seria més aconsejable modelar el ruido
mediante una distribucién exponencial de la norma L1, que trata mejor el caso de errores muy
grandes aunque poco probables.

Una vez que se ha resuelto el problema inverso planteado mediante la aplicacion de un
método de reconstruccién, ya sea éste determinista o probabilistico, podemos evaluar el resultado
obtenido. Para ello, es importante hacer la distincién entre lo que se entiende por estimador y por
estimacién. Un estimador es una ley o aplicaciéon que asigna un valor de @ a cada realizacién del
vector de datos yqr. La estimacion de 0 es el valor particular de 8 obtenido para una realizacién
dada de los datos en yqr. Si desea valorarse la actuaciéon de un estimador, como éste es un vector
aleatorio (ya que es funcién de los datos yqr, que, a su vez, son aleatorios), dicha valoracién
debera hacerse desde el punto de vista estadistico, para lo cual pueden calcularse momentos del
error de estimacién, como la media o la varianza, o en general otras cantidades que reflejen el
comportamiento del estimador.

3.4 Teoria de la estimacion. Métodos deterministas

En esta seccién se describen algunos estimadores que pueden utilizarse para llevar a cabo la
identificacion de los pardmetros del sistema descrito en la Seccién 3.2, asumiendo que tales para-
metros son desconocidos pero deterministas. En primer lugar se describira el estimador éptimo
y se expondran algunas aproximaciones para su determinacién. En caso de que tales aproxi-
maciones no proporcionen el resultado deseado, debe considerarse la utilizaciéon de estimadores
asintéticamente éptimos, esto es, con un comportamiento cercano al 6ptimo cuando el nimero de
observaciones es elevado, o bien de estimadores sub6ptimos. A lo largo de la seccién se justificara
el uso de unos u otros estimadores dependiendo de las condiciones bajo las cuales se realice la
estimacién. Las secciones que pasan a describirse se basan en las referencias [109,110,111,112].

3.4.1 Estimador Insesgado de Minima Varianza (M'VU)

Se considera que un estimador 0 es dptimo si cumple las dos propiedades que se describen a
continuacién. La primera propiedad es que 6 sea insesgado, es decir, que en promedio lleve a
obtener el verdadero valor del vector de parametros 0 que desea estimarse. Formalmente, la
definicién de que 6 sea insesgado se expresa mediante

E{@} — 9, Vocly, (3.27)

donde Iy es el conjunto de todos los posibles valores que puede tomar 6. La segunda propiedad es
que, dentro de la clase de los estimadores insesgados, @ sea el de menor varianza en la estimacién
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de cada componente 6;,¢ = 0,...,M — 1, lo cual se traduce en que las fdp’s de los errores de
estimacién 6; — 0; estén mas concentradas alrededor de 0 y, por tanto, sea menos probable
obtener errores de estimacién grandes.

Se define el estimador MVU (del inglés Minimum Variance Unbiased) como el estimador que
cumple las dos propiedades anteriores:

e es insesgado: b(0) = 0,V 0 € Iy, siendo b(0) = E {5} — 6 el sesgo del estimador 6 .

e tiene varianza minima entre los insesgados: var {01} < var {01} ,i=0,...,M — 1, para

cualquier otro estimador insesgado 6 de 6 y cualquier valor de 0 € Ig .

Puede observarse que, para los estimadores insesgados, minimizar la varianza es equivalente
a minimizar el error cuadrdtico medio (MSE, del inglés Mean Square Error), pues:

E {(@ - 92-)2} = var {5} T2 {6;) . (3.28)

En general, no tiene por qué existir el estimador MVU. Por ejemplo, puede haber situaciones
en las que no exista ni siquiera un estimador insesgado y otras situaciones en las que, existiendo
estimadores insesgados, no haya ninguno que tenga menor varianza que los demds para todo
valor de 6. Si existe el estimador MVU, hay varias aproximaciones para encontrarlo, como las
que se describen en las Secciones 3.4.2 y 3.4.3. Si estas dos aproximaciones no llevan a dar con
el estimador MVU o si éste no existe, entonces hay que pasar a buscar otros estimadores que
pueden ya no ser 6ptimos.

3.4.2 Cota de Cramer-Rao (CRLB)

La cota inferior de Cramer-Rao, o abreviadamente CRLB (del inglés Cramer-Rao Lower Bound),
nos permite establecer un valor tal que la varianza de cualquier estimador insesgado es mayor o
igual que dicho valor. Si existe un estimador que alcanza esa cota, entonces es el estimador MVU
y, ademads, resulta facil dar su expresion. Esto se enuncia formalmente en el siguiente teorema,
aplicado al modelo de observacién considerado en esta tesis y descrito en la ecuacién (3.16).

Teorema de Cramer-Rao Lower Bound. Supongamos que la fdp p(yqr; @) cumple las con-
diciones de reqularidad siguientes:

E { 0lnP(YQT§ 0)

20 } =0 para todo valor de 6, (3.29)

donde la esperanza se calcula con respecto a p(yqr; @). Entonces:

1. la matriz de covarianza Cy de cualquier estimador insesgado 0 cumple que
C; —171(6) >0, (3.30)

donde > 0 quiere decir que la matriz es semidefinida positiva. La matriz 1(6) que aparece
en la expresion (3.30) es la matriz de informacion de Fisher evaluada en el verdadero valor
del vector de pardmetros @ y se define mediante

9% 1n ;0 ..
[1(9)]2.3.:—E{#}, i =0,...,M—1. (3.31)
1 J
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2. Existe un estimador insesgado 0 que alcanza la cota (esto es, para el cual Cy = 1-10))
sty sélo si
Oln p(yqr; 0)
00

donde p es una funcidn p : RNt 5 RM ¢ T es matriz M x M. Tal estimador 8 es el MVU
y queda definido por Oywy = p(Yar)-

=1(0) (r(yor) — 0) (3.32)

Un estimador insesgado que alcanza la cota de Cramer-Rao se dice eficiente. Debe hacerse
notar que un estimador MVU puede ser o no eficiente. Para un estimador 6 eficiente, su matriz
de covarianza es:

C, =10 (3.33)

donde los elementos de I(0) pueden calcularse de una de las dos siguientes formas:

B P p(yer;0) | - [0Inp(yer;8) dln p(yqr;6)
[1(9)]ij__E{ 96, 00; }_E{ d0; 90, }

Caso particular de observaciones gaussianas: Resulta interesante hacer el calculo de la
matriz de informacién de Fisher para el caso particular de que las observaciones yqor sigan una
distribucién gaussiana:

(3.34)

Yar ~ N (Hyqr (0), Cyen(9)) (3.35)

donde el vector de medias py,,.(0), de dimensién Ny x 1, y la matriz de covarianza Cy(0),
de dimensién Ny x Ny, pueden depender de 6. En tal caso, resulta [109], p.47:

o 01" op, (0
[1(8)];; = —“g‘i( >] c;éT(e) —g‘zj( )]
dCy..(0 HCy.. (0
+ %tr [C;éT(O) —g‘;:( )C;éT( )—23:( )] , (3.36)

donde tr es la funciéon que calcula la traza de una matriz.

Senal determinista en ruido: Si, ademas, los datos yqr provienen de un modelo en el cual
se observa una senal determinista en presencia de ruido gaussiano de muestras independientes:

Yar(n) = f(xzr(n);0) +v(n),n=0,..., Ny — 1, (3.37)
donde el ruido v = [v(0)...v(Ny — 1)] tiene matriz de covarianza C, no dependiente de 6,
C, = diag(ogo,...,JENTfl), entonces yqr ~ N (far(0),Cy), con frr(0) = [f(xrx(0);0)...

f(xzr(Np —1);0)] T En consecuencia, la matriz de Fisher toma la forma simplificada siguiente:

20,

8fRR(0)]TC_1 {afRR(o) ] :Nilo__gc’)f(xm(n);a) 0 f(xxn(n); 0) (3.38)

10)].. = | ———=

1), = | “?| o > ozl o
Transformaciones de los parametros: En muchas ocasiones sucede que, una vez realizada
la estimacién de un cierto vector de parametros 8, desean obtenerse estimaciones de otros pa-
rdmetros que son funciones de éste. Denotemos por ¢ al nuevo vector de parametros a estimar,
t = (0), con S funcién de RM en RY, y sea 0 el estimador eficiente de 6 que se tiene ya calcu-
lado. Entonces, si & es una tansformacion lineal (de hecho basta con que sea afin), () resulta
estimador eficiente de ¢. Si & no es lineal, entonces la eficiencia s6lo puede garantizarse que se
mantiene asintéticamente, esto es, cuando el niimero de observaciones N; — oc.
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3.4.2.1 Cota de Cramer-Rao para modelos lineales de observacion

El célculo del estimador MVU a partir del teorema enunciado en la Seccién 3.4.2 puede resultar,

Oln p(yqr;0)

en general, complicado, ya que se requiere factorizar en la forma expresada en la

ecuacién (3.32). Sin embargo, si el modelo de observacién es lineal, el estimador MVU puede
deducirse de manera sencilla. Por tanto, siempre que sea posible, sera conveniente reformular
el problema planteado para tratar de convertirlo en otro con la propiedad de ser lineal en los
parametros a estimar.

Consideremos la situacién en que los datos observados yqr (vector de dimensién Ny x 1) se
obtienen a partir de un modelo de la forma

YQT == FRR 0 + V’ (3-39)

donde Fgy es una matriz de observacién conocida de dimensién Ny x M (Np > M) y de rango
completo M, 0 es el vector M x 1 de pardmetros a estimar y v es el vector de ruido para el
que se asume que tiene una distribucién: v ~ N (0, Cy). Este modelo se conoce como Modelo
Lineal General y para él el estimador MVU resulta [109], p.97.

—~ _ _1 _
Ouvy = (FLiCy'Frn)  FL.Clyar (3.40)
y su matriz de covarianza es
_ -1
Ouvy (FgRC"lFRR) : (3.41)

Este estimador EMVU es eficiente y se conoce completamente su caracterizacién estadistica:
~ _ —1
B ~ N (0, (FL.Cy'Fr) ) . (3.42)

En el caso particular de que el ruido v sea blanco y su matriz de covarianza sea una version
escalada de la matriz identidad Cy = 021, el modelo de observacién se conoce como Modelo
Lineal. Para éste, la expresion del estimador 0,y ya no depende de Cy:

- -1
Oy = (FgRFRR) FERLYQT (3.43)
y su matriz de covarianza toma la forma:

=02 (FL Fra) . (3.44)

Onvu

3.4.3 Teoria de estadisticos suficientes

En la seccion previa se ha visto que el cédlculo de la cota de Cramer-Rao nos proporciona una
forma de hallar un estimador eficiente y, por tanto, MVU. En el caso de modelos de observacién
lineales, estd garantizada la existencia de un estimador eficiente y puede darse su expresion, tal
como se ha descrito en la Seccién 3.4.2.1. Sin embargo, para otros modelos no lineales puede
ocurrir que no exista un estimador eficiente. En tales casos, puede ser todavia util hallar el
estimador MVU, siempre que éste exista. En lo que sigue se presentan una serie de resultados
que llevan a la obtencién del estimador MVU a partir del andlisis de la fdp p(yqr; 0).

Empezamos definiendo qué es un estadistico suficiente. Un vector T(yqr) = [Tl(yQT)

Tt(yQT)]T se dice suficiente para la estimacién del vector de parametros 6 si la fdp de yqr
condicionada a T(yqr) no depende de 6:

p(Yar| T(yar);0) = p(yar| T(yar)) - (3.45)
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La utilidad de un estadistico suficiente es que su conocimiento garantiza que no puede obte-
nerse mas informacién acerca de 6 a partir de los datos yqor ademas de la que proporciona tal
estadistico.

Como no siempre resulta sencillo intuir un estadistico suficiente para un cierto modelo plan-
teado, puede utilizarse el siguiente teorema para conseguirlo.

Teorema de Neyman-Fisher. Si la fdp p(yqr; @) puede factorizarse en la forma

P(yar;0) = 1 (T (yar),0) 7 (yar) (3.46)

donde 1 es una funcion que depende de yqor sélo a través de T(yqr) y depende también de 0 y
es una funcidn que depende sélo de yqr, entonces T(yqr) es un estadistico suficiente para 6. Al
revés, si T(yqr) es un estadistico suficiente para 0, entonces la fdp p(yqr; @) puede factorizarse
como en (3.46).

Una vez encontrado un estadistico suficiente para la estimacién de 8, sea éste T(yqr), €l pro-
pésito es utilizarlo para determinar el estimador MVU (siempre que exista). Para ello, haremos
uso del siguiente teorema.

Teorema RBLS de Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe. Si 8 es un estimador insesgado de
0 y T es estadistico suficiente para 0, entonces 0=F {é|T(yQT)} cumple:
a) es un estimador vdlido de 0 (no depende de ),

b) es insesgado,
¢) var {@} < var {éz} (sdlo se compara 0 con é)

Si ademds el estadistico T es completo, entonces 0 es el estimador MVU de 6.

A partir del teorema anterior, podemos observar que, si ya se ha encontrado un estimador
insesgado 0 de 0 y un estadistico suficiente T, basta garantizar que T es completo para obtener
a partir de €l el estimador MVU.

La definicién de T completo quiere decir que se cumple:
E{v(T)} = /V(T)p(T; 0)dT =0, V0 — v(T) =0. (3.47)

En general, esta condicion de completitud puede ser dificil de evaluar, por lo que el método
descrito en esta seccién sdlo resulta 1til en problemas donde la comprobacién sea asequible.

3.4.4 Estimador BLUE

Si no existe el estimador MVU o si existe pero las dos aproximaciones descritas en las Secciones
anteriores (la cota de Cramer-Rao en 3.4.2 y la teorfa de estadisticos suficientes en 3.4.3) no
lo proporcionan, es necesario considerar otros estimadores, aunque éstos ya no sean éptimos.
Un estimador subdptimo facil de implementar es el BLUE (del inglés Best Linear Unbiased
Estimator), que tiene las propiedades de ser insesgado y tener varianza minima entre la clase
de estimadores que son funciones lineales de las observaciones (esto es, de yqr en nuestro caso).
Claramente, si el estimador éptimo MVU es lineal en yqr, entonces @BLUE = EMVU y, por tanto,
el estimador BLUE es éptimo. En otro caso, el BLUE es s6lo subdéptimo.

Para obtener la expresién del estimador @z deben imponerse las condiciones siguientes:

e 0O lineal en las observaciones: 8 = Ayqr, para cierta matriz A € RMx*Nt
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e 0 insesegado: E {/é} = AE{yqr} = 0.
Debe notarse que para que esta condicién pueda cumplirse es necesario [109], p.140, que
E{yqr} = Frr0 , para una matriz Fry € RM*NT conocida, o lo que es lo mismo,

yQT = FRRG + V, (3.48)

con v vector aleatorio de media 0 y matriz de covarianza C,, pero para el cual no se asume
que tenga ningun tipo particular de fdp.

e finalmente, los coeficientes de la matriz A que determina 6 deben ser tales que minimicen
la varianza de @ sujeto a las restricciones impuestas en las dos condiciones previas.

Se demuestra que el estimador BLUE responde a la expresién
~ _ -1 _
Oprue = (FIP:RCV 1FRR) FERCV ! Yar, (3-49)

donde Fyy es la matriz de observacién de (3.48) y Cy la matriz de covarianza del ruido v en la
ecuacién (3.48). Ademas, la matriz de covarianza de este estimador resulta

1

= (FL,Cy ' Fpn)” (3.50)

b\BLUE

Una primera observaciéon que puede hacerse a la definicién del estimador BLUE que acaba

de introducirse es que éste sélo requiere conocer los momentos de 1°* y 2° orden de los datos, y
no su estadistica completa.

Una segunda observacién hace referencia a las prestaciones de este estimador. Si en el mo-
delo (3.48) que se ha asumido para la definicién del BLUE, el ruido v se obtiene a partir de una
distribucién gaussiana: v ~ N (0, Cy), lo que equivale a decir que las observaciones son gaus-
sianas, entonces el estimador BLUE es el MV U. Sin embargo, si la distribucién no es gaussiana,
entonces el BLUE sigue teniendo la expresién dada en (3.49), pero ésta ya no coincide con la
del estimador MVU.

3.4.5 Estimador de Maxima Verosimilitud (ML)

En esta seccion se describe otro estimador que puede utilizarse en situaciones donde el estimador
optimo MVU no existe o no puede encontrarse. Este otro estimador se conoce como estimador
de Maxima Verosimilitud o abreviadamente ML (del inglés Maximum Likelihood) y presenta
la ventaja de que puede aplicarse para resolver problemas de estimacién que son dificiles de
tratar con otros métodos. Ademads, cuando el nimero de observaciones N; es muy grande, este
estimador puede considerarse practicamente eficiente, tal como se describe mas adelante.

En lo que sigue vemos la definicién del estimador EML de un vector de parametros 6, algunas
propiedades importantes que presenta este estimador y ciertos métodos propuestos para llevar
a cabo su determinacién.

El estimador ML se define como el valor de 8 (6 € Ig) que lleva a maximizar la funcién de
verosimilitud, esto es, la fdp p(yqr; @) pero vista s6lo como funcién de 6 para un vector de datos
vqr fijo. Debe observase que, como p(yqr; @) depende también de yqr, entonces el estimador
5ML es a su vez funcién de yqr. La idea que subyace en la definicién del estimador ML es que,
a partir de los datos de yqor realmente observados, nos quedamos con aquellos valores de los
parametros que con méas probabilidad han generado tales datos.

El estimador que se obtiene a partir de la definicién anterior no puede garantizarse que
siempre tenga un comportamiento éptimo, pero si de forma aproximada cuando el ntimero de
observaciones es elevado, tal como se enuncia a continuacion.
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Teorema (Propiedad asinté6tica del estimador ML)

Si la fdp p(yqr; @) cumple ciertas condiciones de regularidad [109], p.211, entonces el esti-
mador Oy, de 0 tiene la siguiente distribucion asintdtica (cuando Ny — 00):

Oy, ~ N (6,174(8)) (3.51)

donde 171(0) es la matriz de informacion de Fisher evaluada en el verdadero valor del vector de
pardmetros desconocido 6.

También para el estimador de Maxima Verosimilitud existe una propiedad de invarianza que
permite obtener estimadores de funciones de 8 a partir del conocimiento del estimador 6, de
0. Asi, si ¢ = (0), el estimador 7y, de ¢ es

En el caso de que  no sea una funcién inyectiva, entonces 7y, maximiza la fdp que se obtiene
al evaluar p(yqr; @) para todos los 6 tales que ¢ = J(80).

Existen algunas situaciones particulares en las que el estimador ML puede calcularse ana-
liticamente. Asi, por ejemplo, si los datos yqr siguen el Modelo Lineal General descrito en la
ecuacién (3.39), entonces el estimador O toma la misma expresién que la dada en (3.40) y, en
consecuencia, es un estimador eficiente. Esto nos permite concluir que en determinadas situacio-
nes el estimador ML coincide con el MVU, con lo que resulta éptimo (y no sélo asintéticamente
6ptimo).

Por ltimo, es necesario senalar que en la mayoria de ejemplos no es posible obtener una
expresién analitica para el estimador ML y hay que recurrir a métodos numéricos para llevar
a cabo la maximizacién. Una primera posibilidad es evaluar la funcién que desea maximizarse
en un conjunto de posibles valores para @, de tal modo que la separacién entre los distintos
elementos del conjunto sea muy pequeiia. Este método, sin embargo, sélo es apropiado cuando
la dimensién M del problema (esto es, el nimero de pardmetros a estimar) no es muy elevada
y, ademas, el conjunto de buisqueda estd limitado. En otro caso, pueden utilizarse métodos de
optimizacion iterativos, tales como el de Newton-Raphson, el de puntuacién o el algoritmo EM.
En general estos métodos sélo garantizan la convergencia a un méaximo local y es necesario
definir su inicializaciéon de forma que no esté muy alejada del verdadero maximo que se busca.
Una alternativa a estos métodos la proporcionan los métodos de optimizacion global, tal como
se describe mas detalladamente en la seccién siguiente.

3.4.6 Estimadores de Minimos Cuadrados (LS y WLS)

A lo largo de esta seccién se han descrito una serie de estimadores y se ha analizado su optima-
lidad, entendiendo que ésta hace referencia al hecho de que el estimador sea insesgado y, dentro
de los que tienen esta caracteristica, que sea el que presente menor varianza. En este sentido,
se han propuesto metodologias para encontrar el estimador 6ptimo MVU, que es el que tiene
estas dos caracteristicas. Cuando este estimador 6ptimo no es factible, puede considerarse la
eleccion del estimador ML, descrito en la Seccién 3.4.5, que cumple de forma aproximada las
dos caracteristicas mencionadas cuando el nimero de observaciones es elevado. Otra alternativa
es implementar el estimador BLUE, descrito en la Seccién 3.4.4 que cumple las condiciones de
ser insesgado y tener varianza minima, pero solo entre los estimadores que son funcién lineal de
los datos.

Todos los estimadores descritos hasta este punto requieren conocer alguna descripcién esta-
distica de las observaciones. En esta seccion se presenta un estimador que no precisa de ninguna
de tales descripciones sino simplemente del modelo de sefial (dependiente del vector de pardme-
tros 0 a estimar) a través del cual se asume que se han generado los datos. Como consecuencia,
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este estimador podra aplicarse a un conjunto muy amplio de situaciones, pero, como contra-
partida, no podra analizarse su optimalidad a menos que se convengan ciertas caracteristicas
probabilisticas para los datos observados.

El estimador de Minimos Cuadrados, que denotamos por LS (en inglés, Least Squares),
asume que las observaciones se han generado a través de un modelo de la forma:

YQT - fRR (0) + V, (353)

donde frg (0) = [f(xrr(n); 0) ... f(Xra(Np —1);0)]7 es una sefial determinista que depende de
0 y v es un vector de ruido de media 0. Este estimador 8¢ elige el valor de  que minimiza la
distancia euclidea al cuadrado entre el vector de observacién yqr y la sefial fzy (6):

Np—1
J(0) = Z (Yor(n) — f (xrr(n); 0))2 = (Yor — fRR(e))T (Yor — frr(6)) . (3.54)

n=0

Como puede observarse de la definicion, el estimador LS no requiere conocer la estadistica del
ruido, sino que simplemente trata de resolver un problema de optimizacién determinista.

Un caso particular de gran interés en la préctica es aquél en el que la senal fry (0) es lineal
en los parametros a estimar:

fRR (9) = FRR 0 5 (355)

donde Fyy es matriz de observacién de dimensién N x M y rango completo M. En este caso,
la funcién a minimizar se expresa mediante

J(0) = (yar — FRR0>T (Yor — Frr ) (3.56)
y, en consecuencia, 0, resulta:
- -1
0.5 = (F;‘CRFRR) FTP:R Yaor- (3.57)

A partir de la forma de ELS dada en esta ultima ecuacién, puede observarse que ésta recuerda a
la expresion del estimador BLUE o a la del estimador eficiente para el Modelo Lineal. Debe, no
obstante, hacerse hincapié en cudles son las asunciones que han llevado a obtener las expresiones
de cada uno de tales estimadores. Asi, para que el estimador LS coincida con el BLUE es
necesario que E {yqr} = Frr0 (lo cual serd cierto bajo la consideracién del modelo (3.55) que
estamos haciendo) y también que la matriz de covarianza del ruido sea Cy = 021 (esto es, ruido
2 en todos los instantes n = 0, ..., Ny — 1). Para que el estimador
LS coincida ademds con el estimador eficiente (y, por tanto, MVU) se requiere, aparte de las
condiciones anteriores, que el ruido sea gaussiano. Tanto si se cumplen tales condiciones como
si no, podemos siempre dar el valor del error minimo que se obtiene utilizando el estimador LS
mediante:

blanco con misma varianza o

Jinin = YgT (YQT - FRR/éLS) . (3.58)

Una mejora que puede introducirse al método de Minimos Cuadados hasta ahora presentado
es la que se decribe a continuacién. Puede notarse a partir de la definicién (3.54) que, al cuan-
tificar el error, se les da la misma importancia a todas las observaciones. Sin embargo, puede
interesar ponderar mas, por ejemplo, aquellas muestras para las cuales la varianza del ruido sea
menor. Esto puede hacerse, en general, definiendo una matriz de ponderacién W'y redefiniendo
el criterio de error como

J(0) = (yor — frn (0))T W (yor — (far (9)) - (3.59)
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Esto da lugar a la definicién del estimador de Minimos Cuadrados Ponderado o abreviadamente
WLS. En el caso particular de fzg (@) = Frr0, el estimador WLS resulta:

~ -1
Owis = (FLaWFu)  FL Wyqr (3.60)
y el error minimo correspondiente es
-1
Jinin = ygT (W — WFgr (FgRWFRR) FERW> Yar - (3.61)

Si la matriz de ponderacién W se toma como W = C! (inversa de la matriz de covarianza del
ruido), entonces el estimador resultante coincide con el BLUE y si, ademas, el ruido es gaussiano,
entonces puede afirmarse que es, de hecho, el estimador éptimo MVU.

Por 1ltimo, es importante senalar algunas técnicas para calcular el estimador 8,g en el caso
de que la senal fr (@) no sea lineal en los pardmetros a estimar. Puesto que se trata de resolver
el problema de mimimizacién

/éLS = arg mol'n J(0) = arg moin (Yyar — frr (0))T (yor — frr (9)) , (3.62)

puede, en primer lugar, observarse que si el ruido v del modelo es gaussiano y blanco, entonces
el estimador de Minimos Cuadrados coincide con el de Maxima Verosimilitud: 8,5 = 6. Para
otras distribuciones del ruido, esto deja de ser cierto en general. A la hora de determinar el
estimador LS no lineal, un método apropiado seria el de muestrear J (@) en un nimero muy
grande de puntos (posibles valores de 6) y seleccionar aquél que lleve a un menor valor. Sin
embargo, igual que se puso ya de manifiesto para el caso del estimador ML, este método resulta
inviable si la dimensiéon M del problema es elevada. Existen otras técnicas que pueden ayudar a
simplificar el problema, como por ejemplo la de transformar el vector de pardmetros a estimar
de modo que la senal frr pase a ser funcién lineal de los nuevos parametros. Otra técnica es la
de partir el problema en dos problemas de optimizacién separados, que puede ser muy préctico
si el modelo de senal fyy es sélo lineal en algunos de los pardmetros que desean estimarse. Como
puede intuirse, estas dos técnicas s6lo son de aplicacién en ciertos tipos de problemas, por lo que
es necesario analizar otras soluciones que puedan aplicarse en situaciones méas generales o como
complemento a alguna de las técnicas anteriores.

Un procedimiento habitualmente empleado para resolver un problema de optimizacién como
el planteado en la ecuacién (3.62) es el que se basa en establecer las condiciones necesarias que
debe cumplir 8,¢ para ser solucién. Para ello, se calculan las derivadas parciales de la funcién
J(0) a minimizar y se impone que éstas sean todas nulas al evaluarlas en 6.s. Esto da como
resultado un sistema de M ecuaciones no lineales, que debe resolverse utilizando algin método
iterativo. De entre los métodos iterativos mas comunes cabe citar el algoritmo de Newton-
Raphson y el de Gauss-Newton. Mientras que el primero requiere conocer las derivadas de primer
y segundo orden de J(8), esto es, su Jacobiano y su Hessiano, el segundo de los algoritmos sélo
necesita del Jacobiano. A pesar de que ambos métodos pueden ser de utilidad para ciertas
clases de problemas, presentan, en general, las siguientes limitaciones: en primer lugar, no esta
garantizada su convergencia cuando se aumenta el niimero de sus iteraciones; en segundo lugar,
aun en el caso de que haya convergencia, el punto encontrado puede ser sélo un minimo local de
la funcién J(6) pero no un minimo global.

Para superar las limitaciones asociadas a los métodos de gradiente, es decir, métodos que se
basan en informacién acerca de las derivadas de la funcién, se han propuesto en la literatura
otros métodos conocidos como algoritmos de optimizacién global. A diferencia de los métodos
de gradiente, estos otros algoritmos muestrean puntos a lo largo de toda la regién factible del
problema, de tal forma que puede garantizarse su convergencia global al valor minimo de la
funcién objetivo J(€). Como contrapartida, la bisqueda exhaustiva en toda la regién factible
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suele requerir un tiempo de célculo muy elevado, por lo que se hace imprescendible el uso de una
estrategia que permita seleccionar de manera 6ptima, de acuerdo con un criterio preestablecido,
el conjunto de puntos sobre los cuales va a realizarse la evaluacién de la funcién objetivo. En
esta tesis hemos elegido trabajar con el algoritmo de optimizacién global conocido como ‘Direct’,
que debe su nombre a la estrategia en la que se apoya para decidir cémo muestrear: ‘DIvidir
RECTéngulos’ [113]. Este método, desarrollado originalmente por Pertunnen, Jones y Stuckman
en [114], es una modificacién de la optimizacién Lipschitziana estdndar pero con la ventaja de
que no requiere la especificaciéon de la constante de Lipschitz. Puede aplicarse para resolver
problemas en los que desee encontrarse el minimo global de una funcién real que sea continua
Lipschitziana y esté definida sobre un conjunto cerrado y acotado de R™, M e N.

El hecho de que ‘Direct’ no precise del conocimiento de la constante de Lipschitz permite
su utilizacién en un mayor nimero de situaciones donde no se tiene conocimimento ni puede
estimarse dicha constante. Ademads, al no hacer uso de ella, es el propio algoritmo el que decide
si concede mayor o menor importancia a la bisqueda global frente a la local, adaptandose asi
mejor a cada tipo de problema. En el Capitulo 4 se expondra en detalle este método y se valorara
su aplicacién para el tipo de problemas que se plantean en esta tesis.

3.4.7 Regularizacién y restricciones

Regularizacion Tal como se expuso en la Seccién 3.3.3, muchos de los problemas inversos que
surgen a la hora de llevar a cabo la identificacién de sistemas (como, en nuestro caso, al tratar de
establecer la relacion entre los intervalos QT'y RR del ECG) tienen la condicién de ser ‘ill-posed’.
Este hecho motiva la bisqueda de técnicas que permitan estabilizar tales problemas para hacer
que su solucién sea menos sensible a los errores de observacién. Una forma de lograr este objetivo
es a través de la denominada regularizacion de Tikhonov, que consiste en sustituir la ecuacién
(3.16) del modelo original por otra ‘aumentada’ en la cual se incluye, ademds, informacién a
priori acerca de la solucién. Esta nueva ecuaciéon aumentada es de la forma

g;QT — ffRR(o) + v, (363)

donde cada uno de los vectores de esta ecuacion,
~ y ~ frr (0 ~ v
Yaor = [ ;T} ) frr(6) = [;,R(Eg))] y V= [ /] ) (3.64)

son de dimensién (Nt 4+ Ng) x 1, con Ny indicativo del nimero de condiciones (esto es, relaciones
entre pardmetros) que se imponen en el proceso de regularizacién. En el caso que tratamos en
esta tesis, tales condiciones se eligen de modo que no fuercen situaciones que puedan alejarse
de la solucién verdadera del problema y, en cualquier caso, pensando siempre en el fenémeno
fisioldgico que se persigue modelar. Asi, a partir de un estudio previo que se describird en detalle
en la Seccion 4.3.1, se comprueba, utilizando series reales de QT y RR, que la curva de pesos
que define el filtro lineal h tiene un comportamiento suave que se representa adecuadamente a
través de una funcién exponencial. Para incorporar esta condicién en el proceso de estimacién,
bastara elegir el operador de regularizacion ® como un operador lineal con matriz asociada 3D
(BeR,De R(Nfl)XM) tal que D contenga a una matriz Dg de la forma:

a -1 0 0--- 0 0 O
0O @ -1 0--- 0 0 O

Dg=| . ] , (3.65)
o 0 0 0--- 0 a -1

en las columnas que multiplican a los pesos del filtro cuando se realiza la operacién ®(6) = 5D 6.
El pardmetro (8 en la definicién de ® es un escalar que se denomina pardmetro de regularizacion
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y controla el grado de suavidad de las estimaciones que se obtienen. Ademas, en la ecuacién
(3.64) se toma ¢ = 0 y se considera v/ como un vector de ruido ficticio, cuyas caracteristicas
estadisticas es necesario definir o estimar, igual que se hace con el vector de observacién v, para
aquellos estimadores que asi lo requieran.

En el caso particular de que el estimador utilizado sea el estimador de minimos cuadrados
(LS), cuya definicién no requiere ninguna descripcién acerca del ruido, se vio en la seccién previa
que la solucién sin regularizar 0.5 del problema (3.62) se obtiene mediante:

/éLS - arg mol’n HyQT - fRR (0)”2 y (366)

donde ||-|| denota la norma euclidea en RVT. Al incorporar las relaciones adicionales entre los
pardmetros segin expresa el operador ®(0) = D8, la solucién regularizada 0.¢ del problema
aumentado (3.63) pasa a ser:

6.5 = argmin (|lyor — £ (0)|” + 67 [DO]) . (3.67)

Como puede observarse de esta tltima expresién (3.67), el pardmetro 5 supone un compromiso
entre la informacion que se tiene a priori acerca de la solucién y la informacién que aportan los
datos observados que se almacenan en el vector yor. Cuando en la Seccién 3.5 se analicen los
métodos Bayesianos para la resolucion del problema inverso, podra comprobarse que el parametro
(B guarda una estrecha relacién con la matriz de covarianza de la fdp a priori establecida para 6.
No obstante, es necesario poner de manifiesto que, mientras que tal covarianza se define antes de
conocer los datos yqr, €l pardmetro de regularizacién suele elegirse una vez que éstos ya estan
disponibles.

Existen diversas aproximaciones para determinar el valor del parametro de regularizacién.
Algunas de estas aproximaciones requieren conocer cierta informacién acerca de la norma eu-
clidea del error de observacién, |[v||. Si tal informacién puede obtenerse de forma precisa, se
recomienda la utilizacién de estas aproximaciones, pero si tal informacién no estd disponible
directamente y debe definirse o estimarse a partir de los datos, como es nuestro caso, enton-
ces es preferible utilizar otro tipo de métodos. Entre estos métodos se encuentra el conocido
como criterio ‘L-curve’, que se apoya en la obsevaciéon de la grafica que muestra el error de

regularizacién (en nuestro caso, )D@H) frente al error residual a la salida del sistema (esto

es,

‘yQT — frr (0)”) segun se va variando el valor del parametro § y, en consecuencia, varia la

estimacién 6. Esta grafica suele presentar forma de ‘L’ , por lo que, una vez comprobado que, en
efecto, es asi, puede garantizarse que existe un valor éptimo para (3, que es el que se corresponde
con la esquina de la ‘L’. En dicho punto se ha conseguido disminuir el error de regularizacién
practicamente hasta el limite sin que ello haya sido a costa de aumentar el error de perturba-
cién, que apenas ha variado. La forma de identificar la esquina de la ‘L’ es mediante la funcién
curvatura, que justamente alli alcanzara el maximo valor.

Restriccciones Por dltimo, cabe senalar que, ademas de la informacién introducida a través
de la regularizacién, puede ser también deseable anadir restricciones, en forma de igualdad o
desigualdad, a la solucién del problema inverso. En el problema que nos ocupa en esta tesis,
estas restricciones deben garantizar que las estimaciones de los pesos h;,i = 0,..., N — 1, del
filtro lineal sean todas positivas y su suma valga 1, para poder asi interpretar correctamente
los resultados obtenidos, tal como quedé justificado en la Seccién 3.2. El método utilizado para
incorporar las restricciones al problema planteado se basa en las aproximaciones descritas en
[115,116] particularizadas para el caso estacionario. Denotando por €. al conjunto de vectores

v

0 ¢ RM*1 que satisfacen las restricciones deseadas, el problema que se resuelve para hallar la
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estimacion 0 con restricciones es:

Ezarggrégt{(é—é)TW(é—é)}, (3.68)

donde 8 es la estimacién (sin restricciones) obtenida con alguno de los métodos descritos y W
es una matriz de ponderacién, simétrica y definida positiva, que debe definirse. El problema
(3.68) puede resolverse por el método de Minimos Cuadrados. Para simplificar la notacién, en

lo que sigue se utilizard 6, en sustitucién de @, para denotar a la estimacion que ya satisface las
restricciones deseadas.

3.5 Teoria de la estimacién. Métodos probabilisticos

En esta seccién se propone tratar la resolucién del problema inverso (formulado a través de la
ecuacion (3.16) desde el punto de vista estadistico. Esto quiere decir que el vector de pardmetros
desconocido @ se considera ahora aleatorio y, por tanto, caracterizado a través de una cierta fdp.
En consecuencia, 8 podra tomar distintos valores, pero siempre obtenidos a partir de una misma
distribucién con valores definidos de su media, covarianza, etc. Este tratamiento presenta la
ventaja, frente a los métodos deterministas, de que permite incorporar la nocién de incertidumbre
en el conocimiento de los valores de los parametros, lo cual puede tratarse de manera natural
mediante la teoria de la probabilidad. A la hora de abordar el problema inverso estadistico, nos
centraremos en la aproximacién Bayesiana, tal como se describe a continuacion. Las referencias en
las que nos apoyamos para la descripcién de los apartados de esta seccién son [109,110,111,112].

3.5.1 Inferencia Bayesiana

En la inferencia Bayesiana, que debe su nombre al estadista inglés Thomas Bayes, quien la
introdujo en 1763, se hace uso tanto de las medidas observadas (en nuestro caso, yqr) como del
conocimiento que a priori se tiene de la solucién para, a partir de ambas, obtener una distribucion
‘corregida’ de los parametros 0 tal que represente tan fielmente como sea posible el verdadero
sistema que tratamos de identificar. Mediante el teorema de Bayes, que se expuso en la Seccién
3.3.3, es posible escribir

p(0lyqr) < p(yqr|0)p(0) (3.69)

donde p(@) es la distribucién que a priori le asignamos a @ antes de conocer las observaciones
recogidas en el vector de datos yqr ¥ p(yqr|@) representa la informacién que aportan dichas
observaciones para cada valor de 0. La densidad resultante, p(8|yqr), es la solucién Bayesia-
na del problema inverso y suele denominarse densidad a posteriori de 6, pues resume nuestro
conocimiento acerca de 0 una vez que ya disponemos de los datos en yqr.

Hay tres razones fundamentales que justifican la introduccién de los métodos Bayesianos
para resolver determinados problemas inversos:

1) pueden incorporar de manera sencilla la informacién previa acerca de 6 de la que se
dispone. Para ello, como 6 se considera vector aleatorio, basta asignarle una cierta fdp a priori.
Este hecho permite mejorar sensiblemente la precision en la estimacion, aunque siempre bajo la
condicién de que la informacion introducida se corresponda con la realidad fisica que se modela.
En caso de que no se disponga de informacién fiable y desee utilizarse la inferencia Bayesiana,
se aconseja definir una fdp a priori que sea préacticamente plana, en el sentido que se dé a todos
los posibles valores de @ una probabilidad similar y, por tanto, no se introduzca ningin sesgo
hacia determinados valores.
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2) los estimadores Bayesianos pueden utilizarse también para resolver problemas inversos
deterministas en los que, por ejemplo, no es posible encontrar el estimador éptimo MVU. A
diferencia de la estimacion determinista tradicional, donde el 6ptimo no siempre existe, en la
estimacién probabilistica si que estd garantizada su existencia, aunque no siempre pueda darse
mediante una expresion cerrada. Asi, puede ocurrir que, para un problema determinista, no exista
un estimador @ insesgado cuya varianza sea menor o igual que la de cualquier otro estimador
para todos los valores del vector de pardmetros 6, pero si que puede existir un estimador que
cumpla la condicién ‘en promedio’ entre todos los valores de 8. Como contrapartida, para un
determinado valor de 8, el estimador Bayesiano obtenido puede no ser el mas apropiado. Esto
se vera en la Seccién 3.5.2.1.

3) al llevar a cabo la estimacién desde el punto de vista probabilistico, la solucién que
se obtiene no es un valor concreto del vector de parametros sino toda una distribuciéon de
probabilidad. Aunque en la practica no se trabaja con la fdp completa, sino que ésta se utiliza
para calcular diferentes estimaciones puntuales, es posible siempre disponer de intervalos de
confianza que permiten valorar la fiabilidad de las estimaciones realizadas. Esto, sin embargo,
no es posible con los métodos clasicos.

A partir de la densidad a posteriori p(@|yqr), solucién estadistica del problema inverso,
las estimaciones puntuales mas comunmente utilizadas son las que se describen en el siguiente
parrafo, cada una de las cuales se corresponde con la minimizacién de una cierta funcién de riesgo.
Bajo ciertos condicionantes, los estimadores asi derivados coinciden entre si y, en algunos casos,
también con algunos estimadores clasicos estudiados en la Seccién 3.4. A la hora de evaluar la
actuacién de los estimadores Bayesianos, debe tenerse en cuenta que ya no puede hacerse como
con los métodos deterministas, donde se analizan la media y la varianza del estimador. Para
ilustrar esto, supongamos que se realizan una serie de simulaciones de Monte Carlo (MC) a
través de las cuales desea valorarse la precisién del estimador. Debemos distinguir:

e Si se sigue la aproximacién clasica, se fija un valor de 8 y en cada repeticién MC se genera
una realizacién del ruido v a partir de su fdp y ésta se utiliza para construir yqr segin el
modelo yqr = frr(0) + v. En cada repeticién, se obtiene una estimacién 0 de 6. Puede
entonces calcularse la media y la varianza de 0a partir de todas las repeticiones y, con ello,
comprobar si el estimador escogido calcula de forma precisa los pardametros @ del sistema
a identificar.

e Si se sigue la aproximacién Bayesiana, en cada repeticién se genera una realizacion v
del ruido pero también una realizacién (distinta) de @ a partir de su fdp. De nuevo, se
lleva a cabo la estimacion, obteniéndose, para cada repeticion, una estimacién puntual
de @ (segtn el criterio que se establezca, tal como se verd en la Seccién 3.5.2). Debe, no
obstante, notarse que la media y la varianza de 0 dependen de 6, que ahora ya no es el
mismo en todas las repeticiones. Para tener en cuenta esto y poder evaluar correctamente
la actuacién del estimador, deberad hacerse la valoracién en términos del error g = 6 — 6,
para el que desea comprobarse que, con respecto a la fdp conjunta p(yqr, ), tiene media
0 y varianza minima.

3.5.2 Estimadores Bayesianos

Si @ tuviera sélo una o dos componentes, podria tenerse una representaciéon completa de la
solucién del problema inverso dibujando p(@|yqr) para el rango de posibles valores de 6. Sin
embargo, en la practica sucede que el nimero de componentes de 0 es elevado y, por tanto, se
hace necesario calcular ciertas estimaciones puntuales, como pueden ser la media, la mediana o
la moda de la fdp a posteriori. Cada una de estas tres posibles elecciones da lugar a un estimador
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puntual distinto que, a su vez, resulta 6ptimo bajo un cierto criterio de minimizacién del riesgo
Bayesiano. Para ilustrar esto, consideremos primero las definiciones que se introducen en lo que
sigue.

Denotemos por €g = 6 — 0 el error cometido por el estimador puntual ] para una realizacion
concreta de los pardmetros 6 y de las observaciones yqor. Consideremos una funcion de coste
determinista C; : RM — R que asigna a cada valor de error €g un cierto coste C(€g). Se define
el riesgo bayesiano como el coste promedio:

Rs = E{Cs(eq)}, (3.70)

donde la esperanza se toma con respecto a la fdp conjunta p(0, yqr), ya que el error €g puede
definirse para cada posible valor que tomen yqr y 8. Dependiendo de cémo se defina la funcién
de coste Cg, se obtienen distintas descripciones del riesgo de Bayes Ry y, para cada una de ellas,
existe un estimador éptimo que lo minimiza. Empezaremos considerando el caso en que 6 sea
escalar (M=1) para poder comprobar visualmente el tipo de penalizacién llevado a cabo por
cada una de las funciones de coste mas habitualmente empleadas:

e Si Cp(eg) = € (funcién de coste cuadritica), los errores grandes se penalizan en gran
medida (ver Fig. 3.3 (a)). En tal caso, el riesgo de Bayes resulta:

Re = E{Gg} = //(9 - §)2p(97YQT)dYQTd9 :/ [/(9 - 5)217(9‘}’@)659 p(Yar)dyar-
(3.71)

Para encontrar el estimador 8 6ptimo, basta observar que, para cada valor fijado de yqr,
se trata de minimizar la integral interior de la expresién (3.71). Puede comprobarse [109],
p-316, que el estimador resultante es

6= E{flyar} = / 0 p(0lyqr)do, (3.72)

esto es, la media de la fdp a posteriori. A este estimador se le denomina MMSE, cuyas
siglas en inglés representan Minimo Error Cuadrético Medjio.

e Si se considera una funcién de coste proporcional a la magnitud del error Cgz(eg) = |eg]
(ver figura 3.3 (b)), entonces puede comprobarse [109], p.316, que el estimador éptimo es
0 tal que

0 +o00
/ p(Olyar)d6 = /9 p(6lyar) o, (3.73)

—0o0
~ ~ 1
esto es, la mediana de la fdp a posteriori (o valor 6 para el cual p(f < 0|yqr) = 5)

e Por dltimo, es posible también elegir una funcién de coste de la forma

(3.74)

Cales) = {0’ silel < ‘5}

1, otro caso

(ver figura 3.3 (c)), que penaliza (y de la misma forma) sélo los errores por encima de un
0+
 p(Olyqr)ds.
0—46

Tomando § arbitrariamente pequeno, 8 es la moda de la fdp a posteriori. A este estimador
se le denomina MAP (Méximo a posteriori).

umbral §. En tal caso, el estimador 6ptimo 0 resultante es el que maximiza /
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Figura 3.3: Diferentes funciones de coste Cp(eg) utilizadas en la definicién del riesgo Bayesiano

Es importante senalar que para algunas distribuciones de probabilidad los tres estimadores
anteriores coinciden. Asi sucede, por ejemplo, si la fdp a posteriori es gaussiana, pues, en ese
caso, las localizaciones de media, mediana y moda son iguales. Una situacién particular en la que
se ilustra este hecho es aquélla en la que los datos pueden modelarse de acuerdo con el Modelo
Lineal General Bayesiano:

YQT = FRRB + V, (375)

donde Frr € RVT*M e5 matriz de observacién, 6 es vector aleatorio de dimensién M x 1 con
fdp N (g, Ce) y v € RNTX1 g5 vector de ruido con fdp N (0, Cy) e independiente de 6. Puede
observarse que este modelo es muy similar al Modelo Lineal General descrito en la Seccién 3.4,
salvo por el hecho de que ahora 8 es aleatorio. Puesto que 8 y v son independientes y cada una de
ellas es gaussiana, entonces son conjuntamente gaussianas. A partir de esto, puede comprobarse
de manera sencilla que también 6 e yqor son conjuntamente gaussianas, de donde se desprende
que p(Blyqr) es la fdp de una distribucién normal de media

_ _ -1 _
E{9|YQT} = Ko + (Cel + FgRCVIFRR) F,ZP:RCVI (YQT — Frrpg) (3.76)

y matriz de covarianza

— _ —1
Colyqr = (Co' + FinCy'Frn) - (3.77)

Este resultado tiene especial interés en la préctica, ya que muchas situaciones se representan a
través del Modelo Lineal General Bayesiano (3.75).

3.5.2.1 MMSE (de Minimo Error Cuadratico Medio)

En el caso de 0 escalar, el estimador MMSE ha quedado definido como el que minimiza el error
cuadratico medio Bayesiano (Bmse):

Bmse () = E {(9 - 5)2} : (3.78)

que resulta ser la media condicional de 6 dadas las observaciones yqr:

Ornnse = E{0lyor} = / 0p(0lyqr)do . (3.79)

Debe observarse que, a diferencia de la aproximacién clasica, donde la minimizacién del error
cuadratico medio (MSE) lleva a estimadores no realizables, ahora en la aproximacién Bayesiana
el estimador MMSE siempre puede obtenerse de acuerdo con la expresién (3.79). Esto es asi
debido a la diferente nocién de error cuadratico medio en el entorno clasico:

~

MSE(®) = [ (6 - 8 plyesi) dy (3.80)
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y en el entorno bayesiano
Bmse(d) — / / (0 — 0)2p(yepr, 0) dyeedd. (3.81)

En el caso general de 0 vector de parametros de dimensién M x 1, el estimador MMSE se
define como aquél que minimiza

Bmse() = E {||0 - §||2} (3.82)

y también resulta ser Oyvsg = F {0|yqr}, por lo que minimiza el error cuadrético medio
Bayesiano en cada componente.

Si nos centramos en el Modelo Lineal General Bayesiano de la ecuacién (3.75) podemos
establecer una estrecha relacion entre el estimador probabilistico MMSE y el estimador deter-
minista MVU. Para ello, basta observar que Oyiise = F {0|yqr} toma la forma dada en la
expresion (3.76). Si comparamos esta expresién con la del MVU dada en (3.40) para el Modelo
Lineal General Cldsico, podemos comprobar que ambas son muy similares y, si en (3.76) hace-
mos C;l — 0, es decir, consideramos que no tenemos ninguna informacién a priori acerca de 6,

entonces: Oyvvse = Omvu.

Ademds, mientras que el estimador cldsico optimo 5MVU no siempre existe, el estimador
Bayesiano optimo Omuse sf, aunque no siempre pueda darse mediante una férmula cerrada.
En general, si no es posible utilizar modelos que permitan obtener Oyvsg mediante calculos
analiticos, es necesario recurrir a métodos numéricos para aproximar las integrales que deben
resolverse en el calculo del estimador OyvsE.-

Finalmente, cabe destacar que el estimador MMSE tiene la propiedad de ser invariante bajo
transformaciones afines, aunque no, en general, bajo transformaciones no lineales.

3.5.2.2 Estimador MAP (Méaximo a Posteriori)
El estimador MAP se define como

EMAP = arg méix p(Olyqr) (3.83)
es decir, como el valor que con mayor probabilidad toma 6. Puesto que

p(Blyar) < p(yar|@)p(0), (3.84)

una definiciéon equivalente de Oyap es

Buap = arg mix [I0p (ye:|6) + Inp (6)] (3.85)

Observando esta ecuacién y comparandola con la expresion que define el estimador cldsico
ML, se comprueba inmediatamente que, si no se introduce informacién a priori (esto es, p (0)
asigna la misma probabilidad a todos los posibles valores de ), entonces: Oyjap = Onp. En
caso de que p (@) no sea uniforme, estos dos estimadores ya no tienen por qué coincidir. Asi,
el estimador MAP mantiene la propiedad de invarianza bajo transformaciones lineales, pero no
asi bajo transformaciones no lineales, ni siquiera asintéticamente como ocurre para el estimador
ML.

De la misma definicién del estimador MAP puede también apreciarse que, si la fdp a posteriori
p(Blyqr) es gaussiana, se cumple que Oyap = OnMSE Y, €n consecuencia, se tienen para este
estimador todas las propiedades descritas para el estimador de Minimo Error Cuadratico Medio
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b\MMSE. Por otra parte, puede también comprobarse de la definicién (3.85) que el papel que
juega la fdp a priori en los métodos probabilisticos es andlogo al que juega la regularizacién
en la aproximacién determinista, siendo el grado de regularizacién tanto mayor cuanto mas
concentrada esté la distribucién a priori. La justificacién de este hecho para el caso en que la
fdp a priori sea gaussiana se obtiene expresando:

~ , 1 _
Onvap = arg m;zx Inp (yqr|0) — 5(9 - He)TCol(e - Me)T =

= argmin [~2Inp (yorl0) + [ILe (6 — pe)[?] (3.86)

donde Lg se define tal que Lg Lo = Cgl (puede tomarse Lg de la factorizacién de Cholesky de
C;l). El parametro de regularizacion de los métodos clasicos queda incorporado multiplicativa-
mente en el operador Lg, por lo que es posible observar que cuanto menor sea la varianza en
Cy, mayor sera la regularizacion.

Por 1dltimo, puede observarse que, en general, la definiciéon de Oyiap para el caso vectorial, da-
da en la ecuacién (3.83), no lleva a minimizar en cada componente la funcién de riesgo Bayesiano
dada en el caso escalar, sino que la funcién de riesgo que minimiza es otra distinta.

3.5.2.3 Estimador LMMSE

Aunque bajo ciertas asunciones (como la de que 6 e yqr sean conjuntamente gaussianas) los
estimadores MMSE y MAP pueden darse en forma cerrada, en general sucede que el coste
computacional requerido para el cdlculo de estos dos estimadores es muy elevado. Asi, para
obtener el MMSE es necesario resolver integrales en RM y para calcular el MAP debe resolverse
un problema de optimizacién con M variables. Si no es posible hacer la asuncién de gaussianidad
y desea evitarse la carga computacional que supone la obtencién de tales estimadores, puede
recurrirse a un estimador facil de implementar, aunque subéptimo en general, como es el LMMSE
o estimador Lineal de Minimo Error Cuadratico Medio.

Para deducir la expresion del estimador O1nvsE, se imponen las condiciones siguientes:

e OrMMsE es una funcién afin de las observaciones: @ = Ayqr +b, para ciertos A € RM>Nt

b € RMx1,

e OpnvisE minimiza el error cuadrético medio bayesiano Bmse(@) =F {HO - 5||2} .

Se demuestra [109], p.389, que el estimador LMMSE responde a la expresién
Oiavse = B {0} + Coyqr Cyor (Yar — E{yar}) (3.87)

M X N- : : N1 XN
donde Cgy, € R T es la matriz de covarianza cruzada entre 6 e yqr y Cyqp € RVTXNT
es la matriz de covarianza de yqr. Ademds, en cada componente, ¢ = 0,...,M — 1, el error
cuadratico medio Bayesiano es

Bmse(0;) = E {[16; — 0:*} = (Co — Coyqr Cyqr Cying) . » (3.88)
yQ K4

donde Cy € RM*M

Una primera observacion que puede hacerse acerca del estimador LMMSE es que éste requiere
conocer sélo los dos primeros momentos de la distribucién conjunta p (yqr, €), es decir,

) 18 o)
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En el caso de que los datos yqr puedan describirse mediante un modelo de la forma lineal
Bayesiana:
Yor = Frr 0 + v, (3.90)

donde Frr € RM*NT 5 matriz de observacién, 8 € RM*1 es vector aleatorio y v € RNT x 1
es vector de ruido de media 0 e incorrelado con 6 (esto es, como el Modelo Lineal General
Bayesiano pero sin la asuncién de gaussianidad), entonces el estimador LMMSE de 0 resulta

~ _ _ -1 _

Ornvmvse = E{0} + (Cyl + FL.C ' Fry)  FL.Cy! (yor — Frn E{6}) . (3.91)
El error cuadratico medio Bayesiano en cada componente resulta Bmse(ai) = [Ceplyn @ =
0,...,M —1, donde C, denota la matriz de covarianza del error de estimacién eg = 6 — 0,

que estd dada por

Ce, = (Cp' + FL Cy' Fpn) (3.92)
Si en el modelo (3.90) se anade la condicién de gaussianidad conjunta /Eie 0eyqr /(\o, lo que es lo
mismo, se considera el Modelo Lineal General Bayesiano), entonces OLMAMSE = OyvsE, por lo

que es 6ptimo bajo el criterio de minimizacién del Bmse. En otro caso, @rysE sigue teniendo
la expresién (3.91), pero es s6lo subdéptimo.

A la hora de calcular el estimador 61\ vsE, puede hacerse uso de dos propiedades importantes
que posee: es invariante bajo transformaciones afines y es aditivo (el estimador de la suma de
dos vectores de pardmetros es la suma de los estimadores individuales).

3.5.3 Restricciones

Para que las soluciones 0 obtenidas utilizando estimadores Bayesianos satisfagan una serie de
restricciones que pueden ser deseables para el problema en cuestion, es necesario incorporar esta
informacién al problema. En el caso de la identificacién del sistema que relaciona los intervalos
QT y RR, es deseable que se cumplan las dos condiciones que se describieron en la Seccién 3.4.7,
que implican que todos los pesos h;, ¢ =0,..., N — 1, sean positivos y su suma sea 1.

En la estimaciéon Bayesiana existe la posibilidad de incluir informacién acerca de tales con-
diciones a través de la fdp a priori, por ejemplo asignando probabilidad 0 a aquéllos puntos
que no cumplan las restricciones deseadas. Sin embargo, este tipo de tratamiento, que puede
resultar adecuado en determinados problemas, resulta intratable matematicamente cuando las
restricciones implican relaciones mas complejas entre las distintas variables que intervienen en
el planteamiento. Es por ello que consideramos en esta tesis el mismo procedimiento que se
describi6 en la Seccién 3.4.7 para la incorporacion de restricciones. Especificamente, una vez ob-
tenida la estimacion € de acuerdo con alguno de los métodos Bayesianos descritos en la Seccién

3.5.2, se procede a resolver el problema (3.68) para determinar la solucién con restricciones 0
del problema planteado. De nuevo, para simplificar la notacién, se utilizard en lo sucesivo 0 en

lugar de 8 para denotar la solucién que incorpora ya las restricciones.

3.6 Modelado lineal de la relacién QT/RR

En esta seccién (para modelo de regresién lineal) y la siguiente (para modelos no lineales) se
plantea la evaluacién de los distintos estimadores propuestos en las Secciones 3.4 y 3.5 a la hora
de identificar los pardmetros de un sistema, tal como el descrito en la ecuacién (3.16), a partir del
conocimiento de la senal de entrada zgg(n), de la senal de salida yqr(n) generada artificialmente
y del modelo en cuestién. En las tablas 3.1 (modelo lineal) y 3.2 (modelos no lineales) se recoge
una lista de los estimadores utilizados y de las equivalencias entre ellos bajo las condiciones en
las que se realiza la estimacién.
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Cuadro 3.1: Estimadores utilizados para la resoluciéon del problema inverso planteado en el
estudio cuando el modelo de regresién es el MODELO LINEAL.

Estimacion Determinista Sin Regularizacién Ovivu = OsL,uE = OvL = OwiLs = O1.s

b\MVU = /éBLUE = /éML = b\WLS
Con Regularizacién |~ _
\OLS

Estimacion Probabilistica | fdp a priori gaussiana | @ywvse = Ovap = OLMMSE

fdp a priori uniforme OvMsE = Ovapr = OLMMSE

Cuadro 3.2: Estimadores utilizados para la resolucién del problema inverso planteado en el
estudio cuando el modelo de regresion es un MODELO NO LINEAL.

Estimaciéon Determinista | Sin Regularizacién O, = Owis = O1s

O, = Owis
Con Regularizacién |~

s

Oniap

Estimacién Probabilistica | fdp a priori gaussiana |~

N OLMMsE

fdp a priori uniforme /éM AP

3.6.1 Planteamiento

Consideramos en esta seccién el caso particular en el que los datos se describen utilizando como
funcién g(., a) el modelo de regresion lineal:

Yor(n) = g(zgg(n), a) + v(n) = ap + a12gg(n) +v(n), n =0,..., Ny — 1. (3.93)
A partir de la expresién zzz(n) = h? xgg(n), podemos escribir:

Yar(n) = ap + a1 (W' xgr(n)) + v(n) = [1 xL;(n)] [acioh] + v(n). (3.94)

Si denotamos 8 = [ao a1 hT] TerM X1 con M=N+1, y definimos la matriz de observacién
Frr € RVTXM ta] que su filan-ésima, n = 0, ..., Ny — 1, esté formada por el vector [1 ng(n)},
es claro que puede expresarse:

yQT = FRRB + V, (395)

donde yqr € RNTXL es el vector de datos que contiene las medidas de la sefial de salida

Yor(n),n = 0,..., Np—1, Fgy esla matriz de observacién antes definida, @ = [90 e HM_l]T

es el vector de parametros desconocidos que desean estimarse y v € RNT*1 recoge los valores
del ruido v(n) paran = 0,..., Ny — 1. Consideramos que este ruido v es gaussiano, de media
0 y matriz de covarianza de la forma Cy = 021 y, ademds, en el caso de que 6 sea aleatorio,
asumiremos que v esta incorrelado con 6.

El propésito final que se persigue es determinar el vector de parametros desconocido 6 a
partir de yqr, Frr y el modelo (3.95), para lo cual se evalian los diversos estimadores descritos
en las secciones previas. Una vez obtenida la estimacién 0ded (utilizando alguno de los métodos
propuestos), es posible obtener una estimacién h del vector de pesos del filtro h y otra estimacién
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a del vector de coeficientes de la funcién afin g(z, a) = ag + a1z. Para ello, basta definir:

o = 0o, (3.96)
M-1 R

a = > 0, (3.97)
i=1

~ o~ 1

hi:0i+1a—1,220,...,N—1. (398)

Las prestaciones de cada uno de los estimadores propuestos para la determinacion de los vec-
tores h y a del sistema completo se evalian mediante la realizacion de una serie de simulaciones
de Monte Carlo (MC), tal como se describe en la seccién siguiente.

3.6.2 Simulaciones

Consideramos que la senal de entrada al sistema se extrae de la serie de intervalos RR tomada de
un registro de la base de datos EMIAT, que se describe en la Seccién 4.2. Sobre tal sefial se aplica
un procedimiento para eliminar posibles ‘outliers’, tal como se describe mas detalladamente en
4.2, y se interpola con frecuencia de muestreo de 1 Hz. Se fija el nimero Ny de observaciones, que
para las simulaciones es Nt=15000, y el orden del filtro lineal, que se toma como N=15. Se define
entonces la entrada al sistema zgg(n),n =0,..., Ny — 1, como aquélla que contiene los primeros
valores de la serie de RR interpolada, empezando a partir de la muestra N, para asi poder tener
definido el vector de entradas retardadas xgzgr(n) en todos los instantes considerados. Puede
observarse que la primera muestra, xgg(0), corresponde al N-ésimo intervalo RR del registro. A
partir de la entrada zgzg(n),n =0,..., Ny — 1, y del orden N elegido, se construye la matriz de
observacion Fyy segtn la definicién dada en la seccién previa. Cabe aqui senalar que el niimero
M de pardmetros que deben estimarse para resolver el problema inverso planteado en (3.95) es
M=N+1=16. Por tltimo, para el ruido v, se define su matriz de covarianza C, = ¢21, donde
oy se toma como el valor tal que la relacién senal a ruido (SNR) sea de 10 dB:

—SNR

oy = 0g- 10720 (3.99)

donde o5 denota la desviacién estandar de Frr@. Para los valores de 0 utilizados en la simulacion,
puede comprobarse que el valor resultante de o es aproximadamente 1.8 ms.

En lo que sigue se proponen dos tipos de simulacién distintos, segin la naturaleza de los
parametros a identificar:

Simulacién tipo I, en la que se considera que los parametros del sistema son deterministas y,
por tanto, se establece un valor fijo para ellos. En nuestro caso, fijamos los valores de los pesos
h; del filtro lineal segiin la expresién siguiente:

hi = ko' (3.100)

1 11—«
T = ~- Para que la curva de pesos no sea exactamente una expo-

donde a=0.8y k =
11—«

N—
o

i=0

nencial, a cada uno de los h; se les suma aleatoriamente una cantidad entre -0.02 y 0.02 y poste-

riormente se vuelven a normalizar. Los valores de los coeficientes a; los fijamos en ag =0.3908 y
a1 =0.0452. A partir de los valores establecidos para h = [ho . hN_l]T y para a = [ao al]T,
construimos 6@ = [00 ... GM_l]T = [ag ai hT]T. Para poder después evaluar la actuacién de los

estimadores utilizados, proponemos llevar a cabo simulaciones de Monte Carlo donde generamos
un numero V,,, de realizaciones distintas del vector de observacién yor. En nuestro caso, hemos
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elegido NV,.,=500. En cada repeticiéon j = 1,..., N,., del método MC generamos una realizacién
v(7) del vector de ruido, que se ha obtenido a partir de la fdp A (0, Cy). Utilizando este v,
definimos el vector de observacién para la realizacién j, j = 1,..., N,.., mediante:

v = Frpb + v (3.101)

A partir de los datos yg% y del modelo planteado, puede utilizarse cualquiera de las técnicas de

. . . . . ., () .
estimacién descritas en la Seccién 3.4 y con ello obtener la estimacién @ correspondiente a la
realizacién j. El error de estimaciéon eé] ) se define mediante

) —0-0" j=1,. .. N.. (3.102)
Simulacion tipo II, en la que el vector de parametros 6 se considera aleatorio y, por tanto, se le
asigna una cierta fdp. En nuestro caso, consideramos para esta simulacién 8 ~ N ([,l;gtme, Cgtme),
donde pg,  _ se define de la misma forma que se definié @ en la simulacién tipo Iy Cg,,,. se toma
como la matriz diagonal cuyo primer elemento toma valor 10~% y los restantes elementos toman
valor 10~%. Ahora, al llevar a cabo las simulaciones MC, para cada repeticién j = 1,..., N,..,
se genera tanto una realizaciéon v@ del vector de ruido, obtenida a partir de la distribucién
N (0,Cy), como una realizacién 01 del vector de parametros, obtenida a partir de la distri-
bucién N (pg,..., Co,.ue)- Con estas realizaciones, formamos el vector de observaciones para la
realizacién j mediante:

ygT) = Fppd¥) + v, (3.103)
A partir de los datos en yg% y del modelo formulado, procedemos a realizar la estimacién
mediante cada uno de los métodos propuestos en la Seccién 3.5, obteniendo en cada caso una
()

. ., () . ., .
estimacién @ . El error de estimacién €y’ se calcula ahora mediante

) = gu) — 8" =1, .N.. (3.104)

Tanto en la simulacién tipo I como en la simulacion tipo II, desea valorarse la actuacién de
cada uno de los estimadores empleados. Para ello, calculamos, para cada componente del error de
estimacion, su media, su varianza y su fdp estimada a partir del correspondiente histograma de
frecuencias. En algunos casos es posible conocer teéricamente la distribucién de probabilidad del
error cometido al emplear un cierto estimador. Para otros estimadores, tal distribucién teérica
s6lo puede conocerse asintéticamente y, para otros, no se conoce nada acerca de ella. De cualquier
manera, siempre es posible proporcionar la fdp del error estimada mediante el histograma.

Debe hacerse notar que la finalidad dltima es identificar cada uno de los dos subsistemas que
componen el sistema global de la figura (3.1), esto es, tratar de determinar los vectores h y a.

Asi, una vez conocida la estimacién 0’ para cada repeticién de Monte Carlo j = 1,..., Ny,
nos interesa obtener estimaciones de los pesos del filtro, h'9), y de los coeficientes de la funcién
de regresion, al). Para ello, se procede tal como se explicé en la Seccién 3.6.1 y, a partir de los
valores obtenidos, se calcula el error cometido por el estimador mediante:

&) =hi —hY , i=0,...,N—1, (3.105)
e =a-a’ , i=01, (3.106)

si se trata de la simulacién tipo I, o bien mediante

&) =h? — Y, i=0,...,N-1, (3.107)
) = a9 — 39 =01, (3.108)

si es la simulacién tipo II. Para cada uno de estos errores, pueden proporcionarse también su
media, varianza y fdp de acuerdo con las expresiones siguientes:
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e la media se estima mediante

N,
o~ 1 rea () )
E{ehi}:Nrea;E’i ,i=0,...,N—1, (3.109)
— 1 Nrea .
E{eq,} = D i=o0,1, (3.110)
rea ]:1
e la varianza se estima mediante
— 1 Nrea . — 2
var{en} = =— > (e,(ji) - E{ehi}> ,i=0,...,N—1, (3.111)
rea le
o — 1 Nrea . - 2
var {ea} = 3 2 (egag - E{eai}> L i=0,1, (3.112)
‘]:

e la fdp se estima construyendo el histograma de frecuencias de €y, (respectivamente de €, ),
considerando todos los posibles valores tomados en las distintas realizaciones de MC. Para
construir el histograma, consideramos que el rango de valores tomados por la variable en
cuestion (bien sea ésta ey, para un cierto i =0,..., N — 1, 0 ¢,,, para i=0 6 1), se divide
en 25 partes o celdas distintas. Ademds, para obtener una representacién continua de la
fdp estimada, se ha considerado la curva obtenida como resultado de interpolar los puntos
centrales de cada una de las celdas del histograma.

3.6.3 Estimacion del modelo con métodos deterministas

Asumiremos que el modelo con el cual se han generado los datos es el formulado en la ecuacién
(3.95), donde el vector de parametros @ desconocido se considera determinista. Al llevar a cabo
la estimacién a partir de los datos simulados, consideramos la restriccién h”1 = 1, pero no asf
las restricciones h; > 0, Vi, ya que en este caso no desean hacerse interpretaciones de los h;
obtenidos.

Tanto algunos métodos deterministas, considerados en esta seccién, como algunos métodos
probabilisticos, estudiados en la seccién siguiente, requieren que se conozca la estadistica del
ruido para poder realizar la estimacién o, si no toda la estadistica completa, si parte de ella.
Como en el caso que nos ocupa ocurre que, en la practica, tal informacién no se tiene disponible,
es necesario utilizar alguna técnica que permita estimarla a la vez que se estiman los pardametros
del sistema. En esta tesis se ha implementado una técnica basada en el trabajo [117] mediante
la cual se estima la matriz de covarianza del ruido v y puede garantizarse que, tras unas pocas
iteraciones del procedimiento aplicado, se logra una buena aproximacién. Como tal matriz C,,
es lo Unico que queda por determinar acerca del ruido en este estudio, una vez hechas las
correspondientes asunciones, la técnica anterior resulta satisfactoria. La forma de proceder es la
siguiente: se fija un cierto nimero de iteraciones N;, (en nuestro caso se ha tomado N, = 10)
y se empieza con una cierta inicializacién para la matriz de covarianza estimada év = 33,/1\.
Con ella, se llevi a cabo la estimacion de 6 y se obtiene un vector de pardmetros estimados 6.
Utilizando este 6, se realiza una estimacién de 52 mediante

Np—1

7 = > (var(n) — Fxn(n).9)) (3.113)

n=0

donde, en el caso que tratamos en esta seccién, f (XRR(n),a) = (FRRa) , esto es, el elemento
n

n-ésimo del vector Fry 6. Se construye a continuacién C, = 721, para el valor 52 calculado, y
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se utiliza esta matriz C, para obtener la nueva estimacién 6. Este procedimiento se repite IV,
veces, tras las cuales se ha obtenido una estimacién C,, apropiada y, mas importante, se llega a
la estimacién 6 deseada.

Es necesario senalar que en el caso de que se incorpore regularizacién en los métodos de-
terministas, el vector de observacion yqr del problema aumentado tiene dimensién mayor que
N, pues a las observaciones yqr se anaden también las que definen la regularizacién (ver ecua-
cién (3.63)). En tal caso, consideramos en esta tesis que el vector de ruido v tiene matriz de
covarianza Cg de la forma: ,

oyl O
Cy = [ 0 03/ I } (3.114)
y se procede a estimar separadamente o2 y 03, siguiendo el mismo procedimiento descrito en el
parrafo anterior. En cuanto al vector ¢, de dimensién (N — 1) x 1 y a la matriz D de dimensién
(N — 1) x M, que aparecen en las condiciones de regularizacion, éstos se definen mediante

0O a -1 0 0---0 0 0
0 0

a -1 0--- 0 0 0
¢=0,D=| . , , (3.115)

o0 o o0 0--- 0 a —1

donde @ se calcula, de entre un conjunto de posibles valores & tomados en el intervalo [0, 1],
como aquel que lleva a un menor residuo del ajuste lineal entre el vector de datos Yor ¥ el vector
zzr(n) = hT zpp(n),n = 0,..., Ny — 1, con h calculado a partir de la expresién h; = k&, i =

11—«
0,....,N — 1, donde k = .
Yo , donde T &N

utilizando el criterio ‘L-curve’ que se describié en la Seccién 3.4.7.

Finalmente, el pardmetro de regularizaciéon (3 se determina

En lo que sigue se evaliia la actuaciéon de los distintos estimadores deterministas en la re-
solucién del problema (3.95) que queda planteado en cada una de las realizaciones de Monte
Carlo descritas para la simulacién tipo I. Podemos distinguir segiin que los métodos utilizados
incorporen o no regularizacién:

e Si no se incorpora regularizacién, entonces se asume que el ruido del modelo es gaussiano
y tiene matriz de covarianza de la forma C, = 02I. Como o2 no se conoce, se estima para
obtener 2. Es posible comprobar que, para el problema planteado, todos los estimadores
presentados en la Seccién 3.4 coinciden en el estimador eficiente y, por tanto, MVU. Este
hecho ya se puso de manifiesto cuando se describieron cada uno de los estimadores y se
particularizé para el caso del Modelo Lineal. Asi, GMVU = HBLUE = OML = OLS = BWLS,
donde para el estimador HWLS se ha considerado como matriz de ponderacion la inversa de
la matriz de covarianza del ruido. El estimador eficiente responde a la expresion siguiente,
deducida de la férmula general dada en (3.43):
Ovvu = (FL. Fan) ™ Fliyor. (3.116)
Este estimador tiene la caracteristica de presentar varianza minima en la estimacién de
cada componente 0; del vector de parametros, estando dada esta varianza mediante el
elemento (¢,7),i =0,..., M — 1, de la matriz

= o2 (FL. Fep) ", (3.117)

Onvvu

que es la inversa de la matriz de informacién de Fisher, I71(8), definida en (3.38). Ademés,
para este estimador eficiente puede darse su caracterizacion estadistica completa:

vy ~ N (8,02 (FL.Fun) '), (3.118)
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de donde se deduce que:
eo ~ N (0,02 (FL Fu) ) - (3.119)

Presentamos a continuacién los resultados obtenidos al aplicar el estimador definido en
(3.116) sobre los datos generados en la simulacién tipo I y contrastamos su actuacién

con los resultados teéricos que acaban de describirse. El vector de medias ﬂ;} que se
obtiene de promediar los errores correspondientes a las distintas realizaciones de MC se
encuentra muy cerca del vector de medias nulo que teéricamente corresponde al estimador
MVU, siendo la esperanza estimada siempre inferior a 2 - 1072, En cuanto a la varianza

—

del error de estimacién var {eg}, ésta toma valores para cada una de las componentes
1 =0,...,M — 1 muy préximos al valor tedrico de la varianza minima alcanzable, que
se calcula de acuerdo con la expresién (3.117), resultando las diferencias entre varianza
tedrica y estimada siempre inferiores a 1.7-107°

Pueden también presentarse los correspondientes histogramas de frecuencias para cada
una de las componentes del error de estimacion, a partir de las cuales se deducen las fdp’s
estimadas. Sin embargo, como el propésito final de nuestro estudio radica en la estimacién
de los vectores h y a a partir de la estimacién de 0, presentamos las fdp’s asociadas a estas
ultimas estimaciones. Para ello, se procede tal como se describié en los apartados (3.6.1)
y (3.6.2). Es importante senalar en primer lugar que, al transformar el estimador MVU de
6, no siempre se obtienen estimadores MVU de los nuevos pardmetros. A este respecto,
cabe recordar que la eficiencia se mantiene bajo transformaciones afines pero no asi bajo
transformaciones no lineales en general. No obstante, si el nimero de observaciones Ny
es elevado, puede garantizarse que una funcién no lineal de @yyvy dard como resultado
un estimador que cumple de forma muy aproximada la condicién de ser eficiente, y la
aproximacion sera tanto mejor cuanto mayor sea el nimero total de datos observados. Asi,
pues, podemos afirmar que los estimadores

ag = (@MVU>O = [1 0...0] /éMVU (3.120)
M—-1 =" R

i = (Buvu) =[0 1 1...1]Buvu (3.121)
=1

son estimadores eficientes de los pardametros ag y a1, respectivamente. Claramente, son
entonces los estimadores MVU de ag y a1 y, ademds, podemos conocer la cota minima
(CRLB) para la varianza en la estimacién de cada uno de ellos. En efecto, como

G =S <§MVU> = Ag Oy, (3.122)

donde Ag = [1 0... 0], entonces

~ R T R T _ R
var {@o} = AsCy AL =1[1 0...0/Cy [1 0...0]" = (CoMVU>OO (3.123)
esto es, la cota minima sobre la varianza de cualquier estimador insesgado de ag esta
dada por el primer elemento (el que ocupa el lugar (0,0)) de la matriz CA dada en

(3.117) y, ademas, el estimador eficiente @y para el cual se alcanza dicha cota es el definido
en este estudio a través de la ecuacién (3.122). Este estimador presenta una distribucién
gaussiana, pues resulta de aplicar una funcion lineal a @\ vy, que era gaussiano, y su media
es Ag0 = 0y = ag, por lo que podemos establecer que

do ~ N (ao, (CéMVU)()O) , (3.124)

de donde se deduce que

€ag ~ N (o, (C’éMVU>OO> . (3.125)
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Al aplicar el estimador que acaba de describirse sobre los datos generados en la simulacién
tipo I, se obtiene una fdp estimada para ay tal como se presenta en la figura (3.4 (a))
(histograma de frecuencias en color gris y curva continua obtenida por interpolacién en
color verde). También se presenta, para su comparacion, la fdp tedrica en color rojo. Puede
observarse la similitud entre ambas curvas. La media y varianza estimadas para el error son
1.1 -107% y 1.3 -1078, que, efectivamente, se encuentran muy cerca de los valores teéricos
calculados segiin (3.125) (media igual a 0 y varianza igual a 1.3 -107%). En cuanto a la
estimacién del coeficiente a;, puede aplicarse un procedimiento analogo al considerado
para ag y con ello obtener la correspondiente cota CRLB para su varianza. De nuevo,
el estimador a; propuesto en la ecuacién (3.121) alcanza dicha cota, que ahora toma la
expresion:

T M-1M-1
var{@my=[0 1...1¢Cy [0 1..1]" =Y (CEMVU>U : (3.126)
i=1 j=1

esto es, la suma de todos los elementos de la matriz adjunta de (C@MVU>OO en CaMVU.

Asimismo, puede observarse que la distribucién de probabilidad de @; es también gaussiana
y su media es [0 1... 1] 0 =01+...4+0p_1 = a;. Por tanto, el error ¢,, en la estimacion
de a; tiene por fdp

M—-1M-1
€, ~ N |0, z; z; (Céwu)ij . (3.127)
i=1 j=

En la figura (3.4 (b)) se presenta el resultado de la estimacién del coeficiente a; del modelo
de regresion lineal a partir de los datos generados en la simulacién tipo I. La esperanza

estimada para el error ¢,, es muy pequefia, F {e;, } = —9.4-1077, y la varianza estimada,

var {eq, } =1.0-1078, es muy similar al valor teérico dado a partir de la ecuacién (3.126):
var {e,,} =1.0-1078. Por otra parte, se procede a la estimacién de cada uno de los pesos

hi,i =0,..., N — 1, del filtro lineal. Para ello, se consideran los estimadores:
~ 1 /~
hi:A—(eMVU> ,i=0,...,N—1. (3.128)
ai i+1

Puede observarse que para estos estimadores ya no esta garantizada su eficiencia, pues la
funcién que los relaciona con /O\MVU no es lineal. Sin embargo, si que son asintéticamente
eficientes, por lo que, en el limite cuando el nimero de observaciones tiende a infinito,
alcanzarian la cota CRLB sobre la varianza. Para el ntimero finito Nt de observaciones
utilizado en la simulacién tipo I, no se alcanzard dicha cota, pero se estara cerca de con-
seguirlo. En la grafica (3.4 (c)) se presenta la densidad de probabilidad estimada para el
error €y, cometido en la determinacién del primer peso hg cuando el estimador utilizado es
el hy definido en (3.128). La media y varianza estimadas para ey, son 4.3-1073 y 2.5-1074,
respectivamente. No se presentan graficas de distribucién referidas a la estimacién de ca-
da uno de los restante pesos, pero si proporcionamos los valores de media y desviacién
estandar estimados para €p, ..., €, _, en la grafica (3.4 (d)).

Si se incorpora regularizacion, entonces se considera la resolucién del problema inverso
aumentado

Yor = Frr0 +v, (3.129)
donde

o _ | ¥Yar -~ o FRR ~ |V
Yar = [ ;2 } ) Frr = [ﬂD] y v = [V'] ) (3.130)

con ¢, 3y D los que se describieron al inicio de este apartado y v’ un ruido gaussiano
ficticio de media nula y covarianza desconocida. Como se asume que los ruidos v y v’ tienen
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Figura 3.4: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MVU y modelo
de regresién lineal. En (d) se presentan, para la misma situacién, media 4 desviacién estandar
de los errores de estimacién €, i =0,..., N — 1.

matrices de covarianza Cy = 021y Cy/ = 03,1, pero oy y oy pueden ser, en general,
distintas, ocurre que la matriz de covarianza Cg del ruido en el modelo aumentado puede
ya no ser multiplo de la identidad. En consecuencia, no todos los estimadores deterministas
presentados en la Seccién 3.4 coinciden, sino que el estimador de Minimos Cuadrados 01
toma una expresion que sélo coincidiré con la de los restantes en caso de que sea oy, igual
a oy. Asi, podemos distinguir, por un parte,

Ornvy = OsLUE = 0L = Owis, (3.131)

donde el estimador aWLS se calcula utilizando como matriz de ponderacion W = Cgl.
Por otra parte, se tiene el estimador §Ls. Veamos cuales son las prestaciones de estos
estimadores cuando se aplican para determinar el vector de pardametros 6 en cada una de
las realizaciones MC de la simulacién tipo I.

— En primer lugar, analizamos el estimador eficiente dado por
- ~ ~ N1~
vy = (FgR CglFRR) F1.C'¥ar, (3.132)

que es el que tiene varianza menor o igual que la de cualquier otro estimador insesgado
en la estimacién de cada uno de los pardmetros 6;,7 = 0,...,M — 1 del problema
aumentado (3.129). Debe hacerse notar que si se calcula el estimador eficiente en una
situacién donde la matriz Cg del ruido no es conocida, ésta debe reemplazarse por la
correspondiente estimacion 6;, como en el caso que nos ocupa.

Al aplicar el estimador éMVU para resolver los problemas inversos planteados en
las realizaciones de la simulacién tipo I, podemos comparar su actuacién con la del
estimador éptimo del problema original (3.95), para el cual conocemos su distribucién
estadistica tedrica completa. Se comprueba que los momentos de primer y segundo
orden de €g estimados estan muy proximos a los valores tedricos 0 y C@MVU dada en
(3.117), siendo las diferencias en la media inferiores a 1.2:1073 en todos los casos y
en la varianza inferiores a 2.1-107°.
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Si a partir de este estimador /B\MVU se derivan estimadores ﬁi,z’ =0,....M -1y

a;,i = 0,1, de acuerdo con las ecuaciones (3.96) - (3.98), los mismos argumentos que

los utilizados en el caso no regularizado nos llevan a probar que ay y @; asi obtenidos
son estimadores eficientes de ag y a1. Las densidades de probabilidad estimadas para
los errores €,, y €4, se presentan en las figuras (3.5 (a)) y (3.5 (b)), junto con las
correspondientes curvas gaussianas deducidas teéricamente. Para los parametros del
filtro lineal h, los estimadores calculados no son eficientes, aunque si mantienen la
propiedad asintéticamente. Se presenta en la figura (3.5 (c)) la fdp estimada para el
error en el primer peso, €,. Para todos los pesos se presentan media y desviacién
estdandar estimadas en la grafica (3.5 (d)). También resulta interesante comparar los
resultados obtenidos tras incorporar la regularizacién en el proceso de estimacién
con los resultados que se obtenfan anteriormente. Siempre que la informacién extra
anadida al problema a través de las condiciones de regularizacién se corresponda con
la realidad que subyace en la generaciéon de los datos del problema, es de esperar
que las estimaciones se vean mejoradas. En efecto, basta hacer la comparacién de los
siguientes pares de gréficas (3.4 (a)) vs (3.5 (a)), (3.4 (b)) vs (3.5 (b)), (3.4 (c)) vs
(3.5 (c)) y (3.4 (d)) vs (3.5 (d)) para concluir que la identificacién de los parametros
del sistema es més precisa cuando se considera el problema regularizado.
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Figura 3.5: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MVU regularizado
y modelo de regresién lineal. En (d) se presentan, para la misma situacién, media + desviacién
estdndar de los errores de estimacién €, ¢ =0,..., N — 1.

— Por otra parte, analizamos el estimador de Minimos Cuadrados. Este estimador se

define mediante )
Ous = (FLFun)  FhJor (3.133)

y no precisa conocer ninguna descripcién acerca del ruido del modelo. A cambio,
el criterio de error bajo el cual resulta 6ptimo (la distancia entre yqr y FRRGLS
es minima) no se traduce, en general, en ningin criterio de minimizacion del error
en la estimacién de los pardmetros. Cuando este estimador frg se aplica sobre los
datos generados en la simulacién tipo I, la media y la varianza de cada componente del
error de estimacién resultan muy pequenos, dando lugar a distribuciones también muy
concentradas en torno al origen. En las gréficas (3.6 (a)) a (3.6 (c)) se presentan los
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histogramas de frecuencia estimados a partir de las simulaciones MC para los errores
€ao» €ay Y €hy- Para todas las componentes h;,7 =0, ..., N —1, del vector de pesos h, se
muestran en la figura (3.6 (d)) la media y la desviacién estdndar estimadas para cada
uno de los errores €n;- Pueden observarse sélo pequenas diferencias en la actuacién
de este estimador 9Ls frente al estimador 6ptimo OMVU, ya que, al incorporar en
ambos casos las condiciones de regularizacién, las estimaciones de los parametros
obtenidos estan en cualquier caso muy cerca de los valores verdaderos generados en
la simulacién.
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Figura 3.6: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €g, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LS regularizado
y modelo de regresién lineal. En (d) se presentan, para la misma situacién, media + desviacién
estandar de los errores de estimacion €, 2 =0,..., N — 1.

Para finalizar, resulta interesante observar que si la matriz Cy (matriz de covarianza del
ruido v en el problema regularizado) fuera miltiplo de la identidad, esto es, Cy = O'~I
todos los estimadores coincidirian en el estimador eficiente, que ahora tomaria la forma

~ o~ \—1 ~ ~
FI. Frr FI.¥qr, es decir, exactamente la misma forma que toma el estimador Oy

calculado sin necesidad de haber hecho la asuncién de que el ruido v fuera blanco. Por
tanto, podemos concluir que, en general, el estimador 015 para el problema regularizado
tendrd un comportamiento cercano al del eficiente en el caso de que v (ruido de observacién)
y v’ (perturbacién en la regularizacién) tengan varianzas parecidas.

3.6.4 Estimacién del modelo con métodos probabilisticos

Estimaciéon de 6 aleatorio En primer lugar consideramos que el modelo con el que se han
generado las observaciones es el que se describe a través de la ecuacién (3.95), donde el vector de
parametros € desconocido se considera aleatorio e incorrelado con el ruido v del modelo. Para
el ruido, se asume que estd distribuido segin una fdp A (0, Cy), donde Cy = 02I. Como esta
matriz de covarianza C, no se conoce, deberd estimarse juntamente con los pardmetros 6. El
procedimiento utilizado para ello es exactamente el mismo que se explicé en la Seccién 3.6.3. Para
el vector aleatorio @ a estimar, se le asigna una cierta fdp a priori, que refleja el conocimiento que
se tiene acerca de él previamente a la resolucién del problema inverso. En esta tesis se analizan
las siguientes dos posibilidades para la definicién de esta densidad de probabilidad:
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e Si se considera que la fdp a priori de € es una gaussiana de media pg y covarianza Cpg,

N (g, Co), entonces, haciendo uso de que 8 y v tienen distribuciones normales indepen-
dientes y el modelo de observacion es yqr = Frr 0 + Vv, resulta claro, como ya se justificé
en la Seccién 3.5.2, que la fdp a posteriori de 8, p (8|yqr) es también gaussiana y su media
y covarianza vienen dadas a través de las expresiones (3.76) y (3.77). En consecuencia,
puesto que la media y la moda en una distribucién gaussiana se localizan en el mismo
punto, puede concluirse que §MMSE = 5MAP. Este estimador toma la forma siguiente,
particularizada para el caso en que Cy = o2 1:

1

Orvse = Ovap = po + 0y° (CEI + 0;2F£RFRR)_ Fln (Yar — Frapg) . (3.134)

donde, de nuevo, si la varianza 02 no se conoce, se sustituye por su estimacién o2 y se

utiliza ésta para el cdlculo del estimador. Observando la expresion del estimador @yvse
(de Minimo Error Cuadratico Medio), que coincide con la del estimador @MAP (Méximo
A Posteriori), se observa que es una funcién afin del vector de observacién yqr. Resulta
entonces inmediato concluir que el estimador ELMMSE también coincide con los dos ante-
riores. Evaluamos la capacidad de este estimador para resolver el problema inverso que se
plantea en cada una de las realizaciones MC de la simulacién tipo II. A la hora de aplicar
el estimador, necesitan definirse la media pg y la covarianza Cg de la fdp que se asume a

priori para 6. Aqui se ha tomado ptg = [fta, ,ual/,ta]T, donde (py,); = pn, = k@' con @

~ 11—«
calculado tal como se explicé en la Seccién 3.6.3 y k = T_an: Los valores fiq, ¥ fta, s€

obtienen por un procedimiento simple como es el del ajuste lineal por Minimos Cuadra-
dos del vector de datos yqr como funcién del vector que contiene todas las muestras de
zrr(n),n =0,..., Ny — 1, con zgr(n) = pixgr(n). La matriz de covarianza Cg se define
como la matriz diagonal con primer elemento de valor 10~3 y restantes elementos de valor
10~°. Para valorar la actuacién del estimador dado en (3.134), calculamos la media y la va-
rianza estimadas para el error €g, tal como se describié en la Seccién 3.6.2. Podemos ahora
comparar estos valores con los que se conocen tedricamente para el error de estimacién
cometido utilizando el estimador 5MMSE. Tales valores tedricos, para el modelo planteado,
son:

E{eg} =0 (3.135)
var {eg,} = Bmse(6;) = [(Cgl + 0;2F£RFRR)‘1} L i=0,...,M—1.  (3.136)
k12
De hecho, en este caso puede darse la descripcion estadistica completa del error, ya que

€g = 0 — O\visE resulta una funcién afin de yqr y 0, que son conjuntamente gaussianas,
luego es también gaussiano:

o ~ N (0, (! + a;ZFg“RFRR)*l) . (3.137)

Las diferencias entre los valores tedricos y estimados de €g resultan en media inferiores a
1.2:1073 y en varianza inferiores a 4.6-1075. Si a partir de éMMSE(: Oviap = @LMMSE)
deducimos estimadores para h y a siguiendo las expresiones (3.96) - (3.98), puede obser-
varse que el vector a asi construido es el estimador MMSE de a, pues se obtiene mediante
una transformacion lineal de a. En las figuras (3.7 (a)) y (3.7 (b)) se presentan las fdp’s
estimadas para €,, y €4, respectivamente, junto con las correspondientes distribuciones
tedricas, que resultan gaussianas por ser combinacién lineal de gaussianas. La media esti-
mada para €, es -1.4-107°, que se encuentra muy cercana a 0, y la varianza estimada es
1.3:1078, muy préxima al valor teérico del minimo error cuadréatico medio bayesiano, que
es var {eq, } = Bmse(fp) =1.3-1078. Para ¢,,, sus medias estimada y teérica son 1.2-107°
y 0, respectivamente. Sus varianzas estimada y tedrica (minimo Bmse obtenido de sumar
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todos los valores del adjunto del elemento (0,0) en la matriz (Cg1 + o7 2FL, FRR)_l) son
ambas 1.0-1078. Los argumentos utilizados para el estimador a del vector de coeficientes
a dejan de ser ciertos para el estimador h del filtro lineal h, pues este otro estimador es
funcién no lineal de BMMSE En cualquier caso, aunque no pueda afirmarse que h es el esti-
mador MMSE de h, podemos evaluar su actuacién a través del cdlculo de media, varianza
y fdp estimadas para cada componente del error €y. La fdp estimada de €, se presenta en
las figura (3.7 (c)). Puede comprobarse que, aun no teniendo el comportamiento éptimo,
las distribuciones estdn muy concentradas en torno a 0. Esto mismo es cierto para todos los
pesos restantes, como puede observarse en la grafica (3.7 (d)), donde se presentan media
y desviacién estdndar estimadas de los correspondientes errores €p,, ¢ =0,..., N — 1.
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Figura 3.7: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MMSE con fdp
a priori gaussiana y modelo de regresion lineal. En (d) se presentan, para la misma situacién,
media & desviacién estdndar de los errores de estimacién €, 2 =0,..., N — 1.

e Si se considera que la fdp a priori de @ no proporciona informacién acerca del vector
de pardmetros desconocidos, esto es, es una distribucién uniforme que asigna la misma
probabilidad a todos los posibles valores de 6, estamos ante un caso limite de la fdp a
priori gaussmna tratado anteriormente, donde ahora la matriz de covarianza Cg es tal
que C,° — 0. En consecuencia, puede derivarse la expresion del estimador GMMSE, que

coincide con los estimadores OM APY OLMMSE, sin més que sustituir Cy, L' = 0 en la ecuacién

(3.134):
5 ~ -1
Orvnse = Onviap = (FiiFrr)  Figyar. (3.138)

También en este caso pueden compararse los valores de error €g estimados a partir de
las realizaciones MC con los correspondientes valores tedricos y comprobar la proximidad
entre ambos. En efecto, las diferencias en media se encuentran por debajo de 1.1-1073 y
en varianza por debajo de 1.7-107°. A partir de /éMMSE, pueden deducirse los estimadores
de h y a y calcular el error cometido en cada caso. Las fdp estimadas de ¢€,,, €4, ¥ €p, S€
muestran en las graficas (3.8 (a)) a (3.8 (¢)), de donde puede comprobarse que todas ellas
estdn muy concentradas en torno a 0. En el caso de ¢,, y €,, se muestran también, para
su comparacion, las distribuciones teéricas del error. En la gréfica (3.8 (d)) se muestran
los valores de media y desviacién estandar de €p,, 1 =0,...,N — 1.
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Figura 3.8: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MMSE con fdp
a priori uniforme y modelo de regresién lineal. En (d) se presentan, para la misma situacion,
media & desviacién estdndar de los errores de estimaciéon €, i =0,..., N — 1.

Es interesante contrastar los resultados obtenidos cuando se ha tomado como fdp a priori
de 6 la distribucién N (pg, Cg), con pg y Cg los descritos anteriormente, con los resultados
que se obtienen para el caso limite C;l — 0. A partir de la observacién de los pares de
graficas (3.7 (a)) vs (3.8 (a)), (3.7 (b)) vs (3.8 (b)), (3.7 (c)) vs (3.8 (¢)) y (3.7 (d)) vs (3.8
(d)) es posible apreciar que las distribuciones del error de estimacién en cada componente
estdn més concentradas en torno a 0 en el primer caso, es decir, cuando se introduce
informacién previa util acerca del vector de parametros a estimar. Es claro que si tal
informacién no fuera concordante con la que realmente se ha utilizado para generar los
datos, no cabria esperar tal mejora, pero si la aportacion es apropiada, como ocurre en el
caso que se ha tratado, entonces los resultados son, en efecto, mejores.

Estimaciéon de 0 determinista Aunque los métodos probabilisticos, y en particular la infe-
rencia Bayesiana, s6lo pueden aplicarse, en teoria, cuando el vector de pardmetros desconocidos
0 es aleatorio, en ocasiones se utilizan también para estimar parametros deterministas. Para ello,
se hacen las asunciones estadisticas necesarias para poder obtener los estimadores Bayesianos,
como MMSE, MAP 6 LMMSE, y luego se utilizan los resultados como estimaciones del vector
determinista 6. La tnica cuestién que hay que tener presente en todo momento es que los esti-
madores Bayesianos son éptimos cuando se considera la minimizacién de una cierta funcién de
error en promedio entre todos los posibles valores que puede tomar el vector aleatorio 6. Asi, por
ejemplo, el estimador @yvsg proporciona el menor error cuadratico medio Bayesiano (Bmse(6)
definido en la Seccién 3.5.2.1), pero esto no quiere decir que, para un determinado valor de 6,
sea el estimador que lleve a menor error cuadratico (calculado en el sentido cldsico a través de

MSE(8)), por lo que, para el valor particular de € determinista, puede tener una actuacién peor
que la del estimador MVU.

En lo que sigue vamos a comprobar que, bajo ciertas elecciones, los estimadores deterministas
y probabilisticos analizados son equivalentes. Distinguimos también ahora segin la distribucién
a priori elegida para @ en la inferencia Bayesiana:

e si la fdp a priori de @ se toma como una gaussiana de media pg y covarianza Cg, que
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de momento no especificamos, entonces el estimador Oymse (= Ovap = OrvMse) puede
escribirse, de manera mas conveniente, como

Orivse = Ouiap = arg ngx [Inp (yqr|0) + Inp (6)]
= arg mein {0V lyar — FrrOl” + Lo (8 — pg) I’} (3.139)

donde Lg se define tal que Lng = Cgl. Podemos comparar esta expresiéon con la que
define el estimador cldsico MVU del problema regularizado, que responde a:

~ ~ —~ ~ T ~
Ovvu = O, = Owis = arg mefn {<YQT - FRRO) C‘;l <yQT - FRRB)} =

Resulta claro que si se eligen pg y Co (0, equivalentemente, Lg) en la definicién de la fdp
a priori tales que ||Lg (8 — pg) ||> = 0,7 || — ®(8)||%, donde ¢ y ® son los que se han
elegido en las condiciones de regularizacion, entonces el estimador determinista 5MVU (del
problema regularizado) y el estimador probabilistico §MMSE son exactamente iguales. Por
ejemplo, en el caso que estamos tratando, si en la regularizacién se ha elegido ¢ = 0 y
®(0) = DO, basta ahora elegir g =0y Lg = J;,IBD; a la inversa, si se eligen primero
ciertos pg y Lg para la fdp a priori, basta tomar ¢ = oy Lopg y ®(0) = 0,/ Lg0 en la
regularizacién. Esto responde a la nocién intuitiva que se tiene de la regularizacién (en el
entorno determinista) y la densidad a priori (en el entorno estadistico) como dos formas
de incorporar informacién previa acerca de la solucién a la hora de resolver un problema
inverso.

También el estimador ELS calculado en el caso determinista puede relacionarse con el
estimador Oyvsk eligiendo unos ciertos valores de pg y Cg para la fdp a priori. En efecto,

aLS = arg mel’n {HyQT - FRR0H2 + [l — @(0)”2}

= arg mfn {02 lyar — Fan|? + 0%l — ()|} , (3.141)

por lo que, para que en este caso coincidan éLS y éMMSE, debe igualarse el término
Lo (6 — o) |I” con o3 % [l — 2(0)]%.

e Sila fdp a priori de 0 se toma no informativa, esto es, se asume que todos los valores de 6
son igualmente probables, entonces basta observar la expresién obtenida en (3.138) para el
estimador éMMSE y la expresién obtenida en (3.116) para el estimador EMVU (del problema
sin regularizar) para darse cuenta de que son la misma. Esto quiere decir que el hecho de no
introducir informacién a priori en la resolucién estadistica del problema inverso y buscar el
estimador éptimo (en el sentido de menor error cuadrético medio Bayesiano) es equivalente
a no introducir ninguna condiciéon de regularizacién en el problema inverso determinista y
buscar alli el estimador 6ptimo (en el sentido de ser insesgado y tener varianza minima).

Como conclusién, podemos senalar, pues, que en la estimacion del vector de parametros 0 de-
terminista del modelo (3.95) planteado, los métodos deterministas y probabilisticos analizados
coinciden bajo ciertas elecciones de la informacién que se introduce en la definicién del problema.

3.7 Modelado no lineal de la relaciéon QT/RR

3.7.1 Planteamiento

En esta seccién se considera el modelado QT /RR utilizando como funcién no lineal g(., a)
alguno de los modelos de regresién dados en las expresiones (3.4)-(3.12): g(.,a) = g (., a),
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i =2,...,10. Observando la relacién entrada-salida para cada uno de estos modelos,

Yar(n) = gi(2rr(n), @) + v(n), (3.142)

es posible comprobar que no hay ninguna transformacién que permita expresar la salida yqr(n)
(salvo por el ruido v(n)) como una combinacién lineal de ciertas funciones de la entrada zgg(n).
Esto hubiera sido posible, utilizando un desarrollo en serie de Volterra, si el modelo de regresién
gi(.,a),i=2,...,10, fuera un polinomio de un cierto orden finito P, que no es el caso de ninguno
de los modelos de regresién ahora considerados. La posibilidad de hacer una aproximacion de
la funcién no lineal mediante un desarrollo en serie de Taylor finito suyo seria razonable si la
funcién modelara los datos en un entorno pequeno alrededor de un cierto punto, pero no, en
general, cuando se aplica sobre todo el rango de posibles valores de RR, que es el caso que
tratamos en este capitulo.

Si denotamos 6 = [aT hT]T = [ao a1 hy ... hN_l]T € RMx1 con M=N+2, pode-
mos escribir

Yar(n) = f(xrr(n), 8) + v(n), (3.143)

donde f depende de cual sea el modelo de regresién considerado. Agrupando todas las observa-
ciones en un vector, se expresa:

Yor = frr(0) +v. (3.144)

Al igual que en el caso del modelo de regresién lineal estudiado en la Seccién 3.6, se considera
que el ruido v es gaussiano de media 0 y matriz de covarianza Cy = 021 y, ademas, en el
caso de que 0 sea aleatorio, se asume que v y € son incorrelados. Una vez aplicado el estimador
correspondiente sobre el modelo (3.144) y obtenido un valor de €, pueden conocerse estimaciones
h del filtro lineal (son las componentes 2 a M —1 de 5) y a de los coeficientes de la no linealidad
(componentes 0 y 1 de ).

Para cada uno de los modelos de regresién g; (., a), i = 2,...,10, y cada uno de los estima-
dores analizados, se evalia el comportamiento de estos ultimos mediante simulaciones de Monte
Carlo.

3.7.2 Simulaciones

Las simulaciones propuestas se llevan a cabo bajo las mismas consideraciones descritas en la
Seccidn 3.6. Asi, se toma la misma sefial de entrada zgg (1), a la que se le ha aplicado exactamente
el mismo preprocesado. Se elige también el mismo orden N=15 para el filtro lineal h, por lo que
ahora el numero total de pardmetros a estimar en el vector 8 es M=N+2=17. Asimismo, se
considera la misma distribucién de probabilidad para el ruido v: v ~ N(0, 021), donde oy se
elige también para que la SNR sea 10 dB. Para el modelo hiperbdlico, por ejemplo, esto implica
que oy es aproximadamente 2.4 ms.

Se proponen dos tipos de simulaciones distintas dependiendo de la naturaleza de los para-
metros a determinar:

Simulacion tipo I, en la cual el vector 8 de parametros del sistema es determinista. Se considera
el mismo h que se definié en la simulacién tipo I de la Seccién 3.6.2 y valores de a diferentes segin
el modelo de regresién considerado (por ejemplo, para el modelo hiperbdlico se toma ay =0.5005
y a1 =-0.0664). A partir de ellos, se construye 6 = [aT hT]T. En cada realizacién de Monte
Carlo j = 1,...N,.., donde N,.,=500, se genera una realizacién v() del ruido a partir de la fdp
N(0, 021) y se utiliza para definir:

ygT) = o (0) + v . (3.145)
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De acuerdo con el modelo planteado y con las observaciones que se tienen de las seniales de
entrada y salida, se estima 6 mediante alguno de los métodos propuestos, obteniendo el vector

-~

0(]) correspondiente a la realizacién j. Se define el error cometido en la estimacién mediante

e =9-9" =1, . . N.. (3.146)
Simulaciéon tipo II, en la cual 6 se considera aleatorio. Se toma para @ la distribucién
N (ugtrue,Cgme), donde pg, _ es el valor de 6 tomado en la simulacién tipo I que acaba de
describirse y Cg,,,. se define como la matriz diagonal con los dos primeros elementos de la
diagonal principal de valor 1076 y los restantes de valor 10~7. Ahora, para cada repeticion,
j =1,...N.., de Monte Carlo, se genera una realizacién del ruido v(?) y una realizacién del
vector de parametros 0Y). Utilizando estas realizaciones, se define

v = £0(09)) + v )| (3.147)

Llevando a cabo la estimacién se obtiene el correspondiente 5(“ y se mide el error de estimacién
a partir de

e =90 _Y -1 N.. (3.148)

Para valorar la actuacién de cada uno de los estimadores propuestos (ver tabla 3.2), tanto en
la simulacion tipo I como en la simulacién tipo II, se realiza el mismo tipo de analisis descrito en
la Seccién 3.6.2. Con ello, se obtienen estimaciones h y a de los dos subsistemas que componen
el sistema global considerado en este estudio y se proporcionan valores de media, varianza y
fdp estimadas para el error cometido en la identificaciéon de cada uno de estos dos subsistemas
(siguiendo las expresiones (3.105) - (3.112)).

3.7.3 Estimacion del modelo con métodos deterministas

Asumimos ahora que el modelo a través del cual se han generado los datos es el dado en la
ecuacién (3.144), donde el vector de pardmetros @ desconocido se considera determinista y la
funcién frr queda definida a partir del modelo de regresién examinado. De nuevo en este caso,
como se trata de obtener estimaciones a partir de datos simulados, consideraremos la restriccion
h”1 = 1 pero no asf las restricciones h; > 0, Vi.

El mismo procedimiento que se detalld en la Seccién 3.6.3 para la estimacion de la matriz de
covarianza del ruido, en caso de que ésta sea desconocida, se utiliza también ahora. Asimismo,
las condiciones que definen la regularizacién, cuando ésta desea aplicarse, son idénticas a las
definidas cuando el modelo de regresién considerado era lineal. La unica diferencia estriba en
que, para lograr esas misma condiciones, debe ahora definirse

0 0---0 0 O

00 ~1
00 a -1 0--- 00 0
D=| . . . (3.149)

a
0

000 0 0 0---0 a —1

Evaluamos en lo que sigue las prestaciones de distintos estimadores en la determinacion del
vector de pardmetros @ del modelo (3.144). Podemos distinguir segin se afiadan o no condiciones
de regularizacién al problema inicial.

e Si no se incorpora regularizacion, entonces el ruido del modelo estd distribuido segin
v ~ N(0, 021). A diferencia de lo que ocurria en el caso lineal, ahora, cuando la funcién
frr estd definida a partir de uno de los modelos de regresién no lineales (g; (., a), para
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i =2,...,10), el estimador MVU ya no puede encontrarse utilizando las técnicas descritas
en los apartados (3.4.2) y (3.4.3). En efecto, comenzamos por buscar el estimador eficiente
de @, para lo cual hacemos uso del teorema de Cramer-Rao. Podemos observar que, como
far(0) es determinista y v es vector aleatorio gaussiano de media 0 y covarianza 21 (no
dependiente de 8), entonces yor ~ N (fzr(0), 021). Por tanto:
1 -1 T
— e { 5o (ar — fal0) (ver ~ EuO) . (3150
o

P(yqr; 0)
QT (27T) o ] 20_‘2,

que claramente cumple las condiciones de regularidad dadas en (3.29). Para que exista
un estimador insesgado de 8 que alcance la cota de Cramer-Rao sobre la varianza, debe

cumplirse que:

Aur¥eri®) _ y(6) (p(yer) - 0) (3.15)

para alguna funcién p : R¥T — RM_ En el caso que nos ocupa, podemos acudir a la
expresién (3.38) para calcular la matriz de informacién de Fisher en 6 y escribir
Np—1
— 8f XRR ) 8f(xRR( ) 9)
16 _— : 3.152
i > ol 3152

Por otra parte, podemos calcular

Olnp(yqr; 0 Ofrr(0) _
éaii” ) = 200 22y i) =

Np—1
o, Z MXR—RG) (Yar(n) — f (xze(n); 9)) . (3.153)

En consecuencia, podemos deducir de manera sencilla que la condicién, para cada i =
0,...M — 1, que debe darse para que exista un estimador eficiente de 0 es la siguiente:

Np—1

3, PLl) () — £ Gxanl); ) =
n=0 v
Np_1 . M-1 o (1)
_ Z 8f(xg1;§n),0) Z of( gl;j );0) <pj(yQT)79]’) , (3.154)
n=0 ¢ J=

donde p;(yqr),j =0,... M —1, denota la componente j-ésima del vector p(yqr). Para los
modelos de regresion no lineales considerados en este capitulo, veamos en qué se traduce
esta condicién. Si consideramos en primer lugar el modelo de regresién hiperbdlico, éste
responde a la expresion
th

szRR(n) + P + HM_]_QZ'RR(TL - N + 1) ’
donde N es el orden del filtro lineal y M=N+2. Puede observarse que alli donde f (xgr(n); )
es diferenciable como funcién de 6, sus derivadas parciales con respecto a cada una de las

f (xgr(n);0) = 0y +

(3.155)

componentes 6;,7 =0,..., M — 1, responden a la expresion:
0 f (xgr(n); 0)
— =1 3.156
0, (3.156)
0 f (xgr(n); 0) 1
= 3.157
06, Ooxrr(n) + ... + Oyazrr(n — N + 1) ( )
0 f (xgr(n); 0) —61 zrr(n — i+ 2)

= ,1=2,...,M—1. (3.158
00; (Oozrr(n) + ... + Oyqzre(n — N + 1))2 ( )
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Llevando estas expresiones a la ecuacién (3.154), no puede inferirse ninguna funcién p :
RNT — RM para la cual se dé la igualdad. Esto mismo sucede con el resto de modelos de
regresién no lineales considerados en este estudio, por lo que no puede proporcionarse en
ningun caso un estimador eficiente para 6.

El hecho de que no se haya encontrado el estimador eficiente no limita la busqueda del
estimador MVU, ya que puede existir un estimador cuya varianza sea uniformemente menor
que la de cualquier otro estimador insesgado de 8 aunque tal varianza no alcance la cota de
Cramer-Rao. Tal como se expuso en la Seccién 3.4.3, la busqueda de tal estimador puede
realizarse a través de la aplicacion de los teoremas de Neyman-Fisher y Rao-Blackwell-
Lehmann-Scheffe. Para ello, en primer lugar debe factorizarse p(yqr; @) en la forma:

p(yaqr; @) = 1 (T (yqr),0) 7 (yar) (3.159)

de modo que pueda as{ proporcionarse un estadistico suficiente para 0, que es T (yqr). Una
vez que se ha obtenido éste, debe asegurarse que cumple la condicién de completitud dada
en (3.47) y, en tal caso, buscar una funcién suya que dé lugar a un estimador insesgado
de 6. Para los modelos no lineales que hemos considerado en nuestro estudio, podemos

escribir
1 -1
P(yqr;0) = mexp {E (Yyqr — fRR(O))T (Yor — fRR(o))}
1 _q Nr
SR {2—2 > (ar(n) — f(xRR(n);B))Q} : (3.160)
(2m)2 oy 9v =0

Si pensamos, por ejemplo, en el modelo de regresion hiperbdlico, y sustituimos su expresion
en la ecuacién anterior, observamos que no puede encontrarse un estadistico suficiente
para 6 de menor dimensiéon que el vector de datos completos yqr. Ademdas, no puede
después intuirse como construir una funcién del estadistico suficiente que sea un estimador
insesgado de 6. Esto mismo es cierto para los restantes modelos de regresién no lineales,
por lo que podemos concluir que las técnicas desarrolladas en los apartados (3.4.2) y (3.4.3)
no nos llevan a encontrar un estimador MVU para 6@ cuando el modelo planteado responde
a la expresién (3.144).

Dado que no ha sido posible encontrar el estimador 6ptimo para €, debemos pasar a buscar
un estimador que cumpla la condiciéon de optimalidad aunque sélo en sentido asintético
o bien considerar un estimador subéptimo. Entre estos ultimos, el mas sencillo de imple-
mentar es el estimador BLUE. Sin embargo, tal como se expuso en la Seccién 3.4.4, para
poder dar su expresién se requiere hacer unas asunciones sobre el modelo de modo que los
datos yqr queden relacionados con el vector de pardmetros desconocido 6 a través de

Vor = Frr 0+ v, (3.161)

para una cierta matriz Frr € RM*NT v un cierto vector de ruido v tal que E{v} = 0
y cov{v} no dependa de 6. Puede observarse que todos los casos que estamos tratando
en esta seccidon consideran modelos de regresién no lineales, por lo que las asunciones
requeridas para el calculo del estimador BLUE llevan de nuevo al modelo lineal tratado
en la Seccién 3.6.3. En tal caso, si que era de interés calcular el estimador BLUE y, de
hecho, se comprobd que, bajo la asuncién de ruido gaussiano, tal estimador coincidia con
el MVTU.

Finalmente, vamos a considerar el estimador de Maxima Verosimilitud (ML), que asinté-
ticamente tiene la propiedad de ser el estimador insesgado de minima varianza. Ademdés,
habiendo asumido que el ruido v en el modelo (3.144) es gaussiano de media 0 y matriz de
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covarianza Cy = oy 271, se cumple que este estimador coincide con el estimador de Minimos
Cuadrados (LS): OML = GLS A su vez, dado que se ha asumido que la matriz de cova-
rianza del ruido es un multiplo de la identidad, también este estimador coincide con el de
Minimos Cuadrados Poderados, @wrs, donde la matriz de ponderacion W se toma como
la inversa de la covarianza del ruido. Las afirmaciones anteriores pueden comprobarse sin
mas que sustituir la expresion de cada uno de los estimadores y hacer uso de las asunciones
hechas sobre el modelo. Para hallar tal estimador, debe resolverse el siguiente problema
de optimizacion:

/O\ML = /éLS = arg ngfn (yQT — frr (9))T (YQT — frr (9))
Np—1

= arg min > Waor(n) = f (xar(n); 0))* . (3.162)
n=0

La funcién f (xgr(n); @) que aparece en esta ultima expresién se obtiene de acuerdo con
el modelo de regresién considerado, que, en general, se escribe:

F (xan(n); 0) = gi <zﬁ(n), 16 el]T) , (3.163)

para algin ¢ = 2,...,10, donde 2zg(n) se calcula segin zgg(n) = [02...00m-1] Xgr(n).
Puede observarse que el calculo del estimador Oy, = 01,5 implica la bisqueda del mini-
mo global de la funcién J(8) = (yor — far(0))” (yor — frr(0)) definida sobre RM | con
M=N+2. Alternativamente, puede considerarse la estimacién en 3 etapas separadas, tal
como se describe a continuacion.

1. En la primera etapa, fijamos un valor inicial h calculado mediante E = E&i,i =
0,...,N —1, donde k y @ se toman tal como se describe al inicio de la seccién 3.7.3.
A continuacién, calculamos la estimacién de Minimos Cuadrados a de los coeficientes
del modelo de regresién g;, para lo cual minimizamos la funcién de coste J(a, H)
como funcién de a (para el valor h fijado). La expresién de a depende del modelo de
regresion g; que se esté considerando. Si se trata de un modelo g;, con ¢ # 3,5, puede
apreciarse a partir de las expresiones dadas en (3.4)-(3.12) que g; es funcién lineal de
a, ya que la salida yqr puede expresarse, para el h fijado, mediante:

~

Yor = Hgr (h) a+v, (3.164)

donde Hzy (fl) es una matriz de observacién € RVT*2, La obtencién de esta matriz

para cada uno de los modelos de regresién examinados (excepto i =3, 5) es inmediata
sin mas que acudir a la definiciéon de éstos. A modo de ejemplo, para el modelo

de regresién hiperbdlico, la matriz Hgg (E) se define tal que su fila n-ésima, n =

0,...,Nr — 1, estd formada por el vector Anidlogamente puede

1
1 = 1.
[ hTXRR(n)]
deducirse Hggy (fl) para el resto de modelos. Una vez que se tiene el modelo de

observacién en la forma (3.164), puede obtenerse la expresion del estimador a que
minimiza la funcién objetivo J(a, h) mediante:

a= (HgR <E) Hpp (ﬁ))fl 5 £ (ﬁ) Yor . (3.165)

Para que esta tltima expresién sea valida es necesario haber comprobado que la matriz
HgR (h) Hgr (h) es regular. En el caso de los modelos de regresién g;, coni =3 6 5,
el vector yqr no es funcion lineal de los pardmetros a a estimar. Sin embargo, puede
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observarse que, en dichos casos, es sencillo encontrar una transformacioén que convierta
la ecucacién de observacién en otra con dicha propiedad. En el caso del modelo g3
basta considerar como transformacion la funcién logaritmo, mientras que para gs
puede considerarse la funcién exponencial. Con ello, resulta también sencillo obtener
la expresién del estimador a como funcién de la inicializacién h.

2. En la segunda etapa, fijamos el valor de a obtenido en la primera etapa y procedemos
a calcular el valor h a partir de la resolucién del problema de optimizacién siguiente:

Np—1

h = arg m}i'n J(a,h) = arg m}i'n { E:O (yor(n) — g; (hTXRR(n), 5))2 } ,  (3.166)

donde g; es el modelo de regresién considerado. Para la resolucién de (3.166), pues-
to que la funcién que trata de minimizarse es no lineal en el vector de incégnitas
h, deberemos utilizar un algoritmo de optimizacion global que nos permita dar con
suficiente precision el valor de h 6ptimo. El algoritmo que hemos empleado en esta
tesis es ‘Direct’, que ya se expuso brevemente en la Seccion 3.4 y que se explicarda mas
detalladamente en el Capitulo 4. Este método puede garantizarse que converge global-
mente siempre que la funcién objetivo sea continua Lipschitziana sobre un conjunto
de definicién M cerrado y acotado. Para comprobar que se dan tales condiciones en

los casos que consideramos en este estudio, debemos garantizar que es Lipschitziana
Np—1

la funcién de h siguiente: b (h) = Z (yor(n) — g (hT XRR(n),ﬁ))Q, sobre la region

n=0
de bisqueda M del problema. Una forma sencilla de llevar a cabo esta comprobacién

es asegurando que la funcién es diferenciable sobre un conjunto abierto convexo M,
tal que M, D M [118]. En el caso que nos ocupa, definimos el conjunto M que
determina la region factible del problema mediante

M={h=(ho,....hy_1) ERY | e<h;<1—€,ho+...4+hy_1 =1}, (3.167)

donde € se toma como un valor positivo muy pequeiio (en este estudio hemos elegido
€ = 1075). Consideramos asimismo el conjunto

Mo:{h:(ho,...,hN,l)eRN|%<hi<1—%}, (3.168)

que claramente es un abierto convexo de R y contiene a M. Puede observarse que,
por composicién de funciones diferenciables, b (h) lo serd siempre que hayamos ga-
rantizado tal condicién para g; (h” xzr(n),a),i=0,..., Ny — 1. A modo de ejemplo,
cuando g; es el modelo hiperbélico, puede apreciarse que h” Xgrr(n) no se anula para
ningun h € M,, por lo que g; (thRR(n),ﬁ) resulta diferenciable sobre M,. De ma-
nera andloga se demuestra esta condiciéon para el resto de modelos de regresién. En
consecuencia, podemos aplicar el método ‘Direct’ de minimizacién global y obtener
la estimacién deseada h. En la aplicacién de este método, consideramos un criterio
para la finalizacién del algoritmo basado en un nimero suficiente de iteraciones, que
en este estudio se ha fijado en 90. La eleccién de este criterio queda justificada por
el hecho de que, una vez alcanzado tal nimero de iteraciones, el decrecimiento de
la funcién de coste b (h) es ya insignificante (con 90 iteraciones, el error estd, en to-
dos los casos, por debajo del 1% del error inicial). Ademads, al aplicar este método,
se considera una modificaciéon de la formulaciéon ‘Direct’ estandar en la que pueden
incluirse en la region factible M otras restricciones sobre las variables del problema
que no necesariamente sean restricciones de acotacién. En el caso que nos ocupa, la
Unica restriccion que debe anadirse es que la suma de todos los elementos de h sea
1. Para incluir esta condicién, se modifica la definicién estdndar de hiperrectangulo
potencialmente ptimo, tal como se describe en [113].
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3. En la tercera etapa, repetimos el mismo proceso de la primera etapa, pero ahora
utilizando el vector h que acaba de obtenerse en la segunda etapa.

El procedimiento que se ha descrito podria continuarse anadiendo nuevas etapas en las que
fueran recalculdndose los valores de a y h. El hecho de fijar el nimero de etapas en tres se
debe a que no se observan mejoras significativas al incrementar el niimero de repeticiones,
pues el error ya queda por debajo del 1% considerando las tres etapas mencionadas.

A continuacion, se presentan los resultados correspondientes al estimador descrito cuando

éste se aplica en cada una de las realizaciones de Monte Carlo de la simulacién tipo I.

En la figura (3.9 (a)) se presenta el histograma de frecuencias del error cometido en la

estimacion del coeficiente ag. Como puede apreciarse, la esperanza estimada para €,, es
—_— —_—

muy pequefia, F {e,,} =1.8-107°, y la varianza, var {e4, }, toma valor 1.8-1078. En el caso
del coeficiente aq, los resultados se presentan en la figura (3.9 (b)) y la media estimada
es E/{_ea\l} =-7.5-10"" mientras que la varianza estimada es ahora 2.2-1078. En cuanto a
la estimacién de los pesos del filtro lineal, mostramos en la figura (3.9 (c)) el histograma
correspondiente a la primera componente €5, y en la figura (3.9 (d)) proporcionamos los
valores de la media y la desviacién estdndar estimadas para los restantes elementos de
€n. El mismo anélisis llevado a cabo considerando otros modelos de regresién, ademas del
hiperbdlico, arroja resultados muy similares a los que acaban de mostrarse.
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Figura 3.9: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectivamente,
obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador ML y modelo
hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacién, media + desviacién estandar de los
errores de estimacién €, 1 =0,..., N — 1.

e Si se incorpora regularizacion, esto es, se anade informacién adicional acerca de los para-

metros a estimar, entonces el problema inverso que debe resolverse queda definido a través
de la siguiente ecuacion:

Yor = far(0) + ¥, (3.169)
donde
A P B el B v I M R

siendo ¢ el vector de ceros de dimensién (N — 1) x 1 y D la matriz (N — 1) x M dada
en (3.149). El parametro [ se calcula también en este caso siguiendo el criterio L-curve.
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El ruido v’/ que se anade en las condiciones de regularizacién se considera ruido blanco
gaussiano de media 0 e incorrelado con v, por lo que la matriz de covarianza del ruido v
en el problema aumentado (3.169) toma la forma

2
ol 0 ] (3.171)

CV:[ 0 0‘2,,1

Para obtener estimaciones de o2 y 0‘2,,, se utiliza el método descrito en la Seccién 3.6.3.

A la hora de analizar las prestaciones de los distintos estimadores deterministas que pueden
utilizarse para inferir el valor de @ en (3.169), una vez que se conocen los datos en yqr y
la forma de la funcién fRR, empezamos por observar que tampoco ahora es posible obtener
el estimador MVU para 6. Efectivamente, la misma justificacién que se dio en el caso del
problema no regularizado sirve también aqui para mostrar que no es posible encontrar
un estimador eficiente de 8 aplicando el teorema de Cramer-Rao. Mas aun, la teoria de
estadisticos suficientes (teoremas de Neyman-Fisher y Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe)
tampoco nos sirve para hallar, al menos, un estimador MVU de 6. Por tanto, nuestra
exploracién de métodos deterministas queda ahora restringida a los estimadores de Maxima
Verosimilitud y de Minimos Cuadrados, ya que en este caso tampoco se dan las condiciones
para considerar el estimador BLUE. A diferencia del problema no regularizado, debe ahora
notarse que EML, aunque sigue coincidiendo con el estimador §WLS (con W = C;l) por
haber asumido ruido gaussiano, es ahora, en general, distinto del estimador ELS, pues la
matriz de covarianza del ruido no tiene por qué ser una version escalada de la identidad.
Sélo en el caso de que 02 = 0‘2,,, ocurre que ambos estimadores son el mismo. Por tanto,
consideramos, por una parte, el estimador

b\ML = EWLS = arg mol,n {(yQT - E{R (0)>T Cc_,l (yQT - ?RR (0)> } =
= arg moin {0\72 (Yor — frr (0))T (Yor — frr(0)) +
o2 (o — ®(0)" (¢ - ®(0)}. (3.172)

Y, por otra parte, examinaremos el estimador

OLs = arg mel’n {(iQT — fun (0)>T (qu — ?RR(0)> } =

= arg mol'n {(YQT — frr (0))T (Yor — frr (0)) + (o — (I)(a))T (p — {)(0))} .
(3.173)

Veamos cuédles son las prestaciones de cada uno de estos dos estimadores en la identificaciéon
del vector de pardmetros @ del problema definido en la simulacién tipo I. La resolucién de
(3.172) y (3.173) se lleva a cabo utilizando el algoritmo ‘Direct’ de optimizacién global.
La forma de justificar la aplicacién de este método es andloga a la que se expuso en el caso
no regularizado.

— En primer lugar, consideramos el estimador /éML = /éWLS- Examinamos las presta-
ciones del estimador EML = §WLS cuando éste se aplica en cada repeticién MC de
la simulacién tipo I y el modelo de regresién considerado es el modelo hiperbdlico
(9i, © = 2). Presentamos los histogramas de frecuencia que se obtienen en la simu-
lacién tipo I para el error en la estimacién de los coeficientes ag(= 6y) y a1(= 61)
del modelo de regresién (ver figuras (3.10 (a)) y (3.10 (b))). En el caso del error en

la estimacién del coeficiente ag, la media y varianza estimadas resultan E {e,,} =-
2.7-107% y var {e,,} =2.1-1078. Para el coeficiente a1, se obtiene F {¢,, } =2.7-107% y
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var/{e\al} =2.5-1078. En la estimacién de la respuesta impulsional h(= [fs ... 0 1]7)
del filtro lineal, se muestra en la figura (3.10 (c)) la fdp estimada para el error en la
estimacién del primer peso, €p,. Las esperanzas y desviaciones estdndar estimadas,
para todas las componentes €y, = 0,..., N — 1, se presentan en la figura (3.10 (d)).
Cuando el modelo de regresién utilizado es otro g;,7 = 3, ..., 10, los resultados que se
obtienen no difieren en gran medida de los que se alcanzan para el modelo hiperbdlico.
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Figura 3.10: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €, €4, ¥ €n,, respecti-
vamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador ML
regularizado y modelo hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacién, media + des-
viacién estdndar de los errores de estimacion €, 2 =0,..., N — 1.

— Por otra parte, analizamos la actuacién del estimador de Minimos Cuadrados, O1g,

cuya expresion se da en la ecuacién (3.173). Para este estimador no se conoce su carac-
terizacién estadistica completa, ni siquiera asintéticamente, a menos que o2 coincida
con 03,,, lo cual no es cierto en general. Considerando en primer lugar que la funcién
?RR se deriva a partir del modelo de regresién hiperbdlico, los resultados que se obtie-
nen en la identificacién del vector a se muestran en las figuras (3.11 (a)) y (3.11 (b))
referidas a los errores €qo Y €a,, respectivamente. Puede comprobarse como las pres-

taciones del estimador OLS son inferiores a las del estimador GML( BWLS) aunque
s6lo ligeramente, siendo ahora las esperanzas estimadas E {e,,} =9-107% y E {e4, } =-

9.1-107. Las varianzas estimadas son var/{e\ao} =1.8-1078 y var {e4, } =2.2-1078, por
lo que también las distribuciones de probabilidad obtenidas se encuentran bastante
concentradas en torno a un valor muy proximo a 0. En lo que se refiere a la deter-
minacion de la respuesta impulsional h, también la actuacién del estimador ELS se
encuentra por debajo de la del estimador 5ML(: §WLS), pero las diferencias entre
uno y otro son casi inapreciables. En la figura (3.11 (c)) se presenta la fdp estimada
para €p,, mientras que los momentos de primer y segundo orden de los errores de
estimacién €y, para ¢ = 1,..., N — 1, se presentan en la figura (3.11 (d)). Para los
restantes modelos de regresién los resultados son, también en este caso, muy similares.
Debe, pues, destacarse que para el problema planteado, siempre que se incorporen
condiciones de regularizacion, el estimador §LS ofrece muy buenas prestaciones, sélo
algo menores que las de @y, y con la ventaja de que para su implementacion no se
requiere conocer informacién acerca del ruido en el modelo.
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Figura 3.11: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €, €q; ¥ €n,y, respec-
tivamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LS
regularizado y modelo hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacién, media + des-
viacién estdndar de los errores de estimacion e, i = 0,..., N — 1.

Para finalizar, es de interés realizar una comparacién entre los resultados que se han obtenido
cuando se ha resuelto el problema inverso determinista con y sin regularizacién. Siempre que
las condiciones anadidas en la regularizacién respondan a la verdadera solucién del problema, es
de esperar que su inclusién proporcione estimaciones més precisas, como, efectivamente, hemos
podido comprobar a partir de las simulaciones que hemos realizado. Tal como ya se expuso
anteriormente, en ese caso se logra estabilizar la solucion del problema de modo que ésta se ve
menos afectada por pequenos cambios en las observaciones (por ejemplo, generadas por efecto
del ruido). Asi, pues, concluimos que, bajo la incorporacién de regularizacién, el estimador 5Ls
resulta apropiado para el objetivo planteado en la simulacién tipo I y puede considerarse su
elecciéon cuando no se conozca ni desee hacerse ninguna asuncién acerca del ruido.

3.7.4 Estimacion del modelo con métodos probabilisticos

Estimacién de 0 aleatorio Consideramos que el modelo utilizado para generar el vector de
datos yqr es el dado en la ecuacién (3.144), donde frg viene determinado a través de uno de
los 9 modelos de regresién analizados en esta seccidn y 6 es el vector de pardmetros aleatorios
que desean determinarse y que se asumen incorrelados con el vector de ruido v. Este ruido v se
considera que es blanco gaussiano de media 0: v ~ A (0,Cy), con Cy = 021. Cuando necesite
conocerse el valor de o2 y éste no se encuentre disponible, se estimard siguiendo el procedimiento
descrito en la Seccién 3.6.3. Analizamos a continuacién las prestaciones de distintos estimadores
puntuales Bayesianos aplicados a la simulacion tipo II.

e En primer lugar consideramos que la fdp a priori de @ es una distribucién normal de la
forma N (ug, Cg). El estimador /B\MMSE debe calcularse como la esperanza de la densidad
de probabilidad condicional p(8lyqr), esto es, Oyse = E {0|yor} = [ 0p(Blyqr)db. El
célculo de esta integral es complejo, pues en primer lugar debe calcularse la fdp p(8|yqr)
completamente (ver expresién (3.23)), para lo cual debe hallarse la constante p(yqr). El
cdlculo de esta constante no resulta facil en situaciones como la que tratamos en este
estudio, donde el modelo que se considera para la generacién de los datos no es sencillo de
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manipular. Existen en la literatura algunos métodos que permiten resolver numéricamente
integrales como la que se plantea en este caso. Sin embargo, estos métodos son factibles
cuando la dimensién del problema es muy pequena, lo cual no sucede en este estudio.
Recientemente se han propuesto otros métodos, conocidos como métodos de Monte Carlo
basados en cadenas de Markov (MCMC) que resuelven el problema en cuestién mediante
la generacién de una cadena de Markov cuya distribucion estacionaria es la fdp a posteriori
p(Blyqr) [119]. En esta tesis no abordaremos el estudio de tales métodos y pasaremos a
considerar otros estimadores puntuales para 6.

Dado que no se ha calculado el estimador EMMSE, que es el que lleva a un menor error cua-
dratico medio Bayesiano (Bmse) en la estimacién de 0, consideramos el estimador éLMMSE,
que tiene esa misma propiedad pero sélo entre los estimadores que son funcién lineal de
las observaciones yqr. Tal estimador sélo requiere conocer los dos primeros momentos de
la fdp conjunta p(yqr, @), 0, equivalentemente, el vector y la matriz siguientes:

[E?{ii}] ’ {Ci‘ig %"yyj] ) (3.174)

donde Cg (= Cgg) denota la covarianza de 6 de dimensién M x M, Cyq.. (= Cyqryqr) €8
la covarianza de yqr de dimensién Ny X Ny y ngQT es la covarianza cruzada de 0 e yqor
de dimensién M x Nr, con la propiedad de que Cgy; = Cy 1 9. Puede observarse que, de
acuerdo con el modelo (3.144) a través del cual se considera que se han generado los datos
y teniendo en cuenta la fdp a priori que se ha asumido 8 ~ N (g, Cg), no puede darse
una expresiéon para F {yqr} ni para las covarianzas Cyqr ¥ Coyqrs ya que la obtencion
de yqr a partir de @ requiere de una transformacién no lineal. Un método que permite
calcular la media y la covarianza de un vector aleatorio que es funcién no lineal de otro
vector aleatorio para el cual si que se conocen sus momentos de primer y segundo orden es
la transformacién ‘unscented’ [120]. Esta transformacién [121] se basa en seleccionar un
conjunto de puntos, denominados ‘puntos sigma’, tales que: 1) su media sea la esperanza de
la variable de partida. En nuestro caso, tal variable es 8 y su media es pg; 2) su covarianza
sea la covarianza de esa misma variable. En nuestro caso, la covarianza viene dada por la
matriz Cg.

Debe hacerse notar que, a diferencia de otros métodos como pueden ser los filtros de parti-
culas, en la transformacién ‘unscented’ los ‘puntos sigma’ se eligen de forma determinista,
de modo que puede asegurarse que se cumplen unas ciertas propiedades que son de interés
para el proposito que se persigue. Ademas, tales puntos se ponderan en la transformacién
utilizando pesos asociados cuya suma es 1 pero sin que tales pesos deban necesariamen-
te caer en el intervalo [0,1]. Veamos cémo se aplica esta transformacién ‘unscented’ en
el problema que tenemos planteado. Consideramos el vector aleatorio € con distribucién
N (pg, Cog). Definimos el conjunto de 2M +1 ‘puntos sigma’, cada uno de ellos de dimensién
M x 1, dados por:

(Xe)o = Ko, (3.175)

(Xa); = Ho + (x/(M—l-c)Cg)‘ =1, M, (3.176)

J

(X6);401 = Ho — («/(M—i—g)Cg) Cj=1,.... M, (3.177)

J

donde la notacién («/(M +9) Cg)A representa la columna j de la matriz que es raiz
J

cuadrada de (M +¢) Cg. Cabe aqui recordar que, en general, dada una matriz A € RM*M

su raiz cuadrada B se define como la matriz en RM*M ta]l que BB = A. En esta definicién,
queda garantizada la existencia de una tal matriz B siempre que A no sea singular. Ademas,
si se considera B tal que todos sus valores propios tienen parte real > 0, entonces también
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estd garantizada la unicidad. Por otra parte, en las expresiones de los ‘puntos sigma’
aparece otro parametro, ¢, cuyo valor debe establecerse. Para ello, se calcula ¢ = a% (M +
kp) — M, donde ar es un pardmetro de escalado positivo que indica el grado de dispersién
de los puntos (xg) jJ=0,...,2M, alrededor del valor medio pg y suele tomarse como
un valor entre 0.0001 y 1. En nuestro caso, hemos elegido ar =0.5. El pardmetro kg
que también se utiliza en la deficién de ¢ es un segundo parametro de escalado que suele
definirse o bien como 0 o bien como 3 — M, donde M es el nimero de pardmetros en 6.
En este estudio hemos elegido xp=0.

Con todas las elecciones anteriores, podemos sustituir en las expresiones (3.175) a (3.177) y
con ello tenemos completamente determinados los ‘puntos sigma’ (xg) j2J=0,...,2M. A
éstos se les asignan pesos que se utilizaran posteriormente para realizar una ponderacién,
tanto para calcular la media como la covarianza del vector aleatorio transformado. Se

definen los pesos wj(-m) y w](-c), 7 =0,...,2M, mediante:
(m) S
— 1
w, Mo (3.178)
() _ _S 1—a2 1
(m) _ ., (©) 1 -
=y = ———— =1,...,2M 1
w] w] 2(M + g) ) .7 ) ) Y (3 80)

donde (r es un parametro de ponderacién no negativo que puede utilizarse si se desea
incorporar informacién acerca de la distribucién del vector de partida. Para distribuciones
gaussianas, la eleccién éptima es Br = 2, mientras que, si no desea introducirse ninguna
informacién, puede establecerse S = 0. El siguiente paso es transformar los puntos (xg) j
a través de la funcién fzy, cuya definicién es dependiente del modelo de regresion elegido.
La propagacién de (xg) ; a través de frp produce un nuevo conjunto de (2M + 1) ‘puntos

sigma’, cada uno de los cuales es ahora de dimensién N x 1. Estos quedan determinados
a través de:

(XyQT>j = fan ((Xe;)j> ,j=0,...,2M. (3.181)

Utilizando estos nuevos puntos (nyT> ,, la media de yqr se calcula como
J

2M
E{yo} =Y wi™ (nyT)j . (3.182)
=0

La covarianza de yqr, C queda determinada mediante

yQr»

Cyqr = %zMgw](c) ((nyT)j - E{yQT}> <(nyT)j - E{yQT})T +Cy  (3.183)

y la covarianza de 6 e yqr, Cgyqr, Puede determinarse, teniendo en cuenta que 6 y v son
incorrelados, a través de

2M T
Coyor = wﬁc) ((Xe)j - ue) ((nyT)j - E{yQT}> . (3.184)
j=0

Puede garantizarse que las estimaciones proporcionadas por la transformacién ‘unscented’
son precisas al menos hasta el tercer orden del desarrollo en serie de Taylor de fiy, si las dis-
tribuciones de @ y v son gaussiansas. Para distribuciones cualesquiera, puede garantizarse
la precisién hasta segundo orden.
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Una vez realizado el clculo de E'{yqr}, Cyqr ¥ Coyqr siguiendo las expresiones (3.182)-

(3.184), ya puede evaluarse el estimador @1yMsE, que viene dado por

Orvmvse = g + Coyqr C;éT (¥or — E{yqr}) - (3.185)

En lo que sigue, analizamos los resultados que ofrece este estimador cuando se aplica para
estimar el vector de parametros desconocido en cada una de las realizaciones de Monte
Carlo de la simulacién tipo II. Se toma la media pg = [,ua uh], donde (py,); = pn, = Eai,
con & tomado como en la Seccién 3.7.3, % constante de normalizacién y M, obtenido a través
de un ajuste por minimos cuadrados. La matriz de covarianza Cg se define como la matriz
diagonal cuyos dos primeros elementos toman valor 10~3 y los restantes, 10~*. EI error
de estimacion €g asociado a este estimador LMMSE tiene media 0 y matriz de covarianza
Co — Coyqr Cy, éT Cyqr6, pero no puede darse su distribucién de probabilidad tedrica. En
todo caso si que es posible proporcionar la fdp estimada a partir de las realizaciones MC.
Consideramos en primer lugar el modelo que se plantea cuando el subsistema no lineal se
define a partir de la funcién hiperbdlica gs. En el caso de la primera componente de 8, que
es el coeficiente ag del modelo de regresion, la fdp estimada para el error €, se presenta en
la figura (3.12 (a)), siendo su media E/{_ea\o} =1.2-107° y su varianza vaf{e\ao} =7.41078
Para el coeficiente a; (segunda componente del vector de pardmetros ), la densidad de
probabilidad estimada se muestra en la figura (3.12 (b)) y los momentos de primer y
segundo orden estimados son E/{-ea\l} =1.2107y vaf{e\al} =8.3-10~8 Para los pesos en
el vector h del subsistema lineal, se representa en (3.12 (c)) el histograma de frecuencia
del error en la estimacion del primer peso hg. La media y la desviacién estandar de los
errores €p, para cada una de las restantes componentes ¢ = 1,..., N — 1, se muestran en
la figura (3.12 (d)). Resultados muy similares se obtienen considerando otros modelos de
regresién no lineales distintos (gs, .. ., g10)-
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Figura 3.12: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €q,, €4, ¥ €n,, respectiva-
mente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador LMMSE
con fdp a priori gaussiana y modelo hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacion,
media & desviacién estdndar de los errores de estimaciéon €, i =0,..., N — 1.

Por ultimo, consideramos el estimador Bayesiano §M Ap, definido como el que maximiza la
densidad a posteriori p(8|yqr). Haciendo uso de (3.23), podemos calcular Oyap mediante
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la resolucién del problema de optimizacién siguiente:
Orvap = arg mdx [lnp (yor|6) + lnp (9)]

= arg mel'n {0\72 (Yaor — frr (9)>T (Yor — frr(0)) + (0 — MG)T C(;l (0 — pg) } .
(3.186)

Puede observarse que, al igual que ocurria en la Seccion 3.7.3 cuando se evaluaba el esti-
mador /B\ML(: §WLS) del problema regularizado, ahora también es necesario llevar a cabo
una minimizacién en RM, en este caso de la funcién dada en (3.186). Sin embargo, debe
notarse que ahora desea aplicarse el estimador §M AP sobre los datos de la simulacion tipo
II, en la cual el vector ygg generado en cada repeticién j de Monte Carlo se calcula a
partir de una realizacién distinta de la variable aleatoria 6. Los valores de pg y Cg que
aparecen en la expresién (3.186) que va a minimizarse son los que se han definido para
la fdp a priori p(@) escogida. Presentamos los resultados para el caso en que la funcién
frr se define a partir del modelo de regresién hiperbdlico. En las figuras (3.13 (a))—(3.13
(c)) se muestran los histogramas de frecuencia para los errores de estimacion €4, €4, ¥ €n,
obtenidos a partir de las realizaciones MC. Las medias y varianzas estimadas en cada caso

son: E {eag} =-9.4107, var {eny} =1.91078, E {ea,} =1.0-1075, var {eq,} =2.3-1075,
E/{eh\o} =-1.4-10"2 vaf{e\ho} =3.1-1073. Para las componentes i = 1,..., N — 1 del vec-
tor de pesos, se muestran en la figura (3.13 (d)) las correspondientes medias y desviaciones
estandar del error. Puede observarse a partir de las graficas anteriores que los resultados
obtenidos utilizando el estimador 5MAP son algo mejores que los calculados con el estima-
dor 5LMMSE, aunque las diferencias son relativamente pequenas. De forma andloga se han
calculado las estimaciones considerando los restantes modelos de regresién no lineales (g3
a g10), obteniéndose resultados muy similares.
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Figura 3.13: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €q,, €q, v €y, respecti-
vamente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MAP
con fdp a priori gaussiana y modelo hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacién,
media £ desviacién estandar de los errores de estimacién €, i =0,..., N — 1.

e Sise considera que la fdp a priori de 8 es no informativa en el sentido de que no asigna mayor
probabilidad a unos valores de 0 frente a otros, podemos considerar también la aplicacién
de los estimadores O vvsE v Oviap para identificar el vector de pardametros desconocido 6.
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A diferencia del caso lineal expuesto en la Seccién 3.6.4, donde resultaba sencillo obtener
tales estimadores sin mas que acudir a las expresiones obtenidas para ellos cuando se
consideraba p(0) ~ N (pg, Cg) y tomar limite Cgl — 0, ahora esto no puede conseguirse
asi. Para el estimador @LMMSE, cuya expresion se di6 en (3.185) para ciertas elecciones de la
media pg y la covarianza Cg de la fdp a priori, puede comprobarse que no resulta sencillo
dar una expresién cerrada en el caso de que se considere el limite Cgl — 0, por lo que
se requeriria hacer el calculo del limite sobre las estimaciones resultantes y proporcionar
asi los resultados correspondientes. Para el estimador @yap, si que es factible dar una
expresiéon del problema que debe resolverse para conocer su valor cuando se considera

Cgl — 0. En tal caso, resulta
a . -2 T
Ouar = arg min {03 (ar — £ (0))" (Yor — i (0)) } | (3.187)

cuya resolucion es equivalente a la planteada para hallar el estimador éML(: 5Ls) cuando
no se incorpora regularizacién. Al aplicar el estimador EMAP dado en (3.187) sobre los
datos de la simulacién tipo II, se obtienen, para el modelo hiperbdlico, los resultados que
se describen a continuacién. Las distribuciones de probabilidad de los errores de estimacién
€ags €a; Y €h, S€ presentan en las figuras (3.14 (a))—(3.14 (c)), mientras que en la figura
(3.14 (d)) se muestran la media y la desviacién estandar de los errores €p,, 7 =0,..., N —1.
Resultados andlogos se alcanzan para otros modelos de regresion.

(a) (b)

o
n
o

0.15

frec. relativa
frec. relativa

-0801 0 0.001 -0801 0 0.001
eITOr €q eITor €q

03 (C) 0.2 (d)

0.1

i

frec. relativa
error €y,

-0.1

0123456 7 8 91011121314
€rTor €p ) indice ¢ de peso h;

Figura 3.14: En (a), (b) y (c) se presentan histogramas de los errores €4, €4, ¥ €p,, respectiva-
mente, obtenidos en las distintas realizaciones de Monte Carlo utilizando el estimador MAP con
fdp a priori uniforme y modelo hiperbdlico. En (d) se presentan, para la misma situacién, media
+ desviacién estandar de los errores de estimacién €, ¢ =0,..., N — 1.

Puede comprobarse que los resultados que ahora se consiguen habiendo considerado una
fdp a priori no informativa son sensiblemente peores que los alcanzados cuando se incorpora
informacién a priori acerca de la solucién mediante la consideracién de p(0) distribucién
gaussiana de media pg y covarianza Cg. Este hecho es esperable, ya que pg y Cqg se
corresponden adecuadamente con los verdaderos valores que se utilizaron para generar el
sistema que posteriormente trata de identificarse.

Estimacién de 6 determinista Al igual que ya se describié en la Seccién 3.6.4, los métodos
Bayesianos se utilizan también en ocasiones para estimar pardmetros deterministas. Las mismas
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advertencias que se pusieron de manifiesto en la Seccién 3.6.4 deben tenerse en cuenta también
ahora, sobre todo cuando se trata de realizar una valoracién acerca de la actuacién de estos
estimadores. Resulta sencillo comprobar cudl es la relacion existente entre el estimador Bayesiano
0M Ap ¥ el estimador determinista HML, igual que se hizo en la Seccién 3.6.4:

e Si cuando se resuelve el problema inverso desde el punto de vista probabilistico, la fdp
a priori elegida para 6 es una distribucién gaussiana N (ug, Cg), entonces el estimador
Maéximo a Posteriori, /O\MAP, es equivalente al estimador de Maxima Verosimilitud, /O\ML,
del problema regularizado, que, a su vez, coincide con el estimador de Minimos Cuadrados
Ponderado GWLS, con W = C~1 Puede asimismo corroborarse que el papel que juega
la fdp a priori en la estimaaon probabilistica es el mismo que el de las condiciones de
regularizacién en la estimacién determinista.

e Si la fdp a priori para 6 se toma como una distribucién uniforme, entonces el estima-
dor OMAP es igual al estimador BML calculado cuando no se incorpora regularlza(non al
problema, que, a su vez, coincide con el estimador de Minimos Cuadrados 9Ls-

La conclusién que podemos extraer a partir de las observaciones anteriores es que, en la
identificacion de un sistema con parametros deterministas, los métodos clésicos y los Bayesianos
son equivalentes siempre que, al introducir informacién extra acerca de la solucion, esto se haga
en las misma condiciones.
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Capitulo 4

Modelado QT/RR tiempo-invariante
y riesgo de muerte arritmica

4.1 Objetivos

En el presente capitulo se analiza la dependencia del intervalo QT respecto del intervalo RR
sobre registros electrocardiograficos reales. Para ello, se consideran ECGs de pacientes que han
sufrido infarto de miocardio y se considera la dependencia QT /RR a través de un modelo como el
que se describié en la Seccién 3.2 (ver figura 3.1). Sobre la base de ese modelo, pueden describirse
mas especificamente los objetivos del estudio como sigue:

e Identificacién, para cada registro, del perfil 6ptimo de la histéresis en la relaciéon QT /RR.
Este perfil vendra dado a través de la respuesta impulsional del subsistema lineal de la

figura 3.1.
e Evaluacién de la medida de RR promedio, zgg(n),n = 0,..., Ny — 1, con la que se re-
laciona de manera éptima cada intervalo QT, yqr(n),n = 0,..., Ny — 1. Esta medida se

corresponde con la salida del subsistema lineal y es, por tanto, la entrada al subsistema
no-lineal de la figura 3.1.

e Calculo de la relacién no-lineal entre el intervalo QT y el intervalo RR promedio. Esta
relacién se corresponde con el subsistema g (., a) de la figura 3.1.

e Presentacién de una férmula para la correccién del intervalo Q1. Puesto que tal formula
se deriva a partir del modelo propuesto, los efectos de la histéresis en la relacion QT /RR
son tenidos en cuenta y, en consecuencia, la correcciéon puede ser mas precisa.

e Extraccién de marcadores de riesgo derivados del andlisis de adaptacién QT /RR.

e Evaluacion clinica de los marcadores propuestos en términos de su capacidad para estra-
tificar pacientes con alto o bajo riesgo de sufrir muerte arritmica.

e Exploracion del efecto que sobre la adaptacion del intervalo QT tienen algunos farmacos
antiarritmicos y relacién con su eficacia en la prevencion de la muerte arritmica.
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4.2 Datos

4.2.1 Poblacién de estudio

En este estudio se evalian registros ECG de 939 pacientes pertenecientes a la base de datos
EMIAT [122]. Todos los pacientes, de entre 18 y 75 afios, sufrieron un infarto agudo de miocar-
dio y sobrevivieron a él. Entre los dias 5 a 21 después del infarto, se les evalué el indice LVEF
mediante angiografia nuclear y todos ellos presentaron niveles inferiores al 40 %. De forma aleato-
ria, a algunos pacientes se les suministré tratamiento con amiodarona, una droga antiarritmica
de clase III, y al resto se les dio placebo. Los registros que se analizan en esta tesis fueron
recogidos un mes después de haberse iniciado el tratamiento.

De los 939 pacientes iniciales, solo se disponia de datos clinicos completos para 866 de ellos,
a los cuales se les realizé un seguimiento posterior al registro durante un tiempo medio de 620
+ 176 dias. De entre estos pacientes, 404 habian sido tratados con placebo, de los cuales 26
murieron por muerte arritmica durante el periodo de seguimiento. En el grupo de 462 pacientes
tratados con amiodarona se contabilizaron 18 muertes arritmicas. Las caracteristicas clinicas de
la poblacion de estudio se muestran en la tabla 4.1.

4.2.2 Medidas electrocardiograficas

Los ECG analizados corresponden a registros ambulatorios Holter grabados durante 24 horas.
Todos ellos contienen tres derivaciones, en cada una de las cuales se midieron los intervalos QT
y RR utilizando el electrocardiégrafo Pathfinder 700 (Reynolds Medical, Hertford, U.K.). Estas
medidas iniciales proporcionadas por el sistema automatico fueron revisadas por un experto en
anotaciones electrocardiograficas y, donde se estimé que las medidas podian ser erréneas, se
corrigieron manualmente o se eliminaron. Este procedimiento semi-automatico se utilizé debido
a la imposibilidad practica de medir el intervalo Q7 sobre cada latido de cada registro de forma
manual.

En cada derivacién de cada uno de los registros analizados se contabilizaron los ciclos cardia-
cos para los cuales fue posible determinar tanto la medida del intervalo QT como la del intervalo
RR. Con ello, se seleccioné individualmente (para cada registro) el canal que presentaba mayor
numero de medidas aceptadas y se utilizé éste para el posterior analisis. Las posibles anoma-
lias causadas por errores en la deteccién del QRS o por latidos ectdpicos fueron identificadas
utilizando la estrategia propuesta en [123] y rechazadas. Asimismo se descartaron de las series
de RR y QT aquéllas medidas consideradas como potenciales outliers haciendo uso de un filtro
MAD (Desviacién Absoluta Media) [124]. Finalmente, las series se interpolaron con frecuencia
de muestreo de 1 Hz y se filtraron utilizando un filtro paso-bajo con frecuencia de corte 0.05 Hz,
de modo que las influencias de las dos ramas (simpdtico y parasimpético) del SNA se eliminan
[125].

4.3 Anailisis de la adaptacion QT /RR

Para llevar a cabo el andlisis acerca de la dependencia del intervalo QT respecto del ritmo
cardiaco y cumplir con los objetivos detallados en la Seccién 4.1 es necesario determinar los
parametros h y a del sistema global propuesto para relacionar los intervalos QT y RR. En las dos
secciones siguientes se hace una descripcion de la metodologia empleada para ello, considerando
en 4.3.1 que el perfil de histéresis (vector de pardmetros h) tiene una forma fija y en 4.3.2 dejando
variar esta forma libremente. En las Secciones 4.3.3 a 4.3.6, se exponen algunas posibilidades
de uso préctico derivadas del anélisis realizado. A lo largo de toda la seccién, se consideran,
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Cuadro 4.1: Media y desviacién estandar de las caracteristicas basales de los pacientes de la
poblacién de estudio y resultados del test ¢t de Student en la separacién de los grupos de placebo
y amiodarona.

Placebo (n =404) Amiodarona (n =462) p-valor
Edad (anos) 60.8+9.4 60.2+10.0 0.323
Hombres/mujeres 345/59 391/71 0.754
Historia médica
Infarto de miocardio 121 144 0.899
Angina de pecho 144 177 0.275
Hipertension 112 164 0.011
Diabetes 68 72 0.619
NYHA
1 213 223 0.381
I 157 207
11 31 31
Medidas basales
LVEF (%) 30.3£7.7 30.6£6.8 0.468
PBP (mm Hg) 117.94+17.3 118.7+16.6 0.459
DBP (mm Hg) 74.2+11.0 73.4+10.5 0.352
Ritmo cardiaco (ms) 73.25+13.30 73.38+14.49 0.884
Duracién QRS (ms) 91.2+18.6 91.2+18.6 1.000
Intervalo QT (ms) 390.62+£47.37 389.34+48.37 0.694
Medicaciéon
Tromboliticos 235 266 0.860
Digoxina 47 61 0.486
Beta-bloqueantes 200 198 0.500
Antagonista de calcio 62 70 0.937
Inhibidor de ACE 219 260 0.542
Muerte durante el seguimiento (n =53) (n =59) 0.879
No cardiaca 8 11 0.688
Cardiaca 45 48 0.723
No arritmica 19 30 0.256
Arritmica 26 18 0.090
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0 40 30 20 10 0

indice i de peso

Figura 4.1: Distribuciones de pesos segtin los perfiles P y 735 , con « tomado entre 0.8 y 1 cada
0.02. Para la representacion, se ha elegido N =50. El perfil P~ se resalta en color negro.

para el andlisis de cada registro, las series interpoladas xgr(n) € yqr(n), n =0,..., Ny —1, cuya
longitud Ny se determina de manera individualizada, pues, aunque la duracién de los registros
oscila siempre alrededor de 24 horas, puede variar de un paciente a otro.

4.3.1 Promediado de RR con perfil fijo

Como aproximacion inicial al problema planteado, se consideran en primer lugar varios perfiles
para el promediado del RR con ventana mévil asumiendo que ésta tiene una forma preestable-
cida. Las posibles formas son: promediado lineal (PL ) vy promediado exponencial de pardmetro
a (PE).

El promediado lineal, P%, define los pesos h;,i =0,..., N — 1, que ponderan al conjunto de
intervalos RR previos a cada medida de Q7T', mediante

2 1
hi=— 11— ,=0,...,N—1. 4.1
= (1o yey) im0 (4.1)

Debe hacerse notar que esta distribucién lineal para los h; ha quedado completamente deter-
minada al forzar que la suma de todos los pesos sea 1 y haber impuesto adicionalmente que el
valor del ultimo peso, hy_1, sea 0.

Por otra parte, el promediado exponencial de parametro «, 730]:3 , define los pesos h; mediante

hi = ko, i=0,...,N—1, (4.2)

« . . . ..
donde kK = —— . En este estudio se han considerado valores de a en el conjunto siguiente:

-«
{0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.97, 0.98, 0.99, 0.995, 1}. También en este caso los pesos se han considerado

normalizados de forma que su suma es 1.

La distribucién de pesos segiin cada uno de los perfiles anteriores, PL y Pf ,08< a1, se
muestra en la figura (4.1) para N =50.

Para determinar cudl de los perfiles anteriores resulta mas apropiado para expresar la in-
fluencia que sobre el intervalo Q7" tiene una historia de intervalos RR previos, se lleva a cabo la
siguiente evaluacién:

e Se consideran valores de N, esto es, érdenes del subsistema lineal h, tomados entre 0 y 420
en pasos de 60, lo que equivale a considerar ventanas de promediado moévil de duracién
entre 0 y 7 minutos tomadas cada un minuto.
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Figura 4.2: Residuo medio del ajuste lineal de yqr(n) y zgg(n) para distintos perfiles de prome-
diado (P = PL 6 PE) en funcién del orden N del filtro lineal. Los resultados del perfil PL se
resaltan en color negro.

e Para un valor de N fijado, de entre una de las posibilidades mencionadas, se toma la serie
de intervalos RR, zxgr(n), de cada registro y se calcula la correspondiente serie de intervalos
RR promedio, zgg(n), para cada uno de los perfiles descritos.

e A partir de cada serie zgr(n) obtenida y de la serie de intervalos QT', yqr(n), se considera
el modelo de regresion lineal yqor(n) = ap+a1 zgr(n) y se lleva a cabo el ajuste por Minimos
Cuadrados para deducir estimaciones ag y a1 de los coeficientes de dicho modelo. Una vez
obtenidas éstas, se calcula el valor del residuo que queda del ajuste o, més concretamente,
de su raiz cuadratica media:

Nt—1

> (yar(n) — do — @1 27w(n))?, (4.3)

n=0

N = .| =
r ( ) 7)) NT
donde P denota el tipo de promediado elegido, P = PX 6 PE. La dependencia de r con

respecto a N y P estd implicita en la expresién de zgg(n), que se ha calculado de acuerdo
con tales elecciones.

En la gréfica (4.2) se muestra el resultado de promediar r (N, P) entre todos los pacientes del
estudio, para cada valor de N tratado (entre 0 y 420 cada 60 segundos) y cada uno de los perfiles
P analizados (P = PF 6 PE, con o tomando posibles distintos valores entre 0.8 y 1). Puede
comprobarse que, para cada posible orden N, siempre ocurre que la actuacién del promediado
PL se ve superada por uno de los perfiles exponenciales Pf , para un cierto a.

Ademsds, considerando cada registro individualmente, puede determinarse cudl es el valor de
N é6ptimo en el sentido de estar asociado a un menor residuo del ajuste (4.3) utilizando alguno de
los perfiles propuestos. Los resultados obtenidos en este estudio indican que, para més de un 80 %
de los pacientes analizados, la duracién éptima N para la ventana de promediado es inferior a 300
segundos y, ain en los casos en que N supera tal cantidad, la caida exponencial en la parte final de
la ventana es muy préxima a 0, por lo que la contribucién de los correspondientes intervalos RR
es practicamente despreciable. En consecuencia, se establece N = 300 para el andlisis posterior
y se determina, para cada paciente, el valor del pardmetro « en el promediado de perfil fijo 775
que conduce a un mejor ajuste por Minimos Cuadrados de los datos [2gg(n), Yqr(n)], con zgg(n)
calculado a partir de N = 300 y P = PF.

4.3.2 Promediado de RR con perfil individualizado

Con el procedimiento descrito en 4.3.1 hemos obtenido una solucién inicial al problema de
identificar el sistema de la figura 3.1 que relaciona los intervalos Q7 y RR. Tal solucién se ha
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obtenido bajo la asuncién de que el perfil de promediado del RR, dado a través de h, tiene una
forma fija (lineal o exponencial) y el modelo de regresién, g(., a), es lineal. En este apartado
buscamos una solucién que no limite la forma de la distribucién de pesos h y, a su vez, permita
que el modelo de regresién g(.,a) tome una expresién de entre un conjunto mds amplio de
modelos posibles entre los que se encuentra el lineal.

Planteamiento Tal como se describié en la Seccién 3.1, asumimos que la serie de intervalos
QT, yor(n), se ha generado a partir de la serie de intervalos RR, zzg(n), utilizando una expresién

como la dada en (3.16), donde 8 = [aT hT]T es el vector de pardametros del sistema, fry se
determina a partir de uno de los diez modelos de regresién dados en las ecuaciones (3.3) a (3.12)
y el ruido v se asume que tiene media 0. Debe aqui notarse que, para unificar notaciones, el
modelo de regresién lineal se ha tratado igual que el resto de los modelos en lugar de considerar
las notaciones empleadas en la Seccién 3.6, sin que esto afecte a las conclusiones que vayan a
derivarse.

Eleccion del estimador En las Secciones 3.6 y 3.7 se evaluaron las prestaciones de estima-
dores tanto clasicos como Bayesianos para la resoluciéon de problemas en los que los datos se
simulan en condiciones similares a las que se plantean ahora en el andlisis de registros reales. En
la Seccién 3.6 se considerd el modelo de regresién lineal, g1, mientras que en 3.7 se consideraron
el resto de modelos de regresién no lineales, g;,7 = 2,...,10. De acuerdo con los resultados
obtenidos para las situaciones alli tratadas, se concluyé que, en la estimacién de un vector de
parametros determinista, los estimadores cldsicos y Bayesianos proporcionaron resultados equi-
valentes siempre que la informacién introducida a priori en la inferencia Bayesiana sea la misma
que la introducida a través de la regularizacién en los métodos clasicos. En consecuencia, nos
centraremos en lo que sigue sélo en los métodos de estimaciéon clasicos, pero tendremos siempre
presente que, en las condiciones en las que se lleva a cabo la estimacién y bajo la consideracion
de que h y a son deterministas, la actuacién del estimador clasico que analicemos sera la misma
que la de un cierto estimador Bayesiano.

Dado que se dispone de informacién adicional previa acerca de la solucién, ya que se conoce
que, aproximadamente, los elementos del vector h estan relacionados entre si a través del factor «
calculado en la seccién previa, puede incorporarse dicha informacién a la resolucién del problema.
Para ello, se genera la matriz de regularizacién D tal como se indica en la expresién (3.149),
donde el valor de « utilizado en la construccién de D es el obtenido para el promediado PZ en
4.3.1, individualmente para cada registro. Al introducir la regularizacién, el problema inverso
que pasa a resolverse es el problema aumentado que se describe en la ecuacién (3.169) y el
parrafo que le sigue.

A la hora de elegir el estimador cldsico que se utilizara para resolver (3.169), pueden hacerse
las siguientes observaciones. Si no se conoce la estadistica del ruido v del problema aumentado y
no desea hacerse ninguna consideracion acerca de ella, puede utilizarse el estimador de Minimos
Cuadrados para obtener una estimacién O1g del vector de coeficientes del sistema global, 8 =
[aT hT]T. En el caso de que el ruido Vv sea gaussiano y blanco, con Cy = 521, el estimador

015 coincidira con el estimador de Maxima Verosimilitud, @y, que es, a su vez, el estimador
de Minimos Cuadrados Ponderados, Owrs, con matriz de ponderacion W = Cgl. Dado que la

funcién ?RR que describe las observaciones es, en general, una funcién no lineal del conjunto de
pardmetros del sistema, el estimador que se obtiene no es optimo en el sentido de ser el estimador
insesgado de minima varianza, @\yvy. De acuerdo con las evaluaciones realizadas en las Secciones
3.6 y 3.7, puede afirmarse que, cuando el ruido del modelo es gaussiano y se considera el problema
regularizado, el estimador 01,3 proporciona resultados muy aceptables, sélo ligeramente inferiores
a los del estimador Oy1, = OwLs en el caso mas general en que la matriz Cy no sea multiplo de la
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identidad (pues cuando Cy es multiplo de la identidad, ambos estimadores coinciden). Teniendo
en cuenta que el estimador @y, es asintéticamente eficiente, esto es, su comportamiento puede
considerarse practicamente eficiente cuando el niimero de observaciones es elevado, como sucede
en la situacion que se plantea en este estudio, podemos ver el comportamiento de éste como la
referencia 6ptima y, en consecuencia, admitir como apropiada la eleccién del estimador §LS para
la identificacién del sistema propuesto, ya que sus prestaciones son sélo ligeramente inferiores a
las de EML.

Habiendo considerado la eleccién del estimador de Minimos Cuadrados, la expresién que
debemos utilizar para el calculo de éste es:

15 — arg min {(’y*QT — fon (9))T (yQT - FRR(O)) } , (4.4)

donde ?RR queda definida a partir del modelo de regresién que estemos considerando. Observamos
que se trata de resolver un problema en el que desea encontrarse el minimo de una funcién que
es, en general, no lineal en 6. Tal como ya se vio en la Seccién 3.6, en el caso de que el modelo
de regresion g; a partir del cual se define fry sea el modelo lineal, esto es g; = g1, es posible
renombrar el vector de parametros a estimar de modo que la funcién a minimizar sea lineal en el
nuevo vector de pardmetros. En tal caso, se dio en 3.6 una expresion cerrada para el estimador de
este nuevo vector y, a partir de él, se derivaron expresiones para a y h (ver ecuaciones (3.133) y
(3.96) a (3.98)). Para los restantes modelos de regresion, ga,. .., gi9, quedé justificado en 3.7 que
no es posible dar una expresién en forma cerrada para el estimador de Minimos Cuadrados de 0 y
se requiere del uso de un algoritmo de optimizacién que permita resolver la minimizacién deseada.
Vemos a continuacién una explicacion general acerca del funcionamiento del método ‘Direct’ que
hemos escogido en esta tesis para resolver la optimizacion y seguidamente detallaremos cémo
hemos aplicado este método a nuestro andlisis.

Método de optimizacién ‘Direct’: Este algoritmo resuelve problemas en los que desea
determinarse el valor minimo de una funcién continua Lipschitziana definida sobre un conjunto de
R™ m € N, delimitado, entre otras, por restricciones de acotacién sobre sus variables. Utilizando
notaciones generales, podemos describir el problema de la siguiente forma:

Problema P: Sean [;, u; constantes en R tales que —oco < I; < u; < 400,Vi =0,...,m —1
y sea Q@ = {x=(z9,...,Tm-1) € R™|l; < x; <wu;}. Considerar f : & — R funcién continua
Lipschitziana. El objetivo es encontrar x* € Q y f* € R tales que

F6) = £ = min 7(x) (15)
x€N

Tal como se demuestra en [118], no existe ningin algoritmo que, en un numero finito de itera-

ciones, pueda resolver el problema P para cualquier funciéon f en las condiciones descritas. Es

necesario, por tanto, modificar ligeramente el planteamiento del problema de modo que quede

garantizado que, tras un nimero finito de evaluaciones de la funcién objetivo f, se ha encontrado

la solucién deseada. El problema a resolver se plantea en los términos siguientes.

Problema P’: :Para (), fy f* en las mismas condiciones que las descritas en el problema P,
el objetivo ahora es encontrar x.,, € 2y f,,. € R tales que

fom = f(xopt) < f* +¢& (46)

donde £ es una constante positiva pequena dada.
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Existen en la literatura diversos algoritmos, todos ellos pertenecientes a la categoria conocida
como ‘Optimizacién Lipschitziana’ , que resuelven el problema P’ basdndose en una idea sencilla
que hace uso de la constante de Lipschitz asociada a la funcién f. La dificultad que surge
al utilizar estos algoritmos es que, en muchas situaciones, no se tiene conocimiento de dicha
constante ni puede emplearse ninguna herramienta para estimarla. Ademads, aun en el caso de
que se conozca la constante de Lipschitz, tales algoritmos presentan una segunda dificultad, que
es la de requerir un nimero muy elevado de evaluaciones de la funcién f, del orden de 2™, en
cada una de sus iteraciones. Con el propdsito de superar estas limitaciones de la ‘Optimizacién
Lipschitziana’, se propuso el algoritmo ‘Direct’ [114]. Este algoritmo no necesita disponer de
un valor para la constante de Lipschitz, sino que considera distintos posibles valores que ésta
puede tomar y con ello decide si una cierta regién de 2 debe ser subdividida o no para continuar
la bisqueda. Ademads, ‘Direct’ evaltda la funcién f sélo en los centros de las regiones en que
ha subdividido €2, por lo que su convergencia es mucho més rapida que la de los métodos
Lipschitzianos.

Mas especificamente, la estrategia que utiliza ‘Direct’ para resolver el problema P’ consiste
en identificar, en cada iteracién, las regiones que deben muestrearse y, posteriormente, subdividir
éstas [126]. Para ello:

e El primer paso (iteracién 0) es la transformacién del dominio de definicién 2 en el hipercubo
unidad de R™, esto es, Q = {x = (z0,...,Zm_1) € R™|0 < z; < 1}. El algoritmo trabaja
siempre en este espacio normalizado  salvo cuando tiene que hacer evaluaciones de la
funcién f, para lo cual recurre a los puntos correspondientes en ) de acuerdo con la
transformacion definida. Dado el hipercubo generado, se considera la evaluacién de f en
su centro, denotado por ¢y, asi como en cada uno de los puntos cg = 9de;,i =0,...,m — 1,
donde § se toma como un tercio del lado del hipercubo y e; denota el vector unitario
i-ésimo (es decir, e; es el vector cuyas componentes son todas nulas salvo la i-ésima, que
vale 1). Se define entonces

w; = min{f(co+de;), flco—de;)},i=0,...,m—1 (4.7)

y se elige el indice 7, que denotamos por i, que estd asociado con el w; més pequeno. El
hipercubo se divide en tres partes iguales a lo largo de la dimensién ', de modo que co+=de;r
son los centros de los nuevos hiperrectangulos. A continuacién se elige el i asociado con
el segundo valor més pequeno de w; y vuelve a hacerse una particion en tercios, ahora a lo
largo de la dimensién 7", pasando a ser ¢y &= d e;» nuevos centros de hiperrectdngulos. Este
procedimiento se repite hasta alcanzar todas las dimensiones del hipercubo.

e En cada una de las siguientes iteraciones del algoritmo, se consideran los hiperrectangulos
obtenidos hasta la iteracién anterior y se realizan las siguientes dos operaciones:

— iddentificacion de hiperrectdngulos potencialmente optimos. Estos hiperrectagulos son
aquéllos tales que, si se siguen subdividiendo y se muestrean en otros puntos, pueden
proporcionar valores de f considerablemente més pequenos que el valor minimo ac-
tual. Para llevar a cabo dicha identificacién, se utiliza la siguiente definiciéon formal
de ‘potencialmente 6ptimo’, que pondera entre la busqueda global y local:

Sea € > 0 una constante dada (suele tomarse € = 10*4) y sea fum €l valor actual més
pequeno de f. Un hiperrectdangulo j se dice potencialmente éptimo si existe algin
k > 0 tal que

flcj) — kdj < f(ei) — Kd;, Vi
f(cj) = kdj < fain — €| faim| [
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En la definicién anterior ¢; denota el centro del hiperrectdngulo j y d; es una me-
dida del tamano del hiperrectdngulo. En la formulacién original [114], que es la que
seguimos en este estudio, d; se toma como la distancia de c¢; a sus vértices. Puede
observarse que, en cada iteracion, puede haber uno o varios hiperrectangulos poten-
cialmente 6ptimos.

— division de hiperrectdngulos potecialmente dptimos. Cada uno de los hiperrectangulos
identificados en el paso anterior se subdivide a lo largo de la dimensién o las dimen-
siones de mayor longitud. El hecho de proceder de esta forma permite garantizar que
los rectangulos acabaran reduciéndose en todas sus dimensiones. El orden en que se
llevan a cabo las trisecciones de cada hiperrectangulo, supuesto que haya mas de una
dimensién de longitud méxima, es el mismo que se describié para la iteracién 0.

El criterio para la finalizacién del algoritmo puede elegirse entre varios, como por ejemplo
la superacion de un numero preestablecido de iteraciones, o de divisiones de hiperrectangulos, o
de evaluaciones de la funcién objetivo. Es importante senalar que, con unas pocas evaluaciones
que realice ‘Direct’, es capaz ya de identificar un drea alrededor del minimo global de la funcién.
Sin embargo, requerird muchas mas evaluaciones para dar una buena aproximaciéon a dicho
minimo. La convergencia del algortimo ‘Direct’ se demuestra en [114], donde se prueba que,
dado cualquier punto x en el dominio de definicién €2, existe otro punto arbitrariamente cercano
a él que queda evaluado por el algoritmo tras un numero finito de iteraciones de éste. En
consecuencia, es claro que el método ‘Direct’ resolverd el problema P’ descrito en la ecuacién
(4.6).

Por ltimo, cabe senalar que ‘Direct’ puede utilizarse también para resolver problemas algo
m4és generales que el mencionado P’ . En particular, puede emplearse cuando el dominio €2 de la
funcién f esté definido por alguna restriccion mas ademas de las de acotacién. Para extender el
método a la resolucion de este tipo de problemas, basta modificar la definicién de hiperrectangulo
potencialmente éptimo para incorporar la nueva informaciéon. Una descripcién mas detallada de
esto puede encontrarse en [113]

Aplicacién del método ‘Direct’ al andlisis QT /RR El objetivo de nuestro andlisis ha
quedado especificado a través de la resolucién de (4.4), que nos proporcionard una estimacién

del vector 8 = [aT hT]T de pardmetros del sistema que define la relacién QT'/RR. Si aplicamos
el método ‘Direct’ para resolver (4.4), la dimensién del problema es M=N+2 y las variables del
problema de optimizacién son tanto los pesos en h como los coeficientes en a. Alternativamente,
puede utilizarse otra metodologia, descrita en 3.7 y aplicable a todos los modelos de regresion.
Esta otra metodologia plantea la bisqueda de a y h en tres etapas diferenciadas. El procedi-
miento se desarrolla separadamente para cada uno de los diez modelos de regresién examinados.
Denotemos por g;,7 = 1,...,10, al modelo de regresién en cuestién.

e En la primera etapa, fijamos un valor inicial h para el vector de pesos del filtro lineal y, a
partir de él, determinamos una estimacion a de los coeficientes de g;. Mds especificamente,
inicializamos h de acuerdo con la expresién 4.2, donde N se ha fijado en 300, « es el valor
deducido en la seccién anterior y x es la constante de normalizacién. A continuacion, cal-
culamos la estimacién de Minimos Cuadrados a de los coeficientes del modelo de regresién
g;. Para ello, basta proceder tal como se describié en la Seccién 3.7.3, considerando ahora
el problema regularizado.

e En la sequnda etapa, fijamos el valor de a obtenido en la primera etapa y realizamos la
minimizacién de (4.4) s6lo como funcién de h. Asi, para el modelo de regresién g; que
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estamos tratando, se trata de resolver:

arg mgn{ i (yar(n) — gi (W7 xna(n), )" + 6%|D [a7 hT]THQ}. (4.8)

n=0

Las mismas justificaciones dadas en la Seccién 3.7.3 son ahora véalidas para demostrar que
el método ‘Direct’ puede utilizarse para obtener la correspondiente estimacién h.

e En la tercera etapa, repetimos el mismo proceso de la primera etapa, pero ahora utilizando
como vector h el que acaba de obtenerse en la segunda etapa.

El niimero de etapas del procedimiento descrito se ha fijado en tres, ya que en un grupo
reducido de registros en los que se tested inicialmente el procedimiento, no se observaron mejoras
significativas en la minimizacién del error al seguir aumentando el nimero de etapas. A las tres
etapas anteriores se aﬁade/\una dltima en la que se incorporan restricciones que garantizan que
todas las componentes de h son positivas (ver Seccién 3.4.7).

Con la metodologia descrita, quedan determinadas diez combinaciones distintas de pesos del
filtro lineal (vector h) y coeficientes de la funcién no lineal (vector @), para cada uno de los
registros analizados. Finalmente, se identifica el modelo de regresién (de entre los diez posibles)
que tiene asociado, para el registro en cuestién, un INENOr error residual. A partir de él, se obtiene
la expresién definitiva del perfil de histéresis (dada por h) y de la forma de dependencia QT /RR
(dada por a).

4.3.3 Determinaciéon de la memoria del intervalo QT

Ademids del perfil 6ptimo para el promediado del RR que mejor explica la adaptaciéon del QT
a cambios en el ritmo cardiaco, tal como se ha obtenido en la seccién previa, hemos estimado
también la longitud L, de una ventana en la cual los ciclos cardiacos previos a cada medida de
QT tienen una influencia efectiva sobre éste. Para calcular el valor Lgo, se considera el perfil de
pesos h obtenido individualmente para cada registro en 4.3.2 y, a partir de él, se _construye el
vector h que representa la suma acumulada de h empezando desde el dltimo peso h N_1:

=Y hj,i=0,...,N—1. (4.9)
j=t

Sobre este vector de suma acumulada se aplica un umbral 7, establecido como n =0.1, y se busca
el primer indice 79 para el cual b;, < 7. Se define entonces L;{O = 19, que representa la duracién,
expresada en segundos, de la ventana que recoge aquellos intervalos RR previos que contribuyen
en un 90 % a la adaptacién de QT'. En la figura (4.3) se muestra un ejemplo de la determinacién
de L;‘)FO. Es claro que este parametro es una forma de cuantificar la memoria que tiene el intervalo
QT en relacién con el ritmo cardiaco.

4.3.4 Correccién del intervalo QT

Tal como se describié en la Seccién 2.4.3, el intervalo QT corregido, denotado cominmente por
QT., es un marcador clinico ampliamente utilizado para identificar pacientes con alto riesgo de
sufrir muerte cardiaca y, en particular, muerte arritmica. El calculo de Q7. es problematico,
ya que no existe una formula genérica para llevar a cabo la correccién, sino que dicha férmula
debe tener en cuenta las diferencias existentes en la relacién entre los intervalos QT y RR para
individuos distintos. Mdas aun, en el caso de que se analicen registros ambulatorios, se anade
otra dificultad, pues debe tenerse en cuenta el efecto de histéresis, esto es, de dependencia del



4.3 Anadlisis de la adaptacién QT /RR 99

0.06 1
@
g
©
< g
o B
£0.03 0.5 2
2 &
(ol
o
/. 2

NS
0 200 100 0

indice 7 de peso

Figura 4.3: Determinacién de la duracién de ventana efectiva para el promediado del RR, consi-
derando un umbral 7 definido para cubrir un 90 % de la suma de pesos. En color azul se muestra
la distribucion de pesos h;, mientras que en rosa se presenta su suma acumulada b;.

intervalo QT con respecto a otros intervalos RR anteriores ademéas del que inmediatamente le
precede (ver Seccién 2.4.4).

En esta tesis proponemos el procedimiento siguiente para realizar la correccién del QT
Dado que en 4.3.2 se ha obtenido, de manera individualizada para cada registro, el perfil de
histéresis 6ptimo, h, y la forma de dependencia QT /RR 6ptima, g;,i = 1,...10, utilizaremos
esta informacién para evaluar QT,. En primer lugar, convertimos cada uno de los diez modelos
de regresién, dados en las ecuaciones (3.3) a (3.12), en diez férmulas de correccién realizando la
proyeccién del intervalo QT sobre un nivel estdndar de RR, que en nuestro caso hemos tomado
como RR =1 segundo. Es inmediato comprobar que las férmulas resultantes responden a las
expresiones siguientes:

Lin:  yore(n) = yar(n) + £(1 — zrm(n)) (4.10)
Hips iar(n) = () + €(— s =1 (a.11)
Par:  ygre(n) = y‘gTE”; (4.12)
Log:  Yare(n) = yar(n) — {In(zzx(n)) (4.13)
Loginv:  yore(n) = In (eyQT(") e - zﬁ(n))) (4.14)
Exp: Yqre(n) = yqr(n) + & (ezRR(”) — %) (4.15)
Atan:  yr.(n) = yar(n) + € (arctag(1) — arctag(zxx(n))) (4.16)
Hian:  yaro(n) = yar(n) + € (tgh(1) — tgh(zmm(n))) (4.17)
Ash:  yqre(n) = yqr(n) + £ (arcsinh(1) — arcsinh(zgg(n))) (4.18)
Ach:  yqr.(n) = yqr(n) + & (arccosh(2) — arccosh(zgg(n) + 1)) . (4.19)

Cada una de las férmulas anteriores depende de un parametro £ que debe determinarse. La
forma de proceder es la siguiente: para cada registro, se considera la féormula, de entre las diez
anteriores, que esta asociada al modelo de regresién que se determiné como 6ptimo en 4.3.2. Los
valores de zgg(n),n =0,..., Ny — 1, que aparecen en dicha férmula se calculan de acuerdo con
la expresién zgg(n) = flTxRR(n), donde h es el perfil de pesos 6ptimo obtenido en 4.3.2. Por
ultimo, dado que el propdsito de cualquier método de correccion del QT es obtener medidas Q1.
no relacionadas con el ritmo cardiaco, el valor del pardmetro £ en la férmula de correccién se
calcula como aquél que satisface la ecuacién rp(£§) = 0, donde 75 (§) representa el coeficiente de
correlacién de Pearson entre yqr.(n) y zgg(n),n =0,..., Ny — 1, con yqr.(n) calculado a partir
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de £. En la resolucién de la ecuacién rp(£) = 0 se ha utilizado el método ‘Golden Cut Search’
[127], que comienza definiendo un intervalo de bisqueda para £ tal que en los extremos de dicho
intervalo la funcién rp toma signos opuestos. Iterativamente, se va subdividiendo dicho intervalo
de manera que la evaluacion de rp en los nuevos extremos siga garantizando la existencia de una
raiz en el subintervalo reducido. El proceso finaliza cuando la correlacién rp calculada para los
extremos del dltimo subintervalo queda por debajo de un nivel de tolerancia preestablecido.

4.3.5 Histéresis QT /RR en episodios de ritmo cardiaco inestable

Los resultados del andlisis Q7' /RR obtenidos en la Seccién 4.3.2 presentan la caracteristica de
haber sido calculados a partir de los datos recogidos durante las 24 horas de registro. En muchos
casos, el perfil de promediado h se estima bésicamente a partir de episodios donde el ritmo
cardiaco presenta cambios muy poco notables y sélo a partir de unos pocos episodios donde el
ritmo cambia de manera abrupta, siendo éstos ltimos los que contribuyen predominantemente a
la histéresis QT'/RR. En consecuencia, la estimacién del perfil de pesos h puede estar, en cierta
medida, sesgada por ruido e imprecisiones en las medidas de los intervalos QT y RR, ya que sobre
los periodos de cambio de ritmo despreciable la histéresis se vera oculta bajo tales interferencias.
Por este motivo, investigamos también la adaptacion del intervalo QT restringiendo el andlisis
sOlo a transiciones sustanciales del ritmo cardiaco. El propésito es poder comparar, para cada
paciente, las dos evaluaciones de la histéresis (en el registro completo y en episodios de cambio
sustancial).

En primer lugar, determinamos, de manera individualizada, los episodios que presentan
cambios mantenidos notables en el ritmo cardiaco. Para ello, se filtra la sefal xgg(n),n =
0,...,Nr — 1, utilizando un filtro de Butterworth de orden 2 con frecuencia de corte 0.02 Hz.
De este modo, se evita la consideracién de episodios que sélo contienen oscilaciones de més al-
ta frecuencia en el RR, que no contribuyen decisivamente a la histéresis. Sobre la senal filtrada
xﬁR(n), se mide la varianza en segmentos de 300 segundos de duracién tomados cada 15 segundos
desde el inicio del registro. Se obtiene asf una serie, que denotamos por o2, (m), donde m indica
el indice consecutivo de un segmento analizado. A continuacién, se aplica un umbral u a la serie
o2, (m) para seleccionar sélo aquellos segmentos en los cuales 02, (m) > u (ver figura (4.4)). La
eleccién del umbral u se realiza separadamente para cada registro, ya que el rango de variacién
del intervalo RR difiere muy sustancialmente entre individuos distintos. Experimentalmente, se
fija u en 1.5 veces la rafz cuadratica media (RMS) de 02, (m): u =1.552,. Una vez identificados
los indices m para los cuales o2, (m) supera el umbral, se buscan los instantes finales de los
segmentos correspondientes, ya que es en esos instantes donde tenemos localizadas las medidas
de QT que estan precedidas por un periodo de cambio notable en el RR.

El mismo procedimiento que se describi6 en 4.3.2 para el andlisis de la relacién Q7' /RR sobre
el registro completo de 24 horas se aplica considerando sélo las medidas yqr(n) de aquellos indices
n seleccionados segun se ha descrito arriba. Claramente, para el analisis se precisa también de
los N intervalos RR previos a cada una de tales medidas de Q7. Con ello, se determina, para
cada paciente, un nuevo perfil de pesos que caracteriza la respuesta del intervalo Q7' a cambios
abruptos en el RR y se compara dicha respuesta con la obtenida en 4.3.2 para el registro
completo. En particular, se contrastan las correspondientes medidas Lgg, que se denota por Lgo
cuando se calcula para el registro completo y por L§40 cuando se calcula para segmentos de cambio
abrupto en el ritmo cardiaco. Adicionalmente, se evaluan otras medidas también derivadas de
los perfiles de histéresis, como son: LI, L&, LI, Li LT v L&, que representan el tiempo
necesario, expresado en segundos, para completar el 25%, 40% y 50 % de la adaptacién total
del intervalo QT a las variaciones en el RR. El cédlculo de estas medidas se realiza de manera
analoga a como se describié para Lgo en la Seccién 4.3.3.

Para investigar situaciones con cambios en el ritmo cardiaco realmente sefialados, focalizamos
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Figura 4.4: En (a) se muestra una porcién de la serie de RR de uno de los registros analizados.
En (b) se presenta una version filtrada paso-bajo de la serie representada en (a). El resultado
de medir la varianza en segmentos de 300 s de duracién tomados cada 15 s se muestra en (c).
Asimismo, se indica en color rojo el umbral utilizado para determinar aquellos segmentos donde
hay un cambio muy abrupto en el ritmo cardiaco.
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la comparacién entre los perfiles de adaptacion obtenidos para las 24 horas y para episodios de
cambio abrupto sélo sobre un grupo de 100 pacientes seleccionados por presentar las mayores
alteraciones de ritmo, esto es, los valores mas elevados de 012?1»; Asimismo, realizamos la misma
comparacién sobre el grupo de 100 pacientes que presentan los cambios més suaves en el ritmo
cardiaco, lo que equivale a decir valores mas pequenos de Ui—R. Al primer subgrupo de pacientes
lo denotamos por G, y al segundo por Gi,.;,. Evaluamos los resultados de la comparacién entre
24 horas y cambios abruptos en G, ¥ en Gy.;, con objeto de elucidar si, en efecto, las histéresis
en la relaciéon QT /RR es méas evidente cuanto més pronunciado es el cambio en el RR. El hecho
de seleccionar s6lo 100 pacientes para cada uno de los dos grupos se debe a que la distribucién
por registros de la variable of{—R estd muy concentrada en torno a la media y, en consecuencia, si
se hubieran considerado grupos més numerosos, el anélisis hubiera sido similar para ambos. El
test estadistico utilizado para valorar los resultados de la comparacion es la prueba ¢t de Student
bilateral para muestras dependientes.

4.3.6 Patrones circadianos de la histéresis Q7/RR

Cuando se investiga la dependencia del intervalo QT con el ritmo cardiaco y se examina el retardo
que existe en la adaptacion, es necesario considerar la influencia que sobre las medidas de QT
y RR tienen los patrones circadianos. Para evaluar esta influencia sobre la histéresis QT /RR,
el analisis desarrollado en 4.3.2 para el registro de 24 horas se realiza también separadamente
sobre diversos periodos circadianos. De manera mads precisa, se evalian el perfil (h) y la duracién
efectiva (Lgg) de la histéresis QT /RR en dos intervalos temporales distintos: por una parte, se
consideran las horas centrales del dia (entre las 9 y las 18 horas); por otra parte, las horas

nocturnas (entre las 0 y las 6 horas).

4.4 Analisis clinico

4.4.1 Marcadores de riesgo

Se consideran como potenciales estratificadores de riesgo las variables siguientes, evaluadas para
cada uno de los registros analizados:

° LQTO, que es una medida del tiempo que necesita el QT para seguir los cambios del RR. Se
calcula tal como se describi6 en la Seccién 4.3.3.

® 7., que se define como el RMS del error residual obtenido del ajuste por Minimos Cua-
drados de los datos de zgr(n) € yqr(n),n =0,..., Ny — 1. La expresién utilizada para la
evaluacion de r,,, es:

1 Np—1
o = \| 3 O (W (n) — gizm(n), )%, (420)
T n=0

donde zgg(n) = h? xrr (1), gi es el modelo de regresién seleccionado como éptimo para el
registro y los vectores h y a se han derivado de la estimacién LS realizada en 4.3.2.

e QT., que representa la media de la serie temporal yqr.(n), n =0,..., Ny — 1. La forma de
obtener los intervalos QT corregidos, yqr.(n), es la que se describi6 en la Seccién 4.3.4.

e 5, definida como el coeficiente @; obtenido cuando la estimacién se realiza considerando,
para cada paciente, el modelo de regresién parabdlico. Aunque este modelo sélo resulte
optimo para algunos registros, se desea tener una medida acerca de la pendiente de la
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relacién QT /RR que pueda compararse entre todos los pacientes. Se ha elegido el modelo
parabolico porque es el tradicionalmente utilizado en la literatura.

° L§40, que mide la memoria del intervalo QT ante cambios abruptos en el ritmo cardiaco.
Su célculo se realiza tal como se detall6 en 4.3.5.

® spg, que representa la desviacién estdndar de la serie temporal zgg(n),n =0,..., Ny — 1.
Esta variable proporciona una medida de la variabilidad de la frecuencia cardiaca [128].
Debe aqui notarse que cuando se construyé la serie de intervalos RR sélo se aceptaron
aquéllos considerados como normales (ver Seccién 4.2.2).

4.4.2 Métodos estadisticos

Una vez evaluadas las variables descritas en 4.4.1 para cada uno de los registros analizados,
se realiza una comparacién entre los valores tomados en el grupo de pacientes tratados con
amiodarona y el grupo de pacientes tratados con placebo. Asimismo, dentro de cada uno de
estos dos grupos de tratamiento, se lleva a cabo la comparacion entre pacientes que sufrieron
muerte arritmica durante el seguimiento clinico posterior y aquéllos que sobrevivieron. Para
valorar la significacién de estas comparaciones se utiliza el test ¢ de Student bilateral para
muestras independientes considerando que las varianzas en los dos grupos pueden ser desiguales.

Asimismo, se lleva a cabo un analisis de supervivencia de Kaplan-Meier con objeto de rela-
cionar los marcadores de riesgo propuestos y el tiempo que tarda en producirse un determinado
suceso. En el caso de nuestro estudio, el suceso analizado es la muerte arritmica. Tanto en el
grupo de placebo como en el grupo de amiodarona, se evalian las curvas de probabilidad de
supervivencia a la muerte arritmica estratificando a los pacientes en dos grupos segun el valor
de mediana del marcador de riesgo examinado. La comparaciéon entre las curvas de cada uno
de estos dos grupos se realiza utilizando el test log-rank, que da una valoracién acerca de si las
diferencias observadas pueden ser explicadas por azar o no.

Por ultimo, para determinar la contribucién independiente de las distintas variables al evento
final, que es la muerte arritmica, se realiza un anélisis de regresiéon de Cox. En este andlisis se
incluyen variables derivadas del estudio de la adaptacién QT'/RR, como son 7., Q7. y s, junto
con otros factores clinicos de riesgo, entre los que se encuentran LVEF, edad, sexo, terapia con
beta-bloqueantes y el indice sgr que mide la variabilidad del ritmo cardiaco. Dado que no es
esperable que el riesgo de mortalidad arritmica crezca linealmente con los valores numéricos de
los indices considerados, se realiza una dicotomizacién de las variables numéricas. En el caso de
los marcadores de riesgo derivados de la adaptacién QT'/RR asi como del indice sgg, éstos se
dicotomizan segin su valor de mediana, mientras que el indice LVEF se dicotomiza tomando
el valor del 30% como referencia. La valoracién de los resultados obtenidos se lleva a cabo
utilizando el test F' [129].

En todos los casos, se consideran los resultados estadisticamente significativos si el p-valor
asociado al test es inferior a 0.05.

4.5 Resultados

4.5.1 Adaptacion del QT a cambios en el RR

Tiempo de adaptacién La media de la variable Lg;o calculada sobre el grupo de estudio
completo fue de 2.37 minutos. Este resultado confirma que la duracion del intervalo QT estd
influenciada por los cambios en el ritmo cardiaco ocurridos durante los minutos previos, aunque



104 Capitulo 4. Modelado QT/RR tiempo-invariante y riesgo de muerte arritmica

120 -

100 - ml

80

f pacientes
o
<)
T

40 +

20

T ol L.
0 50 100 150 200 250

Lgo(s)

Figura 4.5: Histograma de los valores de Lgo para los pacientes de la poblacién de estudio.

debe tenerse en cuenta que el grado de influencia de los intervalos RR previos decrece rapida-
mente segin se consideran intervalos cada vez mas alejados en el tiempo.

Se observan, ademds, diferencias muy significativas en la duracién de la memoria del QT entre
individuos distintos, tal como puede apreciarse en la figura (4.5), donde se muestra un histograma
con la distribucién de LQT0 para los pacientes analizados en este estudio. Puede afirmarse que,
mientras en un 30 % de los pacientes el intervalo QT requiere mas de 180 segundos (3 minutos)
para seguir los cambios en el RR, en otro 30% de los pacientes la dependencia del QT con
respecto a ciclos cardiacos previos se completa en menos de 120 segundos (2 minutos). Mas atn,
hay algunos pacientes en los que el proceso de adaptacién dura apenas unos segundos y otros en
los que se requieren casi 4 minutos.

Esta elevada variabilidad entre individuos en los tiempos de adaptacién del QT se estudia
junto con el rango de valores de RR calculados para cada registro. Los resultados, agrupados
segin el modelo de regresion determinado como 6ptimo para cada paciente, se muestran en la
tabla 4.2. Puede observarse, en primer lugar, que el modelo lineal resulta el mas apropiado para
modelar la relacién entre el Q7' y el RR en un gran nimero de pacientes, mientras que el modelo
parabdlico, tradicionalmente utilizado para corregir el QT', resulta mucho menos frecuente. No
obstante, debe ponerse de manifiesto que en un nimero considerable de pacientes los valores del
intervalo RR oscilan sé6lo alrededor de 1 segundo y alli el comportamiento de los modelos lineal
y parabdlico es muy similar. Otra observacién que puede hacerse a partir de los resultados de la
tabla 4.2 es que no existe una relacién directa entre las variables deducidas sélo de la serie de
intervalos RR (mgy (intervalo RR medio), spr y 0ay) ¥ las derivadas del andlisis QT /RR (L},

Topt)-

Cuadro 4.2: Relacién entre el modelo de regresién y los indices L, (s), 5%z (5%), mar (ms), skr
(ms) y rop: (ms) promediados entre los pacientes.

Model Lgo E% R MRR SRR Topt # pacientes
Lin 148.92 | 2.06 899.86 92.90 16.04 378
Hip 135.94 | 1.92 900.04 84.48 15.18 308
Par 142.50 1.11 841.17 74.23 14.87 12
Log 120.23 | 2.31 824.88 95.01 8.43 30

Loginv | 142.18 2.40 944.05 97.59 13.50 22
Exp 152.74 4.16 1148.72 122.80 15.96 19

Atan 131.07 | 1.77 877.73 99.55 10.63 27

Htan 144.95 2.21 982.46 97.08 16.26 94
Ash 147.15 2.63 894.94 103.65 11.40 33
Ach 144.88 1.58 857.28 94.71 12.53 16
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Forma de la histéresis La elevada variabilidad entre individuos encontrada en los tiempos de
adaptacién del QT también se manifiesta en los perfiles de histéresis. De hecho, se han encontrado
distribuciones de pesos h sustancialmente distintas incluso para pacientes en los cuales sus
tiempos de adaptacién son similares. En la figura (4.6) se muestran ejemplos de distribuciones
de pesos 6ptimas obtenidas para algunos de los registros analizados en este estudio.

0.0 (a) 0.0 (b) 0.0 (c)
< < <
20.03 20.0 20.03
[} [ %]
e a =%
0 200 100 0 0 200 100 0 0 200 100 0
indice ¢ de peso indice ¢ de peso indice ¢ de peso

Figura 4.6: Ejemplos de perfiles éptimos de histéresis para tres pacientes del grupo de estudio.
Puede observarse la elevada variabilidad entre sujetos en la forma de la adaptaciéon QT'/RR.

Comparacion del analisis 24 horas vs episodios de ritmo cardiaco inestable En
la tabla 4.3 se muestra la comparacién entre los resultados obtenidos del andlisis de registros
completos (24 horas) y los obtenidos restringiendo la investigacién sélo a episodios donde el
ritmo cardiaco cambia de manera abrupta. Puede apreciarse que en el grupo G,.;,, compuesto
por aquellos pacientes con variaciones de ritmo mas suaves, la forma en que el QT se adapta a
cambios mantenidos en el ritmo cardiaco es parecida a la obtenida cuando se analiza el registro
entero de 24 horas. Sin embargo, en el grupo G.., puede observarse que los valores de L§40 son
significativamente mayores que los de LJ,. Las diferencias entre L{} y L1, vy entre L v LY, son
marginales. En cuanto a 1/245 y L2T57 existen diferencias, que también estan presentes en el grupo
Ghajo- Es posible aseverar que en situaciones de cambios notables en el ritmo cardiaco, donde la
adapatacion de la repolarizacion puede estimarse con mas fiabilidad, el tiempo de respuesta del
intervalo QT es significativamente més elevado. Estas diferencias se muestran en la figura (4.7).

0.04 (a) 0.04 (b)
< <
20.02 20.02
5] (5]
o} o}
400 200 100 0 00 200 100 0
indice i de peso indice i de peso

Figura 4.7: En (a) se muestran las distribuciones de pesos éptimas promediadas en el grupo de
pacientes Gi,;, para el andlisis 24 horas (en azul) y para el andlisis de segmentos con cambios
abruptos en el ritmo cardiaco (en rojo). En (b) se muestran los resultados correspondientes al
grupo G... Las rayas verticales indican el tiempo de adaptacién Lgy deducido para cada uno
de los perfiles de la figura.
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Cuadro 4.3: Tiempos de adaptacién (A para cambios de ritmo abruptos, T' para el andlisis 24
horas) estimados en los dos grupos descritos en el texto, Ghajo Y Gaito, y p-valores del test ¢ para

muestras dependientes.

Gbajo Galto
A T p-valor A T p-value
Los 24.62 17.74 0.011 25.58 20.12 0.026
Lo 39.56 33.26 0.127 45.50 41.32 0.216
Lso 51.70 44.84 0.189 61.30 55.14 0.147
Lgp | 139.94 126.36 0.250 171.38  150.82 0.033

Comparacién horas diurnas vs nocturnas El estudio de la relacién QT /RR separada-
mente durante las horas del dia y de la noche revela que la adaptacion del intervalo QT es
ligeramente méas rapida durante el periodo nocturno. El tiempo medio requerido por el QT para
alcanzar un 90 % del cambio total inducido por el RR es de 142.56 + 33.00 segundos durante el
dia y de 139.64 + 36.65 segundos durante la noche, p =0.106. A pesar de su limitada significa-
cién, estos resultados confirman la tendencia de los obtenidos al investigar episodios de cambios
marcados en el ritmo cardiaco. Durante la noche el ritmo es més estable que durante el dia y,
por tanto, el retardo en la adaptacién se esperaria que fuera mas corto, como efectivamente se
ha comprobado a partir de los resultados mostrados.

4.5.2 Comparacién clinica
4.5.2.1 Anadlisis univariado

Comparacion placebo vs amiodarona En la tabla 4.4 se muestran los indices que describen
la histéresis QT'/ RR comparados entre el grupo de pacientes tratados con amiodarona y el grupo
de los tratados con placebo. Como se esperaba, el intervalo QT corregido medio, QT,, resulta
significativamente mayor en los pacientes a los que se les suministré el farmaco antiarritmico.
Se aprecian también diferencias sustanciales en los valores de Lgo y s, siendo ambos mayores en
el grupo de amiodarona. La mayor separacién entre los dos grupos de tratamiento se obtiene
con la variable r,,,, tal como puede observarse en la tabla 4.4. El tiempo de adaptacién Lé‘}),
medido en episodios de ritmo cardiaco inestable, también resulta significativamente distinto en
el grupo de amiodarona frente al de placebo. La capacidad que presenta esta dltima variable L§40
para distinguir entre los dos grupos de tratamiento, asi como la mostrada por Lgo (derivada del
andlisis 24 horas) no es atribuible exclusivamente a las diferencias en el ritmo cardiaco medio en
placebo y amiodarona (72.36 Ipm vs 62.78 Ipm, p < 107'7), ya que los coeficientes de correlacién
entre el HR medio y L&, son 0.239 y 0.301 respectivamente. La variabilidad de la frecuencia
cardiaca medida a través del indice sgr no es significativamente distinta entre los grupos de
placebo y amiodarona. Finalmente, cabe sefialar que, cuando la separacién placebo/amiodarona
se evalia con las variables deducidas del andlisis sobre las horas diurnas y, separadamente, con
las deducidas para las horas nocturnas, los resultados en términos de significacién no difieren
considerablemente de los obtenidos a través de la evaluacién de las 24 horas de registro.

Comparacion supervivientes vs victimas de muerte arritmica La tabla 4.5 resume los
valores de los marcadores de riesgo descritos en 4.4.1 cuando se comparan, en cada uno de los dos
grupos de tratamiento, entre pacientes que sobrevivieron o sufrieron muerte arritmica durante
el seguimiento clinico. A continuacién se valora la actuacién de cada uno de estos marcadores:

Topi: L variable r,,, es capaz de diferenciar entre las victimas de muerte arritmica y el resto
de pacientes en el grupo de amiodarona. Mientras que los valores de r,,, son considerablemente
mayores en los supervivientes tratados con amiodarona, los valores encontrados en las victimas de
muerte arritmica en ese grupo son semejantes a los hallados para todos los pacientes en el grupo
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Cuadro 4.4: Media y desviacién estandar de los marcadores propuestos en el texto y resultados
del test t en la separacién de los grupos de placebo y amiodarona. Las unidades son: segundos
para L;‘)Fo y L§405 milisegundos para ropt, Q7. y Sgrr-

Placebo Amiodarona p-valor
L3, | 138.70+48.90 143.12457.06  0.219
Topt | 11.96£7.21  17.85+9.81 < 107'7
QT, | 424.664+40.37 443.404+39.84 1.3-10~!1
5 0.48+0.21 0.5440.27  2.3-107*
L | 148.61+£61.45 159.51+£66.63 1.2:1072
srr | 92.504£34.07  90.65431.92 0.411

de placebo. Estos resultados sugieren que la evaluacién del indice r,,, podria potencialmente
utilizarse para comprobar la eficacia de la amiodarona.

s: Resultados semejantes a los descritos para r,,, se obtienen para la variable s, aunque en este
caso las diferencias encontradas son menos significativas. Entre los pacientes que sobrevivieron
durante el seguimiento, se aprecia que la pendiente parabdlica s es considerablemente mas acu-
sada en el grupo de amiodarona que en el de placebo. Por el contrario, las victimas de muerte
arritmica tratadas con el farmaco presentan valores de s mucho méas pequeiios, inferiores incluso
a los de los pacientes tratados con placebo.

QT.: El intervalo QT corregido medio, QT,, es significativamente distinto en supervivientes y vic-
timas de muerte arritmica. Mientras que en el grupo de placebo las victimas presentan intervalos
QT, significativamente més prolongados, ocurre justo lo contrario en el grupo de amiodarona,
donde son los supervivientes los que muestran mayores valores de QT.. En consecuencia, mientras
que la prolongacién del QT corregido puede asociarse en placebo con un riesgo mas elevado de
sufrir muerte arritmica, resulta ser un marcador del beneficio antiarritmico en pacientes tratados
con amiodarona, siendo mas vulnerables a sufrir procesos desencadenantes de muerte arritmi-
ca aquellos pacientes que, habiendo sido tratados con el fairmaco, no presentan intervalos Q7.
prolongados.

Lgo, Léo: Las variables que miden el tiempo de adaptacién del QT ya sea en el registro completo
(LI,) o ante cambios muy marcados en el ritmo cardiaco (L), no muestran diferencias signi-
ficativas en la comparacién entre pacientes que sufrieron o sobrevivieron a la muerte arritmica
durante el seguimiento.

srr: Los resultados obtenidos con la variable sgy confirman que, entre pacientes que han so-
brevivido a un infarto agudo de miocardio, una reducciéon en la variabilidad de la frecuencia
cardiaca se asocia con un mayor riesgo de sufrir procesos arritmicos, aunque la significacién es
s6lo moderada en el grupo de placebo y mucho menor en el grupo de amiodarona.

4.5.2.2 Analisis de supervivencia

En este apartado presentamos los resultados del analisis de supervivencia de Kaplan-Meier para
los ndices 7., 5 y QT., que son los que han resultado aportar informacién significativa para
la distincién entre supervivientes y victimas de muerte arritmica. En las curvas de probabilidad
de eventos arritmicos que se presentan, se muestran en azul los resultados correspondientes al
grupo de pacientes que tienen valores de la variable estudiada por debajo de su valor de mediana
(calculado para la poblacién completa), mientras que el color verde corresponde a los pacientes
con valores por encima de la mediana.
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Cuadro 4.5: Media y desviacién estandar de los pardmetros propuestos en el texto y resultados
del test ¢ en la separacién de los pacientes con y sin muerte arritmica durante el seguimiento.

Las unidades son: segundos para Lgo y L§403 milisegundos para ropt, @7, y Sgrr-

Placebo Amiodarona
Supervivientes Victimas p-valor | Supervivientes Victimas p-valor
LI, | 138.61449.22 139.96+44.70  0.883 142.874+56.38  149.28473.66  0.719
Topt 11.96+7.25 11.97+6.79 0.992 18.061+9.84 12.47+7.54 0.007
QT, | 423.36+£39.17  443.51+£52.26  0.064 444.14+439.91  425.03+£33.99  0.032
5 0.4740.21 0.52+0.20 0.267 0.54+0.27 0.42+0.23 0.037
Ly | 148.74461.01 146.854+68.86  0.893 158.94+66.63  173.61+69.52  0.391
SRR 93.26+34.38 81.45+27.39  0.045 90.914+31.96 84.16+31.12 0.379

Topi: En la figura 4.8 se presentan, para cada uno de los dos grupos de tratamiento, las curvas
de supervivencia a lo largo del tiempo de seguimiento evaluadas para la variable r,,. Puede
apreciarse que r,,, resulta un estratificador de riesgo muy potente entre los pacientes tratados
con amiodarona, siendo su capacidad menor entre los tratados con placebo. En el grupo de
amiodarona, el hecho de presentar valores de r,,, por encima de 12.33 ms se asocia con una
probabilidad de supervivencia significativamente més alta (p =0.009).

s: La variable s, que mide la pendiente parabélica de la relacién QT /RR, también fue capaz de
hacer una estratificacién de riesgo entre los pacientes que recibieron tratamiento con amiodarona,
siendo su significacion p =0.004. En este grupo, los pacientes con pendientes s més acusadas
tienen un mejor prondstico de supervivencia. Por el contrario, en el grupo de placebo, aunque
los resultados no alcanzan significacién estadistica, ocurre que los pacientes con mayores valores
de pendiente s son los que tienen un riesgo mas alto de sufrir muerte arritmica. Los resultados
se muestran en la figura 4.9.

QT.: El analisis de supervivencia evaluado para el QT corregido medio, QT., arroja los resultados
que se muestran en la figura 4.10. Aunque la significacién de los resultados es sélo moderada
(p =0.078 en placebo y p =0.104 en amiodarona), puede observarse que la direccién en la
que apuntan es la siguiente: los pacientes que presentan intervalos QT, por encima de 432 ms
(mediana calculada sobre la poblacién total), tienen una menor probabilidad de supervivencia
frente a los que presentan Q7. < 432 ms, si el tratamiento recibido es placebo. Sin embargo,
en el caso de pacientes tratados con amiodarona, la condicién QT, > 432 ms se asocia con un
menor riesgo de arritmogénesis y, en consecuencia, puede interpretarse como una manifestacién
de la eficacia del farmaco.

4.5.2.3 Andlisis multivariado

En la tabla 4.6 se muestran los resultados del anélisis de regresiéon de Cox multivariado evaluado
sobre el grupo de amiodarona. Se observa que valores reducidos del residuo de la regresién
(rope <12.33), pendientes parabdlicas pocos acusadas (s <0.51) y ausencia de tratamiento con
beta-bloqueantes resultan ser los tnicos predictores independientes de mortalidad arritmica en
pacientes tratados con amiodarona.

En el grupo de placebo no se tienen predictores significativos de muerte arritmica seguin el
andlisis multivariado.
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Figura 4.8: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arritmica. La curva en
color verde se obtiene para r,,, > 12.33 ms y la de color azul para r,,, < 12.33 ms.
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Figura 4.9: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arritmica. La curva en
color verde se obtiene para s > 0.51 ms y la de color azul para s < 0.51 ms.

4.6 Discusion

4.6.1 Interpretacion de resultados y relacion con estudios previos

Tiempo y perfil de la adaptacién Q7T /RR En este estudio se han encontrado patrones
muy diferentes de adaptacion del intervalo Q1" a cambios en el ritmo cardiaco, asi como también
tiempos de adaptaciéon muy dispares. Cuando el proceso de adaptacién se investiga sobre episo-
dios en los que el ritmo cardiaco presenta cambios muy notables, la dependencia del intervalo
QT respecto de intervalos RR previos es evidente. En periodos donde el ritmo tiene cambios muy
poco marcados, la estimacién de la histéresis en la relacién QT'/RR puede estar potencialmente
sesgada por la falta de precisién en las medidas electrocardiograficas. Los resultados obtenidos
en esta tesis sugieren el andlisis de la histéresis en situaciones donde el RR sufre alteraciones
provocadas de forma controlada.

Las principales conclusiones de nuestro trabajo coinciden con observaciones previas obtenidas
en [74], donde se analizan registros en los que el ritmo cardiaco se marcapasea, pasando de forma
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Figura 4.10: Curvas de probabilidad de eventos de Kaplan-Meier en los grupos de placebo (a)
y amiodarona (b), respectivamente. El evento considerado es la muerte arritmica. La curva en
color verde se obtiene para QT, > 432 ms y la de color azul para Q7. < 432 ms.

Cuadro 4.6: Valor prondéstico independiente de las variables que quedan en el modelo en el ultimo
paso de la regresion logistica llevada a cabo en el grupo de amiodarona tomando como variable
dependiente la muerte arritmica.

Factor p-valor
Topt 0.042
QT, 0.441
5 0.023
LVEF 0.660
edad 0.269
Sexo 0.602
beta-bloqueantes | 0.044
SRR 0.976

abrupta de un estado (con un cierto nivel del ritmo) a otro (con nivel distinto del ritmo). En
tal estudio, Lau et al. encontraron que el intervalo QT se adaptaba a un cambio repentino
y sostenido en el ritmo cardiaco en dos fases claramente diferenciadas. La fase inicial de la
adaptacién cubria un 50 % del cambio total inducido en el QT y se completaba en menos de
1 minuto. En nuestro trabajo, el valor medio de la variable Lg‘o, propuesto para cuantificar el
tiempo requerido por el QT para alcanzar un 50 % de su adaptacién a un cambio brusco en el
RR, es de 55 segundos. La segunda fase de la adaptacién descrita en [74] tardaba varios minutos
en completarse. En nuestro trabajo, el valor medio de Lglo es superior a los 2 minutos. Desde el
punto de vista clinico, los primeros 50 segundos son los mas importantes en la mayoria de los
casos (ya que recogen la mayor parte de la dependencia del QT con el RR) y, asi, con el estudio
de la fase primaria de la adaptacién podra determinarse si existen o no heterogeneidades en la
repolarizacion cardiaca.

La observacién de que tanto la duracién como el perfil de la histéresis QT'/RR son muy
heterogéneos, esto es, dependen en gran medida del paciente que se esté examinando, no se
habia descrito hasta la fecha en ningun trabajo del que se tenga conocimiento. No obstante, los
resultados de este estudio son consistentes con las conclusiones que se derivan de [104], donde
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se demuestra que, en situaciones estacionarias y, por tanto, libres de histéresis, las expresiones
de la relacién QT'/RR muestran una elevada variabilidad entre sujetos a la vez que una alta
estabilidad para distintos registros de un mismo sujeto.

El analisis de la relaciéon Q7'/ RR teniendo en cuenta la influencia de intervalos RR previos ha
sido considerado en diversos trabajos con propdsitos diferentes. En [49], Porta et al. propusieron
un modelo para cuantificar la dependencia de la duracién de la repolarizacién ventricular (en su
caso, el intervalo RT') respecto del ritmo cardiaco y otros factores inconmensurables. Almeida et
al. [48] extendieron el andlisis al intervalo QT', en sustitucién del intervalo RT', y comprobaron
que existe una cierta proporcién de la variabilidad total del QT que no esté relacionada con el
RR. Ambos trabajos, [48,49], estdn, sin embargo, restringidos a condiciones estables en las que
no hay grandes cambios en el ritmo cardiaco. Tales metodologias no son de aplicacién en nuestro
estudio, pues el propdsito es investigar la dependencia del intervalo QT en relacién a ciclos car-
diacos previos sobre registros ambulatorios de 24 horas y también focalizando el andlisis sobre
segmentos de tales registros en los que ocurren alteraciones bruscas del ritmo. Otra aproxima-
ci6én distinta al estudio de la relacién entre el QT y el RR se propuso en [130]. En ese trabajo,
Badilini et al. proporcionaron un método para seleccionar ciclos cardiacos que estan precedidos
por un periodo de ritmo cardiaco estable y, sobre tales segmentos libres de histéresis, desarrolla-
ron un promediado selectivo de latidos para analizar la relaciéon QT'/RR, separadamente para
distintos periodos circadianos. Méas alla de considerar sélo episodios estables, en nuestro estudio
se demuestra que la falta de respuesta inmediata del QT en episodios de ritmo inestable es de
importancia considerable. Entre otras contribuciones al analisis de la relacién entre los intervalos
QT y RR, cabe destacar las siguientes. En [131] Lande et al. demostraron que la expresién de
la dependencia del QT respecto del RR es diferente cuando se analizan sélo segmentos libres
de histéresis que cuando no se realiza ningin tipo de seleccién de latidos. Kligfield et al. [132]
estudiaron la relacién entre el QT y el ritmo cardiaco en pruebas de ejercicio fisico y, para evitar
tener que considerar el fenémeno de histéresis presente en ese tipo de registros, analizaron sélo
las medidas obtenidas al final de cada una de las etapas del ejercicio. Finalmente, en varios
trabajos propuestos en la literatura, entre los que se incluye el realizado por Karjalainen et al.
[34], se investiga la relacién intervalo QT-ritmo cardiaco sobre registros electrocardiograficos de
reposo correspondientes a distintos niveles de ritmo.

Implicaciones para la correcciéon del intervalo Q7 En este estudio se han confirmado
observaciones previas [104] que sefialan que la relacién QT'/RR es especifica de cada individuo.
En particular, se consideran en nuestro trabajo diez modelos de regresién para expresar la
relacién QT'/RR y se comprueba que pacientes distintos tienen formas de dependencia distintas.
Ademids, para cada uno de los modelos de regresién, se observa que los coeficientes del modelo,
determinados de manera 6ptima para cada registro, varian muy sustancialmente de un paciente
a otro. Estos resultados deben tenerse en cuenta a la hora de corregir el intervalo QT por los
efectos del ritmo cardiaco.

Ademsds, a menos que la evaluacién se realice sélo sobre segmentos seleccionados con ritmo
cardiaco estable, es necesario también, al corregir el intervalo QT', tener presente la dependencia
con respecto a intervalos RR previos, que, a su vez, es especifica de cada individuo. En este
estudio se propone una férmula de correccién basada en el patrén [QT, RR| derivado de manera
individualizada para cada registro. Cualquier aproximacion general que se utilice para corregir el
QT puede sobreestimar o subestimar la verdadera relacién individual QT'/RR y llevar a valores

imprecisos de QT..

Efecto de la amiodarona sobre la relacién Q7 /RR y relacién con la muerte arritmica
En el presente capitulo se han proporcionado también nuevos descriptores de la histéresis en la
adaptacién del QT al RR asi como de la funcién que relaciona cada medida de QT con la
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correspondiente medida de RR promedio, RR. Los resultados de nuestro estudio sugieren que
la amiodarona no sélo prolonga el intervalo Q7' sino que modifica completamente la relacién
QT /RR en pacientes que previamente superaron un infarto agudo de miocardio. Mas aun, se
comprueba que el efecto de la amiodarona sobre la repolarizacién ventricular en pacientes que
sufrieron muerte arritmica durante la terapia es sustancialmente distinto al del resto de pacientes.
Estas conclusiones se fundamentan en los resultados que se discuten a continuacién.

Grupo de placebo: en este grupo se observan intervalos Q7. significativamente méas prolongados
entre las victimas de muerte arritmica, corroborando los resultados descritos por Schwartz et
al. en [56]. Asimismo, también en concordancia con trabajos previos [133], se aprecia que las
victimas presentan pendientes en la relacién parabdlica QT'/RR considerablemente mas acusadas
que los demds pacientes. Aparte de la confirmacién de tales diferencias, no se encuentran otros
resultados de importancia resenable. Esto contrasta con la serie de hallazgos que se obtienen en
el grupo de amiodarona, tal como pasa a describirse.

Grupo de amiodarona: la observacion de que los pacientes que sobrevivieron a la muerte arrit-
mica durante el tratamiento con amiodarona presentan intervalos Q7' corregidos mas largos es
consistente con el conocido efecto de la amiodarona de prolongar el QT. [134]. Sin embargo, el
hecho de que las victimas de muerte arritmica tengan intervalos Q7, més cortos es, en cierto
modo, llamativo. La prolongacién del intervalo Q7. por causa de la amiodarona se ha observado
repetidamente en situaciones muy diversas, pero su valor como marcador de la eficacia del far-
maco es controvertido [135,136,137,138]. Los resultados de nuestro estudio sobre una poblacién
homogénea muy numerosa de pacientes post-infarto de miocardio indican que la ausencia de
prolongacién del QT corregido durante el tratamiento con amiodarona es una clara manifes-
tacién de la ineficacia del farmaco. A este respecto cabe sefialar que una correccién imprecisa
del intervalo QT por los efectos del ritmo cardiaco puede llevar a observaciones artificiales de
cambios en el QT inducidos por farmacos antiarritmicos. Como la amiodarona ralentiza el ritmo
cardiaco, algunas férmulas incorrectas para el calculo de QT, utilizadas en estudios previos pue-
de haber ocasionado resultados erréneos. Este problema queda descartado en nuestro estudio al
haber utilizado férmulas individualizadas para la correccion.

Otro aspecto de la relaciéon QT'/RR cuyo estudio ha generado observaciones interesantes es el
de la pendiente s del modelo de regresién parabdlico utilizado para relacionar los intervalos QT
y RR, siendo RR un promediado de varios intervalos RR a través del cual se considera el efecto
de histéresis. De acuerdo con los resultados obtenidos, se aprecia que, entre los supervivientes,
las pendientes s son méas pronunciadas para los pacientes tratados con amiodarona que para los
tratados con placebo. Por otra parte, las victimas de muerte arritmica en el grupo de amiodarona
tienen valores de pendiente s menores que los del resto de pacientes. Aunque tradicionalmente
las pendientes acusadas se han asociado a un mayor riesgo arritmico [133] y a un incremento del
tono simpdtico [139], esta caracteristica es diferente cuando interviene la amiodarona.

Un tercer aspecto que refleja el impacto de la terapia con amiodarona sobre la relacién
QT /RR es el que se refiere al residuo de la regresion, r,,., cuando ésta se calcula de manera
6ptima tal como se ha propuesto en nuestro estudio. Se comprueba que los pacientes que recibie-
ron amiodarona y sobrevivieron a la muerte arritmica durante el seguimiento presentan valores
de r,, sustancialmente mas altos que todos los pacientes tratados con placebo y las victimas
tratadas con amiodarona. Ademads, en un andlisis multivariado en el que se incluyen tanto va-
riables clinicas como descriptores derivados del andlisis de QT y RR, este marcador r,,, resulta
decisivo a la hora de estratificar pacientes segun el riesgo de sufrir muerte arritmica, siendo los
valores elevados de 7, indicativos de un mejor pronéstico. Nuestros resultados apuntan que, en
aquellos individuos en los que la amiodarona es efectiva, este farmaco actia desenmascarando
otras modulaciones sobre el QT independientes del ritmo cardiaco, lo que provoca relaciones
QT /RR méas complejas y, en consecuencia, valores de r,,, mayores.

Finalmente, se ha estudiado también en este capitulo la informacién que aporta la variabi-
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lidad de la frecuencia cardiaca (HRV), cuantificada a través del indice sgr. La HRV refleja la
influencia de las modulaciones simpatico-vagales sobre el nodo sinoauricular, pero no proporcio-
na informacién sobre los efectos autonémicos a nivel de los ventriculos. El marcador sgzg parece,
por tanto, menos apropiado para evaluar la eficacia de una sustancia, como la amiodarona, que
afecta basicamente a la repolarizacién del miocardio ventricular. Asi, no resulta sorprendente
que sgr medido un mes después del inicio del tratamiento no resulte capaz de predecir la eficacia
de la amiodarona, aunque el mismo marcador evaluado sobre la poblacién total de estudio antes
de comenzar el tratamiento fuera capaz de identificar pacientes con riesgo arritmico elevado [140]
que, en principio, podrian beneficiarse de la terapia con el firmaco. No obstante, enlazando los
resultados de nuestro estudio con los de [140], puede sugerirse el desarrollo de una estrategia en
la cual se usaria primero la HRV para identificar pacientes con riesgo arritmico y posteriormente,
después de haberse iniciado ya el tratamiento con amiodarona (u otros antiarritmicos de clase
III), se investigaran los cambios en la relacién QT'/RR para seleccionar aquellos pacientes que,
aunque con riesgo arritmico alto, no se estén beneficiando de la terapia.

4.6.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

La medicién del intervalo QT es problemdtica y mas aun en el caso de registros Holter, co-
mo los que hemos analizado en este estudio. No obstante, tales dificultades en la medicién son
aplicables tanto a los registros de los supervivientes como de las victimas de muerte arritmica,
por lo que las imprecisiones en la determinacién del intervalo QT no tienen por qué modificar
las diferencias observadas entre ambos grupos. Ademds, en nuestro trabajo no se aceptan di-
rectamente las medidas proporcionadas por el electrocardiégrafo, sino que se lleva a cabo un
proceso de verificacion en el que se detectan errores considerables en la delineacién y se corrigen
manualmente.

En la aproximacién inicial descrita en la Seccién 4.3.1, en la que se utilizan promediados del
RR con una forma fija de ventana, se considera un tinico modelo de regresién, que es el modelo
lineal. Esta eleccion arbitraria podria haber sesgado los restantes pasos de la metodologia. Sin
embargo, consideramos un subgrupo de 200 pacientes y repetimos la primera parte del anélisis
(correspondiente a la Seccién 4.3.1) utilizando los diez modelos de regresién (3.3) a (3.12).
Comprobamos que la eleccién de N = 300 y la utilizacién del promediado P~ frente a P* para
el andlisis posterior siguen siendo también validos.

En este capitulo se han empleado diez modelos de regresién biparamétricos distintos para
ajustar los pares de datos [zgr(n),yqr(n)], n = 0,..., Ny — 1, donde Ny representa la lon-
gitud del registro analizado. Los diez modelos se eligen para cubrir un espectro de patrones
QT/RR fisiolégicamente plausibles. Podrian haberse utilizado, ademds, otros modelos de re-
gresién dependientes de méas pardmetros. Sin embargo, en tal caso, seria necesario hacer otras
consideraciones, ya que los modelos multiparamétricos pueden verse facilmente influenciados por
medidas espureas contenidas en los datos que tratan de ajustarse.

El andlisis desarrollado en nuestro estudio considera la influencia que sobre el intervalo QT
tiene un conjunto de intervalos RR previos. Sin embargo, tal como se expuso en la Seccién
2.2, existen otros factores ademads del ritmo cardiaco que también afectan a las variaciones del
intervalo QT [48,49]. Nuestro estudio podria extenderse, generalizando el modelo propuesto, de
modo que cada medida de QT estuviera relacionada con una historia de intervalos RR anteriores
asi como con otras fuentes independientes del ritmo cardiaco.

Idealmente, la evaluacién completa de los efectos de la terapia con amiodarona deberia basar-
se en el andlisis de dos registros por paciente: un registro grabado antes de empezar el tratamiento
y otro, una vez ya iniciada la terapia. Los registros previos al suministro de amiodarona o place-
bo se recogieron en la base de datos EMIAT, pero no estaban disponibles para nuestro estudio.
No obstante, como la asignacién de uno u otro tratamiento se realizé de forma aleatorizada, no
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cabria esperar diferencias sustanciales en los registros grabados antes del suministro de placebo
o amidarona. Ademds, las diferencias entre los dos grupos evaluadas a partir de los registros
post-tratamiento son estadisticamente muy significativas, por lo que en ningin caso podrian
atribuirse a diferencias ya presentes en los registros pre-tratamiento.

En la misma linea de lo que se ha comentado en el parrafo anterior, debe hacerse notar que,
al no disponer de los registros pre-tratamiento para cada paciente de la poblacién de estudio,
cuando se llevan a cabo el anélisis de supervivencia de Kaplan-Meier y el analisis multivariado de
Cox, se considera la dicotomizacién de cada uno de los indices examinados. En nuestro estudio
se utiliza para ello el valor de mediana del indice. Esta no hubiera sido la aproximacion utilizada
si se hubiera dispuesto de los registros grabados antes de iniciar el tratamiento, ya que, como se
ha puesto de manifiesto a lo largo del capitulo, la relacién QT'/RR es especifica de cada sujeto,
por lo que hubiera sido més apropiado considerar un porcentaje del valor basal (esto es, pre-
tratamiento) para caracterizar la presencia o ausencia de cambios atribuibles a la terapia. Para
nuestro estudio esto no es posible, por lo que hemos tenido que considerar el grupo de placebo
como la referencia basal. Interpretando los resultados que se presentan en la tabla 4.5 de acuerdo
con estas mismas consideraciones, puede afirmarse que, en pacientes tratados con amiodarona,
la ausencia de cambios respecto al nivel basal es un indicador de muerte arritmica, mientras que
un aumento de alrededor del 50 % en el indice 7,,, y de un 10 % en el QT corregido medio, QT.,
son predictivos de la eficacia del tratamiento.

Por 1ltimo, el estudio se ha llevado a cabo sobre registros de una poblacién muy numerosa.
Sin embargo, el nimero de victimas de muerte arritmica, que es el suceso considerado en nues-
tro trabajo, es relativamente pequenio. Esto supone ciertas limitaciones en las comparaciones
estadisticas.



Capitulo 5

Analisis tiempo-variante de la
relacion QT /RR

5.1 Introduccion

En los Capitulos 3 y 4 se ha considerado la estimacién de la relacién QT /RR asumiendo que
dicha relacién es invariante en el tiempo durante el cual se lleva a cabo el registro del electro-
cardiograma que desea analizarse. Sin embargo, existen muchas situaciones en las que la forma
de dependencia del intervalo QT respecto del intervalo RR puede variar de un instante a otro
dentro de un mismo registro. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se analizan ECGs en los que el
ritmo cardiaco sufre repentinamente alteraciones fuera de los rangos que pueden considerarse
normales, ya sean estas alteraciones provocadas o espontineas. En tales casos, la asuncién de
invarianza temporal del sistema que relaciona los intervalos QT y RR puede llevar a estimacio-
nes erréneas cuya interpretacion resulta altamente cuestionable. En este capitulo desarrollamos
una metodologia que permite analizar dindmicamente la dependencia del QT respecto del RR,
siguiendo las variaciones de éstos latido a latido. Con ello es posible detectar heterogeneidades
de la repolarizacién aun si éstas ocurren sélo en momentos puntuales del registro. El sistema
considerado para modelar la relaciéon QT'/RR es una generalizacién del propuesto en el Capitulo
3, con la propiedad de que ahora se considera que cada uno de los subsistemas que componen
el sistema total puede ser variante en el tiempo. La identificaciéon de tal sistema a partir de
las series de intervalos QT y RR se lleva a cabo estimando simultdaneamente todos sus para-
metros, de modo que las variaciones temporales de cada uno de ellos pueden ser tenidas en
cuenta en estimaciones futuras de los restantes parametros. La metodologia propuesta se ha
evaluado utilizando datos simulados, a partir de los cuales es posible cuantificar la precisién de
las estimaciones derivadas. Los resultados obtenidos se presentan en este capitulo junto con las
indicaciones acerca de cémo puede aplicarse esta metodologia para el estudio de series de QT y
RR extraidas de registros reales. En el Capitulo 6 se procede a la aplicacién sobre registros ECG
que contienen cambios subitos del ritmo cardiaco. El objetivo es elucidar cémo es la adaptacién
del intervalo QT a los cambios en el RR en cada uno de tales periodos.

5.2 Formulacion en términos matematicos

Al igual que ya hicimos en el Capitulo 3 cuando desarrollamos el andlisis tiempo-invariante de
la relacién QT'/RR, también ahora consideramos que cada medida de QT estd afectada por una
historia de intervalos RR y modelamos tal dependencia a través de un promediado ponderado
de dichos intervalos, que denotamos por RR. La diferencia estriba en que ahora, en el anslisis
tiempo-variante de la relacién QT'/RR, permitimos que la ponderacién pueda ser distinta para
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instantes temporales distintos. Ademads, consideramos que también la funcién que relaciona cada
intervalo QT con su correspondiente medida de RR puede variar en el tiempo y aproximamos
dicha funcién, en un entorno de cada punto, por su desarrollo en serie de Taylor de hasta un cierto
grado P finito. De esta forma, el sistema que proponemos es tal como se muestra en la figura
(5.1) y nuestro objetivo reside en la identificacién de dicho sistema a partir del conocimiento
que se tiene solo de las senales de entrada y salida.

v(n)

2en() | ) [P o (L am) é yar (n)

Figura 5.1: Diagrama de bloques del sistema utilizado para modelar la relacién QT'/RR, com-
puesto de un filtro FIR variante en el tiempo, con respuesta impulsional h(n), seguido de una
funcién no lineal tiempo-variante parametrizada a través del vector a(n). La salida del sistema
estd contaminada con ruido blanco aditivo v(n).

Las mismas notaciones zzg(n) e yqr(n), n =0, ..., Ny —1, utilizadas en el Capitulo 3 sirven
ahora para denotar las series de intervalos RR y QT interpoladas con frecuencia de muestreo
de 1 Hz. El indice n indica tiempo discreto y Ny es la duracién total del registro expresada en
muestras (que, en este caso, coincide con segundos).

El primero de los dos bloques que componen el sistema global es un filtro FIR de orden N
variante en el tiempo cuya respuesta impulsional estd dada por

h(n) = [ho(n) hi(n) ... hy_1(n)]" e RV*L. (5.1)
La salida de este primer subsistema la denotamos por
zrr(n) = h' (n)xgr(n), (5.2)

donde xgr(n) es el vector que contiene los N intervalos RR que preceden al intervalo QT medido
en el instante n:

Xpr(n) = [zre(n) zre(n—1) ... zga(n— N+ 1)]T . (5.3)

El orden N del filtro se define a priori considerando las caracteristicas de las sefiales de entrada
y salida que se analizan. En el caso que nos ocupa, se vio en el Capitulo 4 que, aunque el
tiempo de influencia del RR sobre el Q1 puede prolongarse hasta varios minutos, el grado de
dependencia decae muy significativamente cuando se consideran intervalos RR maés alla de los
40-50 inmediatamente anteriores. En consecuencia, consideramos que para modelar la relacién
QT /RR un orden del subsistema lineal N=>50 resulta apropiado.

El segundo de los bloques del sistema global que desea identificarse es una funcién no lineal
sin memoria que puede variar en el tiempo. Consideramos que dicha funcién estd representada a
través de su desarrollo en serie de Taylor de orden P, P > 0, parametrizado a través del vector
a(n). Denotamos:

p
9 (zrr(n),a(n)) = > ar(n)zhz(n), (5.4)

k=0
a(n) = [ao(n) ... ap(n)]” e RE+DXL, (5.5)

Debe notarse que la funcién no lineal g(., a(n)) se considera inicialmente definida en un entorno
de un cierto punto zy en el que puede garantizarse que dicha funcién es de clase CP) esto es,
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existen todas sus derivadas de orden menor o igual que P y dichas derivadas son continuas. El
desarrollo de Taylor inicial en torno a zg, esto es,

p
> bi(n) (zrm(n) — 20)" , |zw(n) — 20| < €0, (5.6)
k=0

para ciertos coeficientes bi(n) y cierto ¢y > 0, se reescribe posteriormente como una serie de
potencias centradas en 0 tal como se expresa en la ecuacién (5.4). El punto central zg ha quedado
integrado en los coeficientes ax(n) de este otro desarrollo. En cuanto al orden P del subsistema,
se consideran en este capitulo valores de P menores o iguales que 2. La justificacién de esta
eleccion se basa en el hecho de que se permite que los coeficientes del polinomio de Taylor varien
con el tiempo n. En consecuencia, la funcién no lineal del segundo subsistema toma expresiones
distintas en pequenos entornos alrededor de cada zgg(n), n =0, ..., Ny — 1, por lo que basta
con desarrollos cuadraticos para modelar la relacion QT/m en cada uno de tales entornos.

Al igual que se puso de manifiesto en el Capitulo 3 cuando se llevé a cabo el anélisis tiempo-
invariante de la relacién Q7T'/RR, debe también ahora senalarse que la identificacién del sistema
propuesto sélo puede realizarse hasta un cierto factor de escala. Para ilustrar esto, consideramos
que cada uno de los pesos h;(n), n =0, ..., N — 1, del filtro lineal se multiplica por un cierto
factor n (esto es, los nuevos pesos pasan a ser nh;(n), i =0, ..., N —1) y, a la vez, cada uno de
los coeficientes ag(n), k =0, ..., P, del desarrollo polinémico de la funcién g se multiplica por
n~k (esto es, los nuevos coeficientes pasan a ser n_kak(n), k=0,..., P). Puede comprobarse
de manera inmediata que la salida del sistema definido por estos nuevos parametros es la misma
que la que se tenia para el sistema representado por los vectores h(n) y a(n). Una forma de
garantizar unicidad en la definicién de cada uno de los dos subsistemas es imponiendo una
restriccién sobre la respuesta impulsional h(n) del filtro lineal tal como que la suma de todas
sus componentes sea 1, es decir, h’(n)1 =1, paran =0, ..., Ny — 1, donde 1 denota el vector
columna de unos de longitud N.

Ademsds de la condicién anterior, desean imponerse otras restricciones adicionales que permi-
tan llevar a cabo interpretaciones adecuadas, desde el punto de vista fisiolégico, de los parametros
del sistema. Asi, se considera que todos los pesos del filtro lineal deben ser positivos, de forma
que puede proporcionarse una medida de la influencia relativa que sobre el intervalo QT ejercen
cada uno de los intervalos RR que le preceden.

Teniendo en cuenta todas las condiciones que se han descrito, podemos hacer una caracte-
rizacién acerca de lo que representan cada uno de los bloques que definen el sistema propuesto
en este estudio. El filtro lineal, especificado a través de h(n), define la forma de dependencia
de yqr(n) con respecto a la historia xzg(n) de intervalos RR previos, de modo que la salida
zgr(n) puede verse como una medida promedio de RR con los pesos en la ponderacién definidos
especificamente en cada instante n. Por otra parte, la funcién no lineal g, parametrizada en cada
instante n a través del vector a(n), representa localmente la correspondencia que existe entre
los intervalos QT y RR.

Por ultimo, se considera que la salida yqr(n) del sistema global puede estar afectada por ruido
blanco aditivo v(n) incorrelado con la sefial de entrada xgg(n). El ruido v(n) puede contener
errores generados en la determinacién del intervalo QT asi como errores de modelado derivados
de la consideracién de un sistema como el propuesto en este estudio. Incluyendo este vector de
ruido, la salida del sistema completo queda expresada mediante

yar(n) = 9(zrr(n), a(n)) + v(n). (5.7)
Si recogemos en un tnico vector 8(n) todos los pardmetros del sistema que desean identificarse

(6(n) expresado en funcién de a(n) y h(n)) y denotamos por f a la funcién que calcula la salida
a partir de los vectores de entrada xgg(n) y de pardmetros 8(n), puede escribirse

Yar(n) = f (Xzr(n),8(n)) +v(n). (5-8)
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5.3 Problema inverso no-estacionario

5.3.1 Definicion

Tal como ha quedado establecido en la seccién anterior, el objetivo ultimo que nos proponemos
en este capitulo es deducir los valores que toman los vectores de pardmetros h(n) y a(n) en
cada instante n (o, equivalentemente, el vector de pardmetros tnico 6(n)) sélo a partir del
conocimiento que se tiene de las sefiales de entrada, zzr(n), y de salida, yqr(n), del sistema
global. Se trata, pues, de resolver el problema inverso planteado en la ecuacién (5.8), en el que
se dispone de un modelo matemadtico que relaciona los datos observados (en nuestro caso, las
series xrgr(n) € yqr(n)) con el vector de pardmetros a estimar (en nuestro caso, 8(n)). En los
Capitulos 3 y 4 se plante6 también la resolucién de un problema inverso, pero los casos alli
tratados correspondian siempre a entornos estacionarios, ya que se asumia que la cantidad de
interés no tenia dependencia temporal sino que el mismo vector @ servia para relacionar zzg(n)
e yor(n) cualquiera que fuera el instante n. Por contra, en este capitulo consideramos que el
vector de pardmetros a estimar puede ser variante en el tiempo, es decir, 8(n) puede tomar
valores distintos para cada n = 0, ..., Nt — 1. En consecuencia, el problema planteado es un
problema inverso no estacionario.

5.3.2 Condicion de ‘ill-posed’

Los problemas inversos suelen presentar la propiedad de ser ‘ill-posed’, lo que implica que un
cambio muy pequeno en los datos observados puede modificar de manera muy importante la
solucién del problema. En el caso de problemas inversos no estacionarios esta inestabilidad
es todavia mas notable que en el caso de los problemas estacionarios, ya que cada vector de
pardmetros 6(n) se estima sélo a partir de una observacién yqr(n) a la salida del sistema (ver
ecuacion (5.8)). En consecuencia, se hace imprescindible introducir procedimientos adicionales
que eviten que las soluciones de cada uno de los problemas planteados (uno para cada instante
n) fluctiien excesivamente ante la presencia de pequenias perturbaciones de ruido.

5.3.3 Aproximaciones para la resolucion del problema inverso no-estacionario

Para superar la limitacion asociada a los problemas inversos no estacionarios referida a su condi-
cién de ‘ill-posed’, se considera lo que se conoce como reqularizacion del problema. Esta consiste
en la sustitucién del problema inverso original por otro nuevo problema, que es como el anterior
pero al cual se le anaden ademas un conjunto de relaciones extra entre los pardmetros que de-
sean estimarse. El objetivo que se persigue es que, al anadir estas otras relaciones, la solucién
del problema inverso que pasa a resolverse se muestre mucho menos sensible a perturbaciones de
ruido. En el caso de los problemas no estacionarios, a esta forma de regularizacién la llamamos
reqularizacion espacial, para distinguirla de la regularizacion temporal que se describird més
adelante.

El procedimiento utilizado para incorporar informacion a priori de los parametros que desean
calcularse depende esencialmente del método de estimacién utilizado para resolver el problema.
La forma natural de resolver un problema inverso no estacionario como el planteado en esta tesis
es formulando una representacién estado-espacio del sistema que queremos identificar [141]. Se
denomina estado del sistema a cualquier conjunto de datos suficiente para describir el compor-
tamiento de éste. En el caso que nos ocupa, el vector de pardmetros 6(n) puede entenderse como
estado del sistema siempre que a partir de él puedan posteriormente deducirse los correspon-
dientes vectores h(n) y a(n). La representacién estado-espacio queda determinada a través de
dos ecuaciones o modelos. Por una parte, la ecuacion de medida, que describe cémo se relacionan
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las observaciones a la salida del sistema con el estado de éste. En nuestro caso, esta ecuacion
estd definida segin la expresién (5.8). Por otra parte, la ecuacién de proceso, que describe la
evolucién temporal del vector de estado. La forma habitual de definir la ecuacién de proceso es
utilizando una expresién recursiva determinista a la que se anade un cierto ruido aditivo. Mas
aun, para simplificar el tratamiento suele asumirse que la ecuacién es lineal de la forma siguiente:

O(n+1)=Fg(n)O(n)+w(n), (5.9)

donde Fg(n) es una matriz en RM*M siendo M la longitud del vector de estado, denominada,

matriz de transicion en el instante n, y w(n) es un ruido de media 0 denominado ruido de
proceso.

La resolucién del problema estado-espacio definido por las ecuaciones (5.8) y (5.9) puede
llevarse a cabo utilizando métodos deterministas o Bayesianos. No obstante, al igual que ya se
expuso en el Capitulo 3 para el entorno estacionario, las estimaciones obtenidas en uno y otro
caso coinciden bajo ciertas asunciones sobre el modelo. En cualquier caso, el propdsito es siempre
estimar, de manera éptima de acuerdo con un criterio preestablecido, el estado del sistema 60(n)
a partir del conocimiento de la senal de entrada y de un conjunto de observaciones a la salida
{yqr(1), ..., yor(n)}. El proceso de estimacién se denomina prediccion si n' < n, filtrado si
n'=n y suavizado si n’ > n. En el caso que nos ocupa, se trata de un problema de filtrado, ya
que el estado @(n) se estima basdndose en las muestras de la serie de intervalos QT calculadas
hasta el instante n presente (incluido éste), tal como puede deducirse de la ecuacién (5.8).

En el caso particular de que las ecuaciones estado-espacio sean lineales y todos los procesos
aleatorios que intervienen en ellas sean gaussianos, la solucién éptima, en el sentido de menor
error cuadratico medio (MMSE), viene dada por el filtro de Kalman (KF). Este proporciona
ecuaciones recursivas de la evolucién de la media y la covarianza en la estimacién del estado
6(n) del sistema. Para distribuciones no gaussianas, lo que puede asegurarse es que el filtro de
Kalman es el estimador LMMSE, esto es, 6ptimo entre los estimadores que son funcion lineal de
las observaciones.

En el caso de que el modelo estado-espacio sea no lineal, no puede darse, en general, la solu-
cién 6ptima en forma recursiva. Existen aproximaciones subdptimas, como el filtro de Kalman
extendido (EKF) o el filtro de Kalman ‘unscented’ (UKF), que se describirdn en las Secciones
(5.5.2) y (5.5.3). Mientras que el primero de estos filtros, EKF, se basa en considerar aproxima-
ciones de Taylor de primer orden de las funciones no lineales que intervienen en la formulacién
estado-espacio, el segundo de los filtros, UKF, aproxima las distribuciones de probabilidad del
modelo mediante gaussianas. Recientemente se ha propuesto en la literatura una nueva técnica
para la resolucién de la estimacién de estado. Esta técnica se conoce como filtros de particulas
(PF) [142] y en ella la estimacién se realiza utilizando métodos de Monte Carlo, que abordan
el problema en su formulacién inicial sin necesidad de realizar asunciones de linealidad o gaus-
sianidad. La tnica limitacién asociada a esta técnica es su elevado coste computacional, por lo
que su aplicacién queda restringida a problemas en los que la dimensién del vector de estado sea
pequena. En nuestro caso, dado que queremos evaluar la dependencia del intervalo QT respecto
de una cantidad N de intervalos RR previos, donde a N se le da valor 50, el niimero de variables
que deben estimarse resulta excesivamente grande, por lo que los métodos de Monte Carlo no
se consideran en esta tesis.

Los filtros de tipo Kalman (KF, EKF, UKF) que consideramos en este capitulo para resolver
problemas inversos no estacionarios proporcionan regularizacion temporal, esto es, incorporan en
la estimacién informacién acerca de la dependencia temporal del vector de estado 8(n). Esto se
verd con mas detalle en la Seccién 5.4.2. Ademads de la regularizacién temporal, se hace necesario
introducir una regularizacion espacial para estabilizar el problema inverso, tal como ha quedado
justificado al inicio de esta seccién. La forma que hemos adoptado para introducir la regulari-
zacién es la que se propone en [143], que es la extensién tiempo-variante de la regularizacion de
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Tikhonov descrita en 3.4.7. La definicién del funcional de regularizacién empleado, asi como los
restantes detalles del procedimiento, se dan en las Secciones 5.6.3 y 5.7.2.

5.4 Teoria de la estimacion. Métodos estado-espacio lineales

5.4.1 Modelo estado-espacio lineal

En esta seccién tratamos con sistemas variantes en el tiempo para los cuales el proceso de
observacién a la salida, ygr(n), n = 0, ..., Ny — 1, se genera a partir de un modelo estado-
espacio lineal.

En particular, la ecuacion de proceso, que describe cémo evoluciona el estado del sistema a
lo largo del tiempo, es una ecuacién lineal de la forma:

O0(n+1)=Fg(n)@(n)+w(n), n=0,..., Ny —1, (5.10)

donde 8(n) € RM*! denota el estado del sistema en el instante n, Fg(n) € RM*M eg la matriz
de transicion y w(n) € RMx1 ge denomina ruido de proceso. Se asume que el proceso aleatorio
vectorial w(n) es un ruido de media 0 y muestras incorreladas (esto es, E{w(n)w’(n')} = 0, si
n # n') y su matriz de covarianza en el instante n se denota por Q(n) (Q(n) = E{w(n)w’(n)}).
Puede observarse a partir de la expresién (5.10) que la evolucién del estado del sistema tiene
una parte determinista, representada por Fg(n)@(n), y una parte aleatoria, representada por
w(n). Asi, pues, el ruido w(n) indica la desviacién en la evolucién del estado respecto del
término determinista y el grado de esta desviacién viene marcado por la matriz de covarianza
Q(n) € RM*M_El estado inicial 8(0) es un vector aleatorio de dimensién M x 1 cuya media
y matriz de covarianza se denotan por p, y Ilj, respectivamente. Se asume que la correlacién
entre el estado inicial 6(0) y el ruido de proceso w(n) es nula.

Por otra parte, la ecuacion de medida, que describe cémo se obtienen las observaciones yqr(n)
a partir del estado del sistema 6(n), es también una ecuacién lineal:

Ygr(n) = Frr(n)O(n) +v(n), n=0,..., Ny — 1, (5.11)

donde Fgr(n) € RY™M es la matriz de observacion en el instante n y v(n) € R se denomina
ruido de medida. Se asume que el proceso aleatorio escalar v(n) es un ruido de media 0 y
muestras incorreladas (E{v(n) v’ (n)} =0, si n # n’) y se denota su varianza en el instante n
por o2(n). Ademés, se asume que los ruidos de proceso w(n) y de medida v(n) son incorrelados
(E{w(n)v(n’)} = 0, Vn,n’), lo cual estd justificado siempre que no haya realimentacién que
haga que la salida obtenida se utilice para volver a estimar el estado del sistema. También se
considera que el estado inicial 8(0) y el ruido de medida v(n) tienen entre si correlacién nula.

Las asunciones sobre w(n), v(n) y 6(0) pueden resumirse como se muestra a continuacién:

w(n) 0
E<| v(n) = 0 |, (5.12)
6(0) Ko
w(n) w(n') T Q1) 0 0
E v(n) v(n') = 0 o2(n)0pnr 0 |, (5.13)
6(0) — po/ \6(0) — pg 0 0 I1,

donde §,,,» denota la funcién delta de Kronecker (8,,,,=1 si n=n’y 8,,,,=0 si n # n').

Cuando se procede a la estimacién del estado del sistema 6(n) a partir de la formulacién
estado-espacio lineal descrita anteriormente, se asume que se conocen las matrices Fg(n), Frr(n),

Q(n), o3(n), po y Mo.



5.4 Teoria de la estimaciéon. Métodos estado-espacio lineales 121

5.4.2 Filtro de Kalman

Una vez formulada la representacion estado-espacio del sistema que trata de identificarse, se
plantea el objetivo de proporcionar una estimacion a(n) del estado del sistema en cada instante
n a partir de un conjunto de observaciones que, para nuestros propoésitos, es {yqr(1), - .., yor(n)}.
Para resolver el problema planteado, utilizaremos el filtro de Kalman, que abreviadamente se
denota por KF.

En lo que sigue, nos centraremos en el caso en que las distribuciones de probabilidad del
sistema son gaussianas, esto es, w(n) ~ N (0, Q(n)), v(n) ~ N (0, 62(n)), 6(0) ~ N (g, o).
Deduciremos las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman, que, para tal caso, proporcionan
estimaciones MMSE 6ptimas del estado del sistema @(n) en cada instante n. Debe hacerse notar
que, en caso de que la asuncién de gaussianidad no fuera cierta, entonces las ecuaciones de KF
que se presentaran siguen siendo validas, pero sélo puede decirse que proporcionan estimaciones
LMMSE 6ptimas. En [141,144] se presentan formas de obtener las ecuaciones de KF basadas en
la utilizacién del proceso de ‘innovaciones’, mientras que el procedimiento que aqui se presenta

se basa en encontrar el estimador MAP que, bajo la asuncién de gaussianidad, coincide con el
estimador MMSE.

Consideramos el modelo estado-espacio definido por las ecuaciones (5.10) y (5.11). Dadas
las observaciones {yqr(1), ..., yqr(n)}, se desea encontrar el estimador 6(n) del estado del sis-
tema en el instante n, @(n), tal que minimice el error cuadréitico medio Bayesiano, esto es,

E {HB(n) - 5(n)|]2 . De acuerdo con la teoria expuesta en la Seccién 3.5.2, sabemos que tal

estimador coincide con la media condicional de 6(n) dadas las observaciones:

0(n) = E{0(n) | yor(1), .., yar(n)} . (5.14)
Denotamos el error cometido en la estimacién por
eo(n) = 0(n) — 6(n) (5.15)

y su matriz de correlacién por Ce,(n) = E {€g(n)€p (n)}. Al vector a(n) obtenido en el instante
n se le denomina estimacion de estado a posteriori y al vector €g(n), error de estimacion a

~—

posteriori. Por otra parte, denotamos por 8 (n) a la estimacidn a priori de 6(n), esto es, a la
prediccién que se realiza para @(n) antes de conocer la observacién actual ygr(n):

0 (n) = E{0(n) | yor(1), ..., yor(n —1)}. (5.16)

El error de estimacion a priori se calcula mediante:
€g-(n) =0(n) — 8 (n) (5.17)

y su matriz de correlacién se denota por Ce, (n) = E {69— (n) eg, (n)} Al intentar deducir las

ecuaciones del filtro de Kalman el propdsito es encontrar una expresion recursiva que permita
obtener la estimacién a posteriori 8(n) como:

O(n) =8 (n)+dg(n), (5.18)
es decir, como la estimacién a priori (n) més un término de correccién dg(n) que incorpora
la informacién que proporciona la muestra actual ygr(n).

Dado que a(n) se calcula a partir de la fdp a posteriori de 8(n), expresamos dicha fdp de la
forma siguiente haciendo uso del Teorema de Bayes:
p(o(n)|yQT(1)7 ~-ayQT(”)) X
p(yQT(n)‘e(n)v Yaor(1), .-, yar(n — 1)) p(@(n), Yar(1), - yor(n — 1)) X
P(ZIJQT(”)‘0(”))P(9(")|HQT(1)7 -5 Yar(n — 1)) : (5.19)
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Debe notarse que para llegar a la ultima expresién de la ecuacién (5.19) se ha empleado que,
como Yqor(n) = Frr(n) 8(n)+v(n) y el ruido v(n) no depende de 8(n) ni de yqr(1), ..., yor(n—
1), entonces p(yqr(n)|0(n), yor(1), ..., yar(n — 1)) = p(yqr(n)|@(n)). Una vez alcanzada la
expresion final de p(0(n)|yQT(1), e yQT(n)) dada en (5.19), puede observarse que las dos fdp’s
que aparecen en dicha expresién son gaussianas, ya que las ecuaciones estado-espacio son lineales
y se ha asumido que los procesos w(n), v(n) y 6(0) tienen distribucién gaussiana. Un sencillo
célculo permite comprobar que:

p(yQT(n)‘O(”)) ~ N(FRR(R)O(")7 012;(”))7 (5.20)

p(O(M)|yar(1), ..., yor(n — 1)) ~ N'(8 (n), Ce,_(n)). (5.21)

En consecuencia,

P(e(”)|?/QT(1)a ---vaT(”)) X

exp {_71%2(") (qr(n) — Frn(n)0(n))* — = (6(n) — ("))Tcil (n)(0(n) - 6 ("))} :

(5.22)

El estimador a(n) es el estimador MMSE de 8(n), pero, como la fdp a posteriori p(O(n)]

Yor(1), ..., yor(n)) es gaussiana, es también el estimador MAP de 6(n). Por tanto, puede es-
cribirse:
6(n) = argmin {07 () (var () ~ Fun(m) 0(m) 3 + || ey (m)(0(m) ~ B )5} (529

donde L, se define tal que LZW (n)Le, (n) = ng{ (n). La expresién que acaba de obtenerse

indica que el filtro de Kalman incorpora reqularizacion temporal en el calculo de 5(71), pues éste
se obtiene minimizando el error en las observaciones (primer término de la expresién (5.23)) y
al mismo tiempo minimizando el desajuste segin la ecuacion de proceso que define la evolucién
temporal del sistema (segundo término de (5.23)). La expresién explicita de a(n) puede calcularse
diferenciando el argumento que desea minimizarse (ver (5.23)) con respecto a 8(n) e igualando
el resultado a 0. Puede comprobarse que resulta

~ ~—

0(n) =0 (n)+K(n)y (n), (5.24)

donde 7~ (n) se denomina proceso de innovaciones y se define mediante v~ (n) = yqr(n) —ygr(n),

con Yor(n) = Frr(n) 0 (n). La matriz K(n) se denomina ganancia de Kalman y estd definida
por

K(n) = Co- . () O, 0 (), (5.25)
donde
Co-yy (W) = E { (6(n) — 8 (n)) (yor(n) — %T(n))} (5.26)
y
Cpon = B{ (var(n) = e (m)* } (5.27)

Las dos matrices que aparecen en la expresiéon de K(n) (ecuacién (5.25)) pueden calcularse
mediante

Cop- 45, (M) = Ce, () Frig(m) (5.28)
Cyp (M) = Frn(n) Ce, (n) Frg (n) + 03(n). (5.29)

Para completar las ecuaciones recursivas del filtro de Kalman, se requieren también actua-

lizaciones de Ce,(n), 6 (n)y Ce, (n). Estas pueden obtenerse sin més que operar a partir de
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las ecuaciones de proceso y de medida de la formulacién estado-espacio. El resultado final que
resume las ecuaciones de KF' es el siguiente:

1) Inicializar con

6(0) = E{6(0)} = po, (5.30)
Cey(0) = E{ (6(0) ~ 8(0)) (6(0) — 8(0))" } = Ty (5.31)
2) Paran =0,1,..., calcular:

e Actualizacién en tiempo:

0 (n+1)=Fg(n)0(n), (5.32)
Ce,_ (n+1) = Fg(n) Cey(n) Fg(n) + Q(n), (5.33)
Ugr(n+1) =Fra(n+1)8 (n+1). (5.34)

e Actualizacién en medida:

Cy_T (n+1)=Fgrr(n+1)Ce¢, (n+1) FL.(n+1)+o2(n+1), (5.35)
Co- 4o, (n+1) = Cep (n+1) Fla(n+1), (5.36)
K(n+1)=Cp- - (n+1) CygT (n+1), (5.37)

Y (n+1) =ygr(n+1) = Jor(n+1), (5.38)
On+1)=0 (n+1)+Kn+1)y (n+1), (5.39)
Cey(n+1)=Cc,_(n+1)—K(n+1) Cyan (n+1)KT(n+1). (5.40)

La forma que se ha presentado arriba para el filtro de Kalman es la que se conoce como forma
de actualizacién en tiempo y en medida. Aunque existen otras posibles implemetaciones de KF,
la que se ha elegido resulta particularmente 1til cuando la dimensién del vector de estado 0(n)
es mayor que la del proceso de observacién yqr(n). En esta forma, el bloque de actualizacion en
tiempo contiene las llamadas ‘ecuaciones de proyeccién’, que permiten proyectar en el tiempo,
segun la ecuacién de proceso, las estimaciones presentes a(n) y Ce,(n) para obtener estimaciones

0 (n+1)y Ce,_(n+1) para el instante siguiente. El otro bloque de actualizacion en medida
contiene las denominadas ‘ecuaciones de correccion’, que proporcionan estimaciones a posteriori
a(n +1) y Ce,(n+ 1) mejoradas con respecto a las estimaciones a priori obtenidas en el bloque
anterior. La posibilidad de mejorar las estimaciones se debe al hecho de que incorporan la

informacién nueva que proporciona la observacién yqr(n + 1).

5.5 Teoria de la estimacién. Métodos estado-espacio no lineales

5.5.1 Modelo estado-espacio no lineal

En muchas situaciones ocurre que los modelos estado-espacio utilizados para describir el com-
portamiento de un sistema tiempo-variante estan formulados a través de funciones no lineales.
En tales casos, la teoria expuesta en la seccién anterior no puede aplicarse para llevar a cabo la
estimacién de estado. En la presente seccion tratamos la resolucién de problemas estado-espacio
no lineales. En general, puede suceder que sea no lineal la ecuaciéon de proceso, la ecuacién de
medida o, incluso, ambas. No obstante, todos los casos con los que tendremos que tratar en esta
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tesis corresponden a sistemas cuya evolucion temporal puede describirse a partir de una ecuaciéon
recursiva lineal y es la relacion entre las observaciones y el estado del sistema la que resulta ser
no lineal.

La ecuacidon de proceso se describe, pues, a través de una ecuacién lineal de la forma:
O0(n+1)=Fg(n)@(n)+w(n), n=0,..., Ny —1, (5.41)

donde las mismas notaciones y asunciones sobre el modelo que se describieron en la Seccién 5.4.1
sirven también ahora. En particular, w(n) es ruido de media 0, con muestras incorreladas y cuya
matriz de covarianza en el instante n se denota por Q(n). El estado inicial 8(0) es incorrelado
con w(n) y su media y matriz de covarianza se denotan por p, y Iy, respectivamente.

La ecuacion de medida responde a una expresién de la forma:
Yor(n) = f(xRR(n),G(n)) +v(n),n=0,..., Ny —1, (5.42)

donde f es una funcién determinista escalar no lineal y v(n) es el ruido de medida. Para v(n) se
hacen las mismas asunciones que en 5.4.1, esto es, v(n) es de media 0, sus muestras son incorre-
ladas y su varianza en el instante n se denota por o2(n). Ademds, v(n) se asume incorrelado
con w(n) y con el estado inicial 6(0). Debe hacerse notar que la formulacién que acaba de darse
arriba para la ecuacién de medida no es la mas general posible. Por una parte, la funcion de
observacion f podria tener, a su vez, dependencia temporal con n, esto es, podriamos tener
definidas funciones de observacién distintas para cada instante temporal. Sin embargo, tal como
se describié en la Seccién 5.4.1, los casos que vamos a tratar en esta tesis corresponden siempre
a modelos en los que la funcién f no cambia con n, sino que la dependencia con respecto a
n de f(xrr(n),0(n)) se genera sdlo a través de xzr(n) y 6(n). Por otra parte, el ruido v(n)
podria ser no aditivo, esto es, podria ocurrir que el ruido entrase dentro de la funcién f de forma
no lineal: f(xgr(n),0(n),v(n)). No obstante, ocurre también que todos los casos con los que
debemos tratar en esta tesis responden a modelos con ruido aditivo.

Las asunciones sobre los procesos w(n), v(n) y 6(0) del modelo estado-espacio no lineal
descrito por (5.41) y (5.42) se resumen a través de las mismas ecuaciones (5.12) y (5.13) dadas
en la seccién previa. Las matrices Fg(n), Q(n), 02(n), py y Ip y la funcién f se consideran
conocidas.

5.5.2 Filtro de Kalman extendido

Dada la representacion estado-espacio no lineal del sistema que desea identificarse, se procede
a realizar la biisqueda de una estimacién 6(n) del estado del sistema en cada instante temporal
n, partiendo del conocimiento que se tiene de las observaciones {yqr(1), ..., yor(n)}. Conside-
rando como criterio de optimalidad la minimizacion del error cuadratico medio, se estudia un
procedimiento recursivo para obtener a(n) denominado filtro de Kalman extendido o, abrevia-
damente, EKF. Para una funcién no lineal f cualquiera en la ecuacién de medida, sélo puede
afirmarse que las estimaciones proporcionadas por EKF son subdéptimas. Esto es debido a que el
procedimiento utilizado por EKF se basa en hacer un truncamiento hasta orden 1 del desarrollo
de Taylor de f, lo cual implica, en general, una pérdida de precisién en las estimaciones (s6lo no
serfa asi en el caso particular de que f fuera lineal, donde EKF coincide con KF).

Focalizaremos nuestra atencién en el caso en que las distribuciones de probabilidad de w(n),
v(n) y 6(0) son gaussianas y deduciremos las ecuaciones del filtro recursivo EKF. Para obtener
tales ecuaciones, se realiza, en cada instante n, la linealizacién de los modelos de proceso y de
medida de la formulacién estado-espacio. En el caso que nos ocupa, como la ecuacién de proceso
es ya una ecuacion lineal, basta proceder con la ecuacién de medida. Se considera, pues, una
aproximacion de la forma:

Yor(n) = f(xze(n),0%(n)) + I (xzr(n), 0*(n)) (6(n) — 6*(n)) + v(n), (5.43)
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donde 6*(n) es el punto en torno al cual se lleva a cabo la linealizacién y J(xrr(n),0%(n)) =

of (XRR(TL), H(n))
00(n)

cién (5.43) anterior puede reescribirse del siguiente modo:

Yor(n) — f(xre(n),0%(n)) + I ¢ (xzr(n), 8%(n))0*(n) = I ¢ (xrr(n),0%(n)) O(n) + v(n), (5.44)

lo(n)—6"(n) €s la matriz jacobiana de f (xrr(n), . ) evaluada en 6*(n). La ecua-

de donde, si se considera yqr(n)— f (xgr(n), 0*(n))+J f (xrr (n), 0*(n))0* (n) como la observacién
en el instante n, entonces se dispone de una ecuacién de medida (aproximada) que es lineal. Para
la eleccién del punto 8*(n), se considera la mejor prediccién de @(n) de la que se dispone cuando
se realiza la aproximacién. Dado que, tal como se desarrollé en la Seccién 5.4.2, en el bloque de
actualizacién en tiempo se obtiene una estimacién a priori 0 (n) del estado del sistema y esta
estimacién estd disponible para el bloque posterior de actualizacién en medida, es esta prediccion
la que se toma como punto de linealizacién: 6*(n) = 0 (n). Cabe asimismo observar que el
comportamiento del filtro EKF que se presenta en esta seccién serd tanto mdas preciso cuanto
mejor sea la aproximacién que se hace en (5.43), esto es, mas despreciables sean los términos de
orden superior (> 2) del desarrollo en serie de Taylor de f.

Una vez que se tiene la formulacién estado-espacio descrita por las ecuaciones (5.41) y (5.44),
puede aplicarse el filtro de Kalman y con ello obtener la solucién (aproximada) al problema de
estimacién de estado que se habia planteado inicialmente. La ecuaciones recursivas resultantes
para el filtro EKF se resumen tal como sigue:

1) Inicializar con

0(0) = E{6(0)} = po, (5.45)
Ce,(0)=E {(0(0) —9(0)) (6(0) — 5(0))T} — II,. (5.46)
2) Paran =0,1,..., calcular:

e Actualizacién en tiempo:

e Actualizacion en medida:

K(n+1)=Ce,_(n+1)IF (xpu(n+1),0 (n+1))
n a 1

(Jp(xrr(n +1),0 (n+1))Ce, (n+1) I} (xrr(n+1),0 (n+1)) +oi(n+1))

€g—

~—

(5.49)

Y (n+1) =yor(n+1) — f(Xrr(n+1),0 (n+1)), (5.50)
On+1)=80 (n+1)+Kn+1)y (n+1), (5.51)
(5.52)

~—

Cey(n+1)=Cc, (n+1) (I-JI7 (xpr(n+1),0 (n+1))K"(n+1)).

La implementacién que acaba de presentarse para el filtro EKF se conoce también como
forma de actualizacién en tiempo y en medida. Al igual que para el filtro de Kalman, en el
primer bloque se proyectan las estimaciones del instante n para obtener predicciones en el paso
n + 1; en el segundo bloque, tales predicciones se corrigen de acuerdo con la nueva informacién
yqr(n + 1) llegada al sistema y se logran asi estimaciones mejoradas del estado del sistema en el
tiempo n + 1.
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Puede observarse que, puesto que el filtro EKF se basa en la linealizacién de la representacién
estado-espacio, entonces todas las densidades de probabilidad con las que se trata en el proceso
de estimacién son gaussianas. Esto es asi debido a que se ha asumido que w(n), v(n) y 6(0)
estdn normalmente distribuidas, por lo que, tras realizar la aproximacién lineal, cualquier otra
fdp resulta ser una combinacién lineal de variables con distribucién normal. Sin embargo, esta
forma de aproximar las distribuciones por gaussianas no es la mas apropiada. Se vera en la
seccion siguiente que existe otra manera de aproximar cualquier distribucién por una gaussiana
que no requiere hacer un truncamiento de f de primer orden, proporcionando asi resultados mas
precisos que los obtenidos con EKF.

5.5.3 Filtro de Kalman ‘unscented’

A diferencia del filtro EKF desarrollado en el apartado anterior, el filtro de Kalman ‘unscented’,
que abreviadamente denotamos por UKF, no realiza una aproximacién polinémica de grado
1 de los modelos de proceso y de medida, sino que mantiene las funciones no lineales de la
formulacion estado-espacio original y lo que hace es aproximar por gaussianas las distribuciones
de probabilidad de los vectores aleatorios implicados.

Para llevar a cabo la aproximacién gaussiana, en UKF se considera la definicion de un
conjunto de puntos elegidos de forma determinista. Estos puntos, denominados ‘puntos sigma’,
capturan la media y la covarianza del vector aleatorio que se tiene antes de aplicar la transforma-
cién no lineal. Cuando estos ‘puntos sigma’ se propagan a través de la transformacion no lineal,
se obtiene un nuevo conjunto de puntos que se utilizan para estimar la media y la covarianza
del vector aleatorio transformado. Puede garantizarse que, procediendo de este modo, la preci-
sién que se alcanza es al menos hasta el segundo orden del desarrollo polinémico de la funcién
no lineal, cualquiera que sea ésta [121,141,145]. En el caso de que los errores de proceso y de
medida sean gaussianos y también la fdp previa del vector de estado lo sea, puede asegurarse la
precision incluso hasta tercer orden. En consecuencia, los resultados proporcionados por el filtro
UKF pueden ser mejores que los conseguidos con EKF. Estas mejores prestaciones de UKF no
son a expensas de un mayor coste computacional, que sigue siendo del mismo orden que el de
EKF. Ademass, el filtro UKF puede aplicarse en un mayor nimero de situaciones que EKF, ya
que, como se vera a continuacion, no requiere del calculo de las derivadas de la funcién no lineal
con respecto al vector de estado y, por lo tanto, puede aplicarse también para funciones que no
sean diferenciables.

La base en la que se apoya el filtro UKF es la denominada transformacion ‘unscented’, o,
mas exactamente, una version escalada de ésta, que denotamos por UT. Para explicar en qué
consiste UT, consideremos el siguiente problema, que se formula utilizando notaciones genéricas:

0, = t(0,) (5.53)

donde t es una funcién vectorial arbitraria y 6, y 0y son vectores aleatorios cualesquiera. Dada
la media, pg,, y la matriz de covarianza, Cg, , del vector 6,, se desea determinar la media y la
matriz de covarianza del vector transformado @5. Es claro que si t es una transformacién lineal
con matriz asociada 7T, entonces resulta pg, = T pg, vy Co, = T Co, T*. Sin embargo, para
una transformacién no lineal t arbitraria, la media y la covarianza no se mantienen por dicha
transformacion, por lo que se hace necesario utilizar otros procedimientos para el calculo. UT es
uno de tales procedimientos. Debe notarse que para problemas estado-espacio no lineales, que
son los que tratamos de resolver en esta seccion, UT podria aplicarse, en principio, tanto a la
ecuacién de proceso como a la ecuacién de medida. Sin embargo, para una formulacién estado-
espacio como la que consideramos en esta tesis, descrita por las ecuaciones (5.41) y (5.42), la
aplicacién se realiza inicamente sobre la ecuacién de medida, pues es la que contiene una funcién
no lineal.
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Para lograr el objetivo planteado, en el procedimiento UT se comienza por definir un conjunto
de 2M + 1 ‘puntos sigma’, donde M es la dimensién del vector aleatorio 8,. Las definiciones de
cada uno de los ‘puntos sigma’ se justificaron en detalle en la Seccién 3.7.4 y se recogen ahora
aqui para facilitar la lectura:

(XGA)O = Ho, > (5.54)
(ng)j=u9A+ ( (M+§)CgA). ,j=1,...,M, (5.55)
J
(Xo) j42r = Mon — ( (M+<)CoA>' y J=1,..., M, (5.56)
J

donde ( (M +¢)Cyq A) ~denota la columna j-ésima de la raiz cuadrada de la matriz (M+<)Cg,
J

y ¢ es el mismo pardmetro definido en la Seccién 3.7.4. Estos ‘puntos sigma’ definidos arriba se
propagan a través de la funcién t, dando lugar a un nuevo conjunto de puntos de la forma:

(o), = t((x0,);) 5 =0,...,2M . (5.57)

Para determinar la, media la CO\/arianZa C del vector aleatorio OB se COnSidera una
s HOp> ’ 0> P
ponderacién del nuevo Conjunto de puntOS:

oM
po, =y w™ (xe,); » (5.58)
§=0
oM © -
CeB - Z wj ((XHB)] - F’OB) ((96913)J - H’HB> ) (559)
§=0
donde los pesos wj(m) y w](~c), j=0,...,2M, son los definidos en las ecuaciones (3.178) - (3.180)

de la Seccién 3.7.4. Por tultimo, cabe observar que también es posible con el procedimiento
anterior calcular la covarianza cruzada entre 6, y 0g:

2M T
Coron = Y w)) ((Xon); — Hos) ((Xos); — 1) - (5.60)
=0

Basandose en la transformaciéon ‘unscented’, es facil obtener las ecuaciones recursivas del
filro UKF. Para deducir tales ecuaciones, puede procederse andlogamente a como se implementé
la forma de actualizacién en tiempo y en medida del filtro de Kalman, con la diferencia de que
ahora, al propagar la media y la covarianza a través de una funcién no lineal, debe utilizarse la
transformacion ‘unscented’ en lugar de la propagacion directa. El resultado para el problema
estado-espacio definido por (5.41) y (5.42) es tal como se presenta a continuacién.

1) Inicializar con

6(0) = E{6(0)} = po, (5.61)
Cey(0) = E{ (6(0) — 8(0)) (6(0) — 8(0))" } =Ty (5.62)

2) Paran =0,1,..., calcular:
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e ‘Puntos sigma’:

+ (\/(M+<)Fe(n)cee(n) Fg’(n)> Li=LM,
(Xo-);42s (n+1) = Fg(n)8(n)—
- (VOr+9FemCamFsm) =1
J+M
e Actualizacién en tiempo:
6 (n+1)=Fo(n)8(n),
Ce, (n+1) = Fg(n) Ceo(n) Fg (n) + Q(n)
(o), + D)= 7 (un(m), (xg-); (1)) 5 =0, 20
2M
Tar(n+1) = > w™ (x, )i(n+1).
7=0
e Actualizacion en medida:
2M ©
CyéT(n +1) = jZO ch ((XyEzT)j (7 +1) = Yor(n + 1)>
T
((XyQT>j (n+1) = Jor(n+ 1)) +ol(n+1),
2M L
Cor iy (1 + 1) =D w? ((xo-); (0 +1) =8 (n+1))
Jj=0 .
(o), 4 D= Taln 1))
K(n+1)=Cy-,- (n+1)C " (n+1),
QT YqT
Y (n+1) =yor(n+1) = Yor(n + 1),
On+1)=0 (n+1)+Kn+1)y (n+1),
Ceo(n+1)=Cc, (n+1)-K(n+ 1>C?J<5T(n + 1)K (n+1).

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)
(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

5.6 Método VL-KF (Linealizacién por Volterra - Filtro de Kal-

man)

En esta seccion y en la siguiente presentamos dos metodologias que proponemos para resolver
el problema planteado en este capitulo acerca de la estimacién dindmica de la relacién entre los
intervalos QT y RR. Estas metodologias se apoyan en la teoria desarrollada en las Secciones 5.4

y 9.5.

Tal como se formulé al inicio de este capitulo, el objetivo de nuestro estudio puede resumirse
en la estimacién simultdnea de los vectores de pardametros h(n) y a(n) del sistema tiempo-
variante de la figura 5.1. Puesto que el segundo de los subsistemas que componen el sistema
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global es una funcién representada a través de un desarrollo en serie de Taylor de grado P
y P puede tomar valor mayor que 1, el sistema completo resulta, en general, no lineal. En
consecuencia, para estimar sus pardmetros simultdneamente, una posibilidad es formular una
representacién estado-espacio no lineal y aplicar un filtro recursivo, como EKF 6 UKF, para
resolverla. Esta posibilidad se desarrolla en la Seccién 5.7. Otra posible forma de abordar el
problema en cuestién es considerar un desarrollo en serie de Volterra del sistema global que
permita expresar la salida, yqor(n), como una combinacién lineal de funciones conocidas de la
sefial de entrada, zgg(n). De esta forma, el problema se reduce a estimar los coeficientes de la
serie de Volterra, para lo cual puede hacerse uso de un filtro lineal recursivo, como KF. Esta
metodologia se detalla a continuacién.

5.6.1 Desarrollo en serie de Volterra

La salida yqr(n) del sistema global de la figura (5.1) puede escribirse, siguiendo las expresiones
presentadas en la Seccién 5.2, de la forma siguiente:

P N-1 k
yor(n) = g(za(n),a(n)) +v(n) =Y ax(n) (Z hi(n)zgg(n — i)) +v(n), (5.76)
k=0 i=0
donde h;(n), i = 0,..., N — 1, son los coeficientes del filtro lineal y ax(n), &k = 0, ..., P,
representan los coeficientes de la funcién no lineal.
Denotemos
mo(n) = ag(n) (5.77)
k! i
mk(i17i27"’)ik;n): N_1 ak(n) thj(n)7 k:]-?"’aP7 (578)
IT tCir iz, in)! =1
q=0
donde l4(i1,12,...,1;) cuenta el nimero de indices en {i1,i2,...,7;} que son iguales a ¢, ¢ €
{0,..., N —1}. Utilizando estas notaciones, la expresién g(zzg(n),a(n)) puede reescribirse como
P N—-1N-1 N-1 k
9(zrm(n),a(n)) = mo(n) + Z . my(i1,192, ..., ik M) H zrr(n —1i;), (5.79)
k=1 i1=0ip=i1  ip=ix_1 j=1

de donde resulta claro que la salida del sistema global (salvo por el ruido aditivo v(n)) es
una combinacién lineal de funciones conocidas de la entrada. Para dar una expresién en forma
vectorial de la ecuacion anterior, se introduce la notacién siguiente:

0(n) = [mI(n) m¥(n) ... mLn)", (5.80)
donde

my(n) = mo(n) (5.81)
my(n) = [mp(0,...,0,0;1) ... mp(i1, oy ify ey igsn) ... mp(N — 1,.., N = 1, N — 1;n)]T, (5.82)

con i; > ij-1, 1 < j <k, 1<k < P. También se considera la notacién siguiente referida a la
senal de entrada zgg(n):

s(n) = [sT(n) sT(n) ... sh(n)]", (5.83)
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donde

so(n) =1 (5.84)

k
sk(n) = ko (m) ... HmRR(n — i) ... zh (n—-N+1)| |, (5.85)

conij > 41,1 < j <k, 1<k < P.Con estas notaciones, la salida del sistema queda expresada
en forma vectorial mediante
yar(n) = s" (n)0(n) + v(n), (5.86)

donde s(n) es el vector de observacién conocido y 6(n) es el vector de pardmetros que desea
estimarse. Tanto s(n) como 6(n) son vectores de tamano M x 1, con

=g = (V7). (5.87)

=0
donde fcor(IV,j) denota el nimero de combinaciones con repeticién de N elementos tomados de

jenjy (N]—\'; P) es el combinatorio N + P sobre N.

A modo de ejemplo, se presenta desarrollada la expresién de yqr(n) para el caso particular
N=3, P=2 (esto es, filtro lineal de orden 3 y funcién g cuadratica):

Yar(n) = 54 (n) mo(n) + s{ (n) my(n) + s3 (n) ma(n) + v(n) (5.88)

con

(5.89)

= ai(n) [ho(n) h1(n) ha(n)], (5.90)
= azs(n) [h%(n) 2ho(n)hi(n) 2hg(n)ha(n) h%(n) 2hi(n)ha(n) h%(n)], (5.91)
(5.92)

(5.93)

1
= [2rn(n) @an(n—1) zpp(n —2)],
= [22,(n) Zra()Trr(n — 1) Tra(n)zae(n —2)

22 (n—1) zre(n — Dzga(n —2) 2ii(n—2)]. (5.94)

5.6.2 Formulacion estado-espacio lineal

El modelo propuesto para relacionar dindmicamente los intervalos Q7T y RR, en la forma expresa-
da después de aplicar el desarrollo en serie de Volterra, se formula a través de una representacién
estado-espacio. Esta formulacién incluye, ademés de la ecuacion de observacion, dada en nuestro
caso a través de la ecuacién (5.86), también una ecuacién de proceso, que describe la naturaleza
tiempo-variante de las cantidades que desean estimarse. Para la ecuacién de proceso, hemos
elegido un modelo de la forma

O(n+1)=0(n)+w(n), n=0,...,Np —1, (5.95)

donde w(n) se toma como ruido gaussiano de media 0, con muestras incorreladas y matriz
de covarianza Q(n), que, para nuestros propositos, es desconocida y debe estimarse antes de
ser utilizada en las ecuaciones del filtro de Kalman. Asimismo, puede apreciarse a partir de
la expresién (5.95) que el modelo propuesto para seguir la evolucién del estado del sistema
corresponde a la eleccién particular Fg = I, donde I denota la matriz identidad de dimensién
M. Un modelo de proceso de esta forma (esto es, cuya matriz de transicién entre estados es la
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identidad) se denomina ‘random-walk’ y suele utilizarse cuando no se dispone de informacién
adicional acerca de la evolucién temporal del sistema. Al considerar un modelo de esta forma se
asume que el estado del sistema en un cierto instante sélo se diferencia del estado en el instante
previo por un factor w(n) de media 0 y covarianza Q(n). El valor tomado por Q(n) determina
el grado de desviacién que existe entre estados consecutivos.

El estado inicial 6(0) se considera que proviene de una distribucién de probabilidad gaussiana
de media p y matriz de covarianza IIy: 0(0) ~ N (ug, ILp). El valor de p se define utilizando
las expresiones (5.77), (5.78), (5.80), (5.81) y (5.82), donde se considera que los pesos del filtro
estan definidos segin g, y los coeficientes de la no linealidad segin p ,, que se describen
a continuacién. El vector pgy, se toma como una curva de pesos exponencial decreciente de
factor «(0), normalizada de modo que la suma de todos sus elementos sea 1. El factor «(0) se
determina de entre un conjunto de posibles valores en el intervalo [0, 1] como aquél que lleva a un
menor residuo del ajuste polinémico (por minimos cuadrados) entre yqr(n) y el correspondiente
zgr(n) construido para cada posible valor del factor y considerando las 100 muestras iniciales,
esto es, n =0, ..., 99. El vector p , se calcula ajustando (también segin criterio de Minimos
Cuadrados) un polinomio de grado P a los datos [yqr(n), zgg(n)] correspondientes a las 100
muestras iniciales, donde zzz(n) se ha definido a partir del p ;, que acaba de determinarse. Por
otra parte, la matriz de covarianza Il se define como 10~#I. Aunque las inicializaciones gy y
II, tienen efecto sélo al comienzo del proceso de estimacion, se han elegido valores posibles de
1o v Iy para hacer los resultados mas consistentes. La eleccién de valores pequenos para la
matriz Iy implica un mayor nivel de confianza en la inicializacién p.

En cuanto a la ecuacién de medida, definida a través de la expresién yqr(n) = s?(n)8(n) +
v(n), n =0, ..., N; — 1, se asume que el ruido de observacién v(n) es gaussiano de media 0,
cuyas muestras son incorreladas y cuya varianza en el instante n se denota por o2(n). También
sucede que, en nuestra aplicacién, no se dispone de informacién que permita conocer el valor
de 02(n), por lo que deber4 realizarse una estimacién de este valor antes de ser utilizado como
parte del filtro KF. Este proceso de estimacién de o2(n), asf como el de la covarianza Q(n) del

ruido w(n), se explica detalladamente en la Seccién 5.6.5.

Por tltimo, cabe senalar que se hace la asuncién de que los ruidos del modelo w(n) y v(n),
son incorrelados y también el estado inicial 6(0) es incorrelado con cada uno de estos ruidos.

5.6.3 Regularizacién

Tal como se razoné en la Seccién 5.3.3, la resolucién de problemas inversos no estacionarios, como
los que se plantean en esta tesis, suele requerir la incorporaciéon de condiciones de regularizacion
que reduzcan la sensibilidad de las estimaciones ante perturbaciones de ruido que puedan existir
en los datos observados. En nuestra aplicacién al andlisis de la relacién QT'/RR, es razonable
asumir que el vector h(n), que expresa la dependencia del intervalo QT (yqr(n)) respecto de
intervalos RR previos (xgr(n)), sigue una curva con caida suave, ya que no es de esperar la
aparicién de picos pronunciados en el perfil de dependencia. En este estudio, tal condicién va
a satisfacerse de manera aproximada introduciendo un término de regularizacién que induce
una forma exponencial para h(n). Esta eleccién estd justificada de acuerdo con los resultados
obtenidos en el Capitulo 4 cuando se estudid la relacién tiempo-invariante entre QT y RR y
se comprobod que los perfiles de adaptacion seguian curvas aproximadamente exponenciales. La
técnica adoptada en esta tesis para incorporar la regularizacién al problema de estimacién de
estado es la que se describe en [143]. Tal técnica puede entenderse como la extensién tiempo-
variante de la regularizacién de Tikhonov descrita en el Capitulo 3. La forma de proceder es
aumentando la ecuacién de medida (5.86) de la representacién estado-espacio original mediante la
introduccién de nuevas observaciones ficticias que aportan informacion a priori sobre la solucién.
De este modo, el nuevo problema estado-espacio que debe resolverse tiene la misma ecuacién de
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proceso (5.95), pero su ecuacién de medida pasa a ser de la forma:

Yor(n) = §T(n)0(n) +v(n), (5.96)
donde se definen
N (e ) I o [v()
YQT(n) = |:z(n) :| ) ( )— |:<I>(n):| y (n) = |:V/(n):| . (5’97)

El vector ¢(n) es el vector columna de ceros de longitud N*: (n) = 0.

La transformacién ®(n), de dimensién N P » M, se calcula en bloques separados que se
corresponden con cada uno de los vectores mg(n), ..., mp(n):

®(n) = B(n) D(n), (5.98)

donde (3(n) es un pardmetro que controla el grado de suavidad de las estimaciones (de acuerdo
con el criterio que se establece mediante D(n)) y la matriz D(n) estd definida por

D°n) o0 ... 0
0 D!n) ... 0
D(n) = N : (5.99)
0 0 0 DF(n)

El propésito de elegir una estructura para D(n) como la expresada en la ecuacién anterior es
forzar que las estimaciones de 0(n) satisfagan las condiciones siguientes:

D*(n)mg(n) =0, k=0,...,P. (5.100)
e EI bloque D%(n) es un escalar definido como 0, ya que no se desea imponer ninguna
condicién sobre my(n) (= ag(n)).

e El bloque D!(n) est4 dado por la matriz (N — 1) x N siguiente:

amn) -1 0 0 --- 0 O 0

) 0 afm) -1 0 -0 0 0

D (n) = ) ) , (5.101)
0 0 0 0 - 0 an -1

que impone una relacién exponencial sobre los pesos del vector h(n) al forzar que a(n)h;(n)
= hit1(n). El factor a(n) se determina en cada iteracién n del filtro de Kalman que se
aplica para resolver el problema estado-espacio. Puesto que la regularizacién interviene en
el bloque de actualizacién en medida de KF, se dispone de una estimacién a priori 0 (n)
del estado del sistema, a partir de la cual puede deducirse la correspondiente estimacion
h- (n) del vector de pesos. Utilizando este h- (n), es posible calcular un valor para «a(n)
teniendo en cuenta que h™ (n) estd normalizado para que todas sus componentes sumen

1. La condicién (ﬂ_ (n)) 1 =1, siendo 1 el vector NV x 1 de unos, junto con la condicién

que fuerza que cada vector de pesos sea exponencial, lleva a que

k7 (n) ~ k(n)ai(n), i=0,...,N —1, (5.102)
K(n) = = 11 - 11__;]‘52), (5.103)

3" ain)

=0
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donde a(n) es el valor que trata de determinarse. Como los pesos /l\L; (n) son todos positivos
(pues es una de las restricciones que se incorporan al problema, tal como se vera en 5.6.6)
y su suma es 1, puede concluirse que 0 < a(n) < 1. En consecuencia, se cumple que

~ ~ —a(n —aN"1(n
1—( méx {7 (n)} — min {hi(n)}>:1—(1 (n){ ") « (),

0<i<N-—1 0<i<N-—1 1—alN(n)
(5.104)

donde la aproximacién es vélida para N grande. Por tanto, tenemos una forma (término
de la izquierda de (5.104)) de deducir el valor de a(n) que define la matriz D!(n) sélo a

partir de la estimacién a priori @ (n), que se encuentra disponible en cada iteracién n.

Para valores de N pequenos, la aproximacion dada en (5.104) no es apropiada uede
Y

estimarse a(n) como la media de los cocientes entre elementos consecutivos del vector

h™(n).

e El bloque D?(n) impone restricciones sobre los elementos de my(n) equivalentes a las que
se han impuesto sobre los elementos de mj(n) a través de D!(n). El bloque D?(n) se
determina como resultado de considerar el conjunto completo de relaciones establecidas en
D!(n) y multiplicarlo por cada uno de los elementos ho(n), ..., hy_1(n), obteniendo asf
D?(n) como la matriz con las siguientes entradas:

U, D] i Q£ 0
ij(n):{ i Dpiay; () 81 iy # },z’:l,...,N(N—l),j:1,...,fCR(N,2).

0 s si Qij =0
(5.105)
Los elementos p; del vector p se definen mediante
1—1 i
pi:[ I +1,i=1,...,N(N - 1), (5.106)

donde [.] denota la funcién que asigna a cada nimero real su parte entera. Para la definicién
de las matrices 2 y ¥ que intervienen en la ecuacién (5.105), se introduce la notacién
siguiente: [aj Tj} es el vector 1 x 2 que representa la fila j-ésima de la matriz cuyas filas
son las varias combinaciones con repeticién que pueden tomarse de los elementos del vector
[1 o N ] en subconjuntos de 2 elementos. Estas combinaciones se consideran ordenadas
en sentido ascendente para ¢; primero y 7; después. Con esta notacién, la matriz 2 se
define recursivamente mediante

-1 ..
si(i—1)(mod N) +1=o0;
1+;b(ﬂil)v { 6 (i —1)(mod N) +1=r; } ’

0, en otro caso

Qi — (5.107)

parai=1,...,.N(N—=1),j=1,..., fer(N,2), y donde b : Z — Z se define como

1, sit#0
by =& SEEO g (5.108)
0, sit=0

Asimismo, la matriz ¥ se define como la matriz cuyas entradas estdn dadas por

.2 s (t—1)(mod N) +1=Qy; (5.109)
* 1, en otro caso ’ ’

parai=1,...,N(N—-1),j=1,..., fer(N,2).
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A modo de ejemplo, se presenta la matriz de regularizacién D(n) para el caso particular de
N=3, P=2:

D%n)| O 0
D(n) = 0 [Din)| o , (5.110)
0 0 |D?n)

con

0 «an) -1
2a(n) -1 0 0 0 0]
0 a(n) 0 -2 0 0
2, \ 0 0 «an) 0 -1 0
D*(n) = 0 am) -1 0 0 0 (5.111)
0 0 0 2n) -1 0
. O 0 0 0 a(n) —2]

Para funciones no lineales g de orden mayor que 2, se consideran construcciones analogas a
las de D?(n), que llevan a establecer los valores de D?(n), D#(n), .... Cada una se estas D*(n)
es el resultado de multiplicar las condiciones del bloque previo D*~1(n) por cada uno de los
elementos ho(n), ..., hxy_1(n).

En la expresién (5.98), el factor 5(n) es un escalar positivo denominado pardmetro de regulari-
zacion. Cuanto mayor sea el valor que toma (3(n), més fuerza tiene la condicién de regularizacién
en la estimacién del vector de estado 8(n). No obstante, la seleccién de este factor supone siempre
un compromiso, ya que un valor demasiado grande de 3(n) puede llevar a soluciones sobrerre-
gularizadas que se encuentren lejos del verdadero vector 8(n). En este estudio, se procede a la
identificacién del valor 6ptimo de 3(n) siguiendo el criterio L-curve. De acuerdo con este criterio,
se consideran distintos posibles valores de B(n) y, para cada uno de ellos, se evaliia la correspon-
diente estimacién 6(n) calculada usando KF con regularizacién. A continuacién se representa

log(HD(n)@(n)H) Versus 10g<||yQT(n) - ST(n)a(n)H> para todos los valores de ((n) testeados

y se elige aquél que estd asociado con la esquina més préxima al (0, 0) en la representacién.
De esta forma, se garantiza un buen equilibrio entre la minimizacién del error de perturbacién
(esto es, el error en la senal estimada: yqr(n) — ST(n)a(n)) y el error de regularizacién (esto es,
D(n)/é(n)) Esto es debido a que, si el dibujo tiene forma de L (como suele ocurrir), la esquina
corresponde al punto en el que se consigue la maxima regularizacién sin apenas perder precisiéon
en la estimacion de la senal de salida. Para mas detalles del criterio L-curve, puede consultarse
[146].

Finalmente, v/(n) en la ecuacién (5.97) es un ruido ficticio de media 0, incorrelado con (n) y
v(n) y cuya matriz de covarianza, que se asume diagonal, se ha elegido como la matriz identidad
en este estudio. En consecuencia, la matriz de covarianza Rg(n) del vector de ruido aumentado
v(n) es

Ry (n) = [ oy(n) O ] . (5.112)

5.6.4 Aplicacién del filtro de Kalman

Para el modelo estado-espacio formulado a través de la ecuacién de proceso (5.95) y la ecuacién
de medida aumentada (5.96), se considera la aplicacién del filtro de Kalman. Con ello, se ob-
tienen estimaciones @(n) éptimas, en el sentido de menor error cuadratico medio Bayesiano, del
vector de estado 6(n). La implementacién elegida para KF es la de actualizacién en tiempo y en
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medida, que es la que se presentd en la Seccion 5.4.2. Unicamente debe observarse que, al consi-
derar ahora la representacion estado-espacio aumentada con las condiciones de regularizacion, la
observacién en el instante n es un vector, yor(n), en lugar de un escalar, como era antes yqr(n).
En consecuencia, las ecuaciones (5.34), (5.35) y (5.38) en la implementacién de KF pasan ahora
a ser vectoriales en lugar de escalares.

5.6.5 Estimacion de las matrices de covarianza de los ruidos

En la aplicacién del filtro de Kalman se requiere conocer la matriz de covarianza Q(n) del ruido
de proceso w(n) y la varianza o2(n) del ruido de medida v(n). Esta tltima, o2(n), forma parte
de la matriz de covarianza aumentada Rg(n) (ver ecuacién (5.112)), que es la que se utiliza
en las ecuaciones de KF. Dado que en este estudio no disponemos de informacién a priori a
partir de la cual sea posible inferir los valores de estas matrices de covarianza, hemos disenado
un procedimiento que nos permite estimar sus valores en cada iteracién del filtro recursivo. El
método que proponemos puede verse como una extensién del método utilizado en [147] para
tratar el caso de matrices que varian en el tiempo.

Consideramos en primer lugar la estimacién de la matriz Q(n). Para ello, introducimos la
notacién Rg(n) para representar la autocorrelacién del vector de estado desconocido 8(n):

Ro(n) = E{0(n) 68" (n)} . (5.113)

Si trasponemos la ecuacién de proceso (5.95) y la multiplicamos a izquierda por O(n + 1),

obtenemos:
On+1)0T(n+1)=0(n+1)0"(n) +0(n+1)w(n) (5.114)

0, equivalentemente,
O(n+1)0T(n+1) = 0(n) 87 (n) + w(n) 8T (n) + 0(n) wl (n) + w(n) wl (n). (5.115)
Tomando esperanzas en esta dltima ecuacion, se llega a:
Ro(n+1) =Re(n) + E{w(n) 0" (n)} + E{6(n)w’ (n)} + Q(n). (5.116)

La asuncién acerca de la incorrelacién entre w(n) y 6(0) junto con la forma recursiva de la
evolucién del sistema (@(n+1) = 0(n) +w(n)) llevan facilmente a comprobar que w(n) y 8(n)
son también incorrelados cualquiera que sea el valor de n (n =0, ..., Ny —1). Por tanto, resulta
E{w(n) HT(n)} =0=FE{6(n)w'(n)} y, en consecuencia, puede concluirse que:

Rg(n+ 1) =Rg(n) + Q(n). (5.117)
A partir de la ecuacién anterior, Q(n) se despeja como

Q(n) =Rg(n+1) — Rg(n). (5.118)

Una vez obtenida la expresién tedrica deseada para Q(n), se procede a la estimacién de ésta
en cada iteracion del filtro de Kalman. Para ello, se asume que las componentes del vector de
ruido w(n) son incorreladas (esto es, E {w;(n)w;j(n)} =0, si i # j), de donde se concluye que

la matriz Q(n) es diagonal, Vn = 0, ..., Ny — 1. Se propone entonces estimar la entrada j,
j=0,..., M —1, de la diagonal de Q(n), que denotamos por Q;;(n), mediante

~ ~ 2 ~ 2

Qii(m) = (B;(n+ 1)) = (8;m) ", (5.119)

donde @ (n) es la estimacién a priori del vector de estado @(n) obtenida en el bloque de actua-

lizacion en tiempo del filtro de Kalman. La razon de utilizar 0 (n+1)y 0 (n) en la estimacién
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de la matriz Q(n) se debe a que, cuando se necesita conocer Q(n) en la iteracién n + 1 de KF,

~—

la mejor prediccién que se tiene de €(n + 1) es la que viene dada por 8 (n+ 1). Cabe asimismo
observar que la expresién (5.119) no siempre proporciona cantidades positivas, por lo que se
considera su valor como estimacién de la entrada j de la diagonal de Q(n) siempre que tal valor
sea positivo y se define la estimacién como 0 en otro caso. De este modo, podemos siempre
garantizar que la matriz de covarianza es semidefinida positiva. Por ultimo, al procedimiento
de estimacién descrito anteriormente se le Aincorpora un paso mas que suaviza las estimaciones
obtenidas. Para ello, se propone redefinir Q;;(n) utilizando un promediado mévil de la forma

Qj5(n) = u;(n) Qj5(n) + (1 —uj(n)) Qj(n — 1), (5.120)

donde, en el término de la derecha, @jj (n) es el obtenido segin (5.119), ij (n—1) es la estimacién
correspondiente a la iteracién previa y u;(n) es un factor que define la velocidad de actualizacién
de las distintas componentes del vector 5(71) En particular, en nuestro estudio u;(n) se define
inversamente proporcional al cuadrado de la diferencia 5]7 (n+1)— HA; (n).

Por otra parte, se considera la estimacién de la varianza o2(n) del ruido de medida v(n). A
partir de la ecuacién de medida (5.86), que es, a su vez , la primera fila de la ecuacién de medida

aumentada (5.96), puede despejarse v2(n) = (yqr(n) — s’ (n) 0(n))2. De modo anélogo a como

se procedi6 en la estimacién de Q(n), se estima ahora o2(n) mediante (7, (n))2, donde 7, (n) es

la primera componente del proceso de innovacién que se calcula en las ecuaciones de KF'. Esta
componente v, (n) mide la diferencia entre la salida realmente observada y la estimada a priori:

Yo (1) = Yar(n) = Ygr (1), (5.121)

donde Y5, (n) = s’ (n) 0 (n). De nuevo, la justificacién de utilizar 0 (n) en la estimacién de

o2(n) se debe a que, también en este caso, el vector 0 (n) es la mejor prediccién que se tiene del

vector de estado desconocido @(n) en el momento en que se requiere conocer o2(n) en el filtro

de Kalman.

5.6.6 Restricciones

Las estimaciones del vector de estado 8(n) que se obtienen tras la aplicacién del filtro de Kalman
pueden no satisfacer ciertas restricciones que son deseables si posteriormente quieren realizarse
interpretaciones fisiolégicas de los resultados obtenidos. Una de las restricciones que desean
imponerse sobre las estimaciones de las variables de estado es que éstas sean tales que, al derivar a
partir de ellas la respuesta impulsional h(n) del filtro lineal, todas las componentes de este vector
h(n) sean no negativas. De este modo, la dependencia del intervalo QT con respecto a cada uno de
los intervalos RR que le preceden puede cuantificarse como un porcentaje de la dependencia total.
La segunda restriccion es que la estructura del vector 8(n) (ver ecuacién (5.80)) se mantenga en
las estimaciones obtenidas en cada instante temporal. Con ello se garantiza que los subsistemas
lineal y no lineal que componen el sistema global pueden identificarse correctamente sélo a partir
de la estimacién de @(n) y la consideracién de que la respuesta impulsional h(n) del filtro lineal
esta normalizada (hT(n) 1 =1, ¥n).

A continuacién se presenta el método que utilizamos en esta tesis para incorporar tales
restricciones al proceso de estimacién. El método considerado se basa en las aproximaciones que
se describen en [115,116]. De acuerdo con las restricciones detalladas en el parrafo anterior y
teniendo en cuenta la estructura del vector 6(n) dada en las ecuaciones (5.80)-(5.82), el primer

requisito que se exige a la estimacién con restricciones, que denotamos por 6(n), es que todos
los elementos de su bloque m;j(n) sean del mismo signo. La justificacién de este hecho viene de
la definicién

m;(n) = ai(n)h(n). (5.122)
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Si se pide que todos los elementos de (n) sean del mismo signo, entonces al deducir a (n) =

~T = 1 = = , o

m; (n)1 y h(n) = x——m(n), resulta claro que todos los pesos en h(n) serdn positivos. La
ai\n

forma de implementar la condicién anterior es imponiendo que el valor absoluto de la suma de

los elementos de mj(n) sea igual a la suma de sus valores absolutos.

El segundo requisito que se exige a /H\(n) hace referencia a la estructura de este vector. En

el caso P < 1, no hay condicién. En el caso P=2, la forma de garantizar que a(n) mantiene la
misma estructura presentada para €(n) en (5.80)-(5.82) es a través de la condicién

~

T/fLQ(il,iQ;n) _ 2 ) mQ(O, 0,7’L) (5 123)
ma(in)ma(ign) Y - m(0;m)ma(0;n)
H lq(ll,lz).
q=0

En el caso P=3 a la condicién anterior hay que anadir ademas otra condicién, que es analoga a
la de (5.123) pero donde intervienen los elementos ms(i1,42,43; n). Para funciones no lineales g
de orden > 4 se procede de la misma forma.

o~

Para determinar las estimaciones con restricciones, a(n), se aplica el procedimiento que se
describe a continuacién. Denotamos por €. al conjunto de vectores en RM*! que satisfacen
las condiciones exigidas a través de los dos requisitos antes mencionados. Si 6(n) representa
la estimacién de estado obtenida en la iteracién n del filtro de Kalman, el problema que debe

~

resolverse es:

0(n) — arg i, {(60n) ~8(m)" W (B(n) — B(n) } . (5.124)

donde W es una matriz de ponderacién simétrica y definida positiva de dimension M x M. En
el caso particular de que se elija W como la inversa de la matriz de covarianza del error de
estimacién a posteriori,

W =C_l(n), (5.125)

~ ~ T
donde Cg,(n) es la estimacién de E { (0(n) — H(n)) (0(n) — 0(n)> } obtenida en las ecuacio-
nes de KF, el vector a(n) que se determina es el que maximiza la fdp gaussiana N (a(n), Ce,(n))
entre los que satisfacen las restricciones deseadas [115]. Para tal eleccién de W o cualquier otra
que se haga, el problema (5.124) puede resolverse utilizando el método de Minimos Cuadrados.

La estimacién a(n) que se alcanza con el método descrito en esta seccién se toma como
representacion final del estado del sistema en el tiempo n y es la que se utiliza en las iteraciones
siguientes de KF para calcular estimaciones de estado futuras. Para simplificar la notacion, esta
estimacién que satisface las restricciones deseadas se denota en lo sucesivo por a(n)

5.7 Meétodos N-EKF y N-UKF

Otra metodologia, alternativa a la desarrollada en la Seccién 5.6, para resolver el problema de
identificacién de sistemas planteado al inicio de este capitulo es la que se basa en utilizar filtros
recursivos no lineales. Con ello, se consigue estimar el estado del sistema de la figura 5.1 en cada
instante temporal formulando el problema en términos de una representacién estado-espacio no
lineal y haciendo uso de filtros como EKF 6 UKF para su resolucion. Dependiendo de cudl de
estos dos filtros se utilice, el método lo denominamos N-EKF 6 N-UKF.
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5.7.1 Formulacion estado-espacio no lineal

La salida yqr(n) del sistema global se expresa ahora mediante
Yor(n) = f(xrr(n),8(n)) + v(n), (5.126)

donde

0(n) = [a”(n) hT(n)]", (5.127)

P P+N k
f(Xr(n),0(n)) =Y 61(n) ( > 0i(n)zre(n —i+ P+ 1)) . (5.128)

k=0 i=P+1
Puede observarse que 8(n) es un vector de dimensién M x 1, donde ahora M se calcula como

M=P+N+1. (5.129)

La expresién (5.126) para yqr(n) constituye la ecuacidn de medida de la formulacién estado-
espacio que planteamos para nuestro problema. Para el ruido de observacién v(n) se asume que
es gaussiano de media 0, con muestras incorreladas y varianza o2(n), que se estimard en cada
instante n.

En cuanto a la ecuacion de proceso, se asume también un modelo ‘random-walk’ al no
disponer de informacion a priori acerca de la evolucién en el tiempo del estado del sistema:

O(n+1)=0(n)+w(n), n=0,...,Np — 1. (5.130)

El ruido w(n) se asume también que es un proceso gaussiano, de media 0, cuyas muestras
temporales son incorreladas y cuya covarianza en el instante n denotamos por Q(n). Esta matriz
de covarianza Q(n) se estimara en cada iteracién del filtro recursivo a la vez que se estima el
estado del sistema. Asimismo, se considera que los dos procesos de ruido, w(n) y v(n), tienen
entre si correlacién nula.

El estado inicial del sistema, 6(0), se asume que se ha generado a partir de una distribucién
de probabilidad normal de media g, y covarianza IIy: 6(0) ~ N (wg, Ilp). El valor de pug, se
calcula mediante

T

Ko = [No,a F‘g,h]T

, (5.131)

donde g 5 ¥ Ho p son los mismos que se definieron en la Seccién 5.6.2. La matriz Il se toma
como 107*1. Se asume que 0(0) es incorrelado con w(n) y v(n).

5.7.2 Regularizacién

El proceso de regularizacién que se aplica sobre el problema estado-espacio que acaba de for-
mularse en la seccién anterior es totalmente andlogo al que ya se describié en la Seccién 5.6.3
cuando se considerd la regularizacién del problema lineal obtenido por desarrollo en serie de
Volterra. Mdas especificamente, la ecuacién de medida (5.126) se aumenta para dar lugar a las
observaciones siguientes:

Yar(n) = f(xpr(n), 8(n)) + v(n), (5.132)
donde

) = |20 o), 0) = MOl O vy = |50 s
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El vector ¢(n) es el vector columna de ceros de dimensién N — 1: ¢(n) = 0.

El operador ®(n) representa la transformacion lineal que tiene por matriz asociada la matriz
de dimensién (N — 1) x M construida de la siguiente forma: en sus primeras P + 1 columnas
todos los elementos son 0 (pues son las que se corresponden con los coeficientes de la funcién
no lineal g del modelo inicial) y en sus restantes N columnas (correspondientes a los pesos del
filtro) contiene a la matriz D!(n):

®(n) =pB(n) [0 D(n)]. (5.134)

El factor multiplicativo 3(n) que se incorpora en la definicién del operador ®(n) se denomina
pardmetro de reqularizacion y su misién es equilibrar la minimizaciéon del error en la senal
estimada y la minimizacién del error de regularizacién. El valor de 3(n) se determina siguiendo
el mismo criterio L-curve que se describié en la Seccién 5.6.3.

El ruido v/(n) es un proceso aleatorio de media 0 y matriz de covarianza la identidad de
dimensién N — 1. Se asume que v'(n) es incorrelado con 6(0) y v(n), por lo que la matriz de
covarianza del proceso de ruido aumentado v(n) resulta:

Ry (n) = [ (’3{(}”) (I) ] . (5.135)

5.7.3 Aplicacién de los filtros de Kalman extendido y ‘unscented’

Una vez formulada la representacién estado-espacio, dada por las ecuaciones (5.130) y (5.132),
se considera la aplicacién de un filtro recursivo no lineal para obtener estimaciones 6(n) del
estado del sistema 6@(n) en cada instante n. El filtro recursivo puede ser el filtro de Kalman
extendido, EKF, o el filtro de Kalman ‘unscented’, UKF, que se describieron en las Secciones
5.5.2 y 5.5.3, respectivamente. En la implementacién de estos filtros es importante senalar que
tanto la ecuacion de proceso como la de medida son ahora ecuaciones vectoriales.

5.7.4 Estimacion de las matrices de covarianza de los ruidos

A menos que se disponga de informacién previa que permita establecer los valores de las matrices
de covarianza de los ruidos del modelo, es necesario realizar una estimacion para poder utilizar
tales valores en la implementaciéon de EKF 6 UKF. La metodologia presentada en la Seccién
5.6.5 se utiliza también ahora para el caso de la formulacién estado-espacio no lineal. De manera
més especifica, las mismas expresiones presentadas para la estimacién de Q(n) sirven ahora sin
modificacién. En cuanto a la varianza o2(n), ésta se estima mediante (g (n))2, con vy, (n) =

Yqr(n) — Ygr(n), donde la salida estimada a priori se calcula ahora a partir de la funcién f.

5.7.5 Restricciones

También ahora se desea que las estimaciones obtenidas para los vectores h(n), n =0, ..., Ny—1,
sean tales que sus elementos sean no negativos y que la suma de todos ellos valga 1 (h'(n) 1 =

~

1,Vn =0, ..., Ny — 1). De acuerdo con la definicién de 8 dada en (5.127) y denotando g(n)
a la estimacién con restricciones, las condiciones arriba mencionadas deben ahora imponerse
sobre los elementos 6 pr1(n), ..., 0 p+n(n), que representan la respuesta impulsional estimada

del filtro lineal. Definimos (2. como el conjunto de vectores 6(n) que satisfacen que 6;(n) > 0,
i=P+1,...,P+N,y0pii1(n)+...+60pin(n) =1. Si O(n) denota la estimacién del estado
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0(n) obtenida en la iteraciéon n de EKF (respectivamente, UKF), el problema que debe resolverse

para hallar la estimacién deseada a(n) es el siguiente:
2 , [} ~ T () —~
0(n) = arg min {(O(n) —0(n))" W (6(n) — o(n))} , (5.136)

donde W es una matriz de ponderacién simétrica y definida positiva de dimensién M x M.
Los mismos comentarios para la resolucién de (5.136) que se hicieron en 5.6.6 son también de
aplicacién ahora.

La estimacién g(n) resultante, asi como los vectores derivados a partir de ella, son los que se
utilizan como representacion del estado del sistema en el instante n. Ademas, para la estimacion
de estados futuros se considera esta estimacién, que se incorpora a las ecuaciones recursivas de
EKF 6 UKF. Para simplificar la notacion, la estimacién con restricciones pasa a denotarse en lo
que sigue por 0(n).

5.8 Modelado tiempo-variante de la relaciéon QT /RR

En esta seccién se evalian las prestaciones de los métodos VL-KF, N-EKF y N-UKF, descritos
en las secciones 5.6 y 5.7, para la identificacién del sistema tiempo-variante de la figura 5.1 a
partir del conocimiento de la sefial de entrada zzg(n), de la sefial de salida yqr(n) generada
artificialmente y del modelo formulado.

5.8.1 Planteamiento

Los datos utilizados en las simulaciones que se plantean en esta seccién se generan a partir del
modelo

yar(n) = a7 ()zx(n) + 0(n), (5.137)
donde zgg(n) = [1 2zzg(n) ... %(n)]T vy zzw(n) = hT (n)xgr(n). Los vectores de pardmetros

h(n) y a(n) y el ruido de observacién v(n) se definen tal como se describe en el apartado siguiente.

El propésito final es determinar h(n) y a(n) conociendo zzg(n), yor(n) y el modelo conside-
rado. Segun el método utilizado para la estimacién, el vector 8(n) que agrupa los pardmetros que
deben estimarse se define como en (5.80), si el método es VL-KF, o como en (5.127), si el método
es N-EKF 6 N-UKF. En el primer caso, una vez obtenida la estimacién a(n), se determinan las
estimaciones de h(n) y a(n) mediante

ap(n) = Op(n), (5.138)
i)
ag(n) = Y Bi(n), k=1,...,P, (5.139)
S
hi(n) = Eltn) fis1(n), i =0,...,N —1. (5.140)

En el caso de que el método empleado sea N-EKF 6 N-UKF, las estimaciones de h(n) y a(n) se
deducen mediante

ar(n) =0x(n), k=0,...,P, (5.141)
hi(n) = Opy144(n), i =0,...,N —1. (5.142)
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5.8.2 Simulaciones

La senal de entrada al sistema se extrae de la serie de intervalos RR de un registro de la base
de datos de BPC, que se describe en la Seccién 6.2.1. Sobre tal senal se aplica un preprocesado
(descrito en la Seccién 6.2.2) que elimina posible outliers y posteriormente se realiza una inter-
polacién con frecuencia de muestreo de 1 Hz. Esta senal se repite tres veces para disponer de
un numero suficiente de muestras. El ntimero de observaciones Ny se fija en Ny = 15000 y el
orden del filtro lineal para la simulacién se elige como N=7. Para el orden P del polinomio de
Taylor g se toman como posibles valores P=1 y P=2. No se estudian érdenes mayores para la
funcién g, ya que para la aplicacién al anglisis dindmico QT'/RR basta con considerar funciones
lineales o cuadraticas, tal como se senald al inicio del capitulo. La senal de entrada al sistema
global, xgr(n), n =0, ..., Ny — 1, se define como la que contiene los primeros Ny valores de la
serie de RR interpolada, empezando a partir de la muestra N, de modo que quede bien definido
el vector xgr(n) en cada instante n. Para el proceso de ruido v(n), se construye éste a partir
de distribuciones gaussianas independientes de media 0 y varianza o2(n), donde o,(n) se toma
como 1.8 ms, n =0, ..., Ny — 1. Con este valor para la varianza, la relacién senial a ruido es de
aproximadamente 15 dB.

En lo que sigue, se proponen tres tipos diferentes de simulacién segin la naturaleza de los
parametros a estimar. A su vez, cada uno de tales tipos de simulacién se lleva a cabo para el
caso en que el orden P de la funcién g sea P=1 6 P=2. En total, se proponen, pues, 6 tests de
simulacién distintos. Estos se describen a continuacién.

En el primer tipo de simulacién (tipo I), los pardmetros del sistema contenidos en los vectores
h(n) y a(n) se consideran invariantes en el tiempo.

e para el test 1.1, se define la respuesta impulsional del filtro lineal como h(n)=[ 0.2531
0.2025 0.1620 0.1296 0.1037 0.0829 0.0663 ]T, n=20,..., Nr — 1, y los coeficientes
del polinomio de Taylor de primer orden se definen como a(n) = [ 0.3 0.14 ]7. Debe
observarse que estas definiciones corresponden al caso particular en que los pardmetros del
sistema son tiempo-invariantes y, ademas, deterministas.

e para el test 1.2, se define la misma respuesta impulsional h(n) que en el test I.1 y se
considera el vector a(n) definido por a(n) = [ 0.3 0.14 -0.08 |%.

En el segundo tipo de simulacién (tipo II), se considera que h(n) varia en el tiempo, mientras
que a(n) sigue siendo tiempo-invariante.

e en el test IL.1, el vector a(n) se define mediante a(n) = [ 0.3 0.14 |7 y los pesos del filtro
lineal se generan a partir de un modelo de Markov de orden 1 de la forma siguiente:

h(n+ 1) = h(n) + wp(n), (5.143)

donde wy(n) se considera un proceso aleatorio cuyas muestras se obtienen de distribuciones
gaussianas independientes de media 0 y matriz de covarianza O'}%I, con 0,=3.2-107% e I
la matriz identidad de orden N. El vector h(0) se define tal como se describié en el test
I.1. Para garantizar que la respuesta impulsional definida cumple las restricciones que se
asumen sobre el modelo, se descartan valores negativos que pueda tomar h(n) (asignandoles
valor 0) y posteriormente se realiza un escalado que permite asegurar que hT(n) 1=1.

e ¢l test I1.2 se define de la misma forma que se definié el test II.1, pero en este caso el vector
a(n) toma valores a(n) = [ 0.3 0.14 -0.08 ]T.

El tercer tipo de simulacién (tipo III) trata con el caso mds general en el que tanto el
subsistema lineal como el no lineal que componen el sistema global pueden ser variantes en el
tiempo.
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e para el test IIL.1, h(n) se define tal como se describi6 en el test I.1 y a(n) se obtiene
también a partir de un modelo de Markov de orden 1:

a(n+1) = a(n) + wg(n), (5.144)

donde w,(n) se genera a partir de distribuciones gaussianas independientes A (0, 02T), con
0,=3.2-10"% e I la matriz identidad de orden 2. El vector inicial a(0) se define como se
definié a(n) en el test I.1.

e para el test II1.2, los vectores h(n) y a(n) se definen sobre la misma base que en el test
II1.1, con la diferencia de que ahora cada a(n) es vector en R3*! y su inicializacién a(0)
se toma de la definicién de a(n) en el test 1.2.

En la figura 5.2 se presentan realizaciones particulares de los vectores h(n) y a(n) utilizados
en cada uno de los 6 tests de simulacién que acaban de describirse. Sélo en algunos casos, aquéllos
en los que el vector contiene pardmetros deterministas (tests I.1 y 1.2), se muestran los valores

exactos.
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Figura 5.2: Vectores de pesos h(n) y de coeficientes a(n) utilizados en los tests de simulacién
descritos en la Seccién 5.8.2. Los paneles (a) y (b) corresponden al test 1.1, (c) y (d) al test 1.2,
(e)y (f) al IL.1, (g) y (h) al I1.2, (i) y (j) al IIL.1 y (k) y (1) al IIT.2.

Para cada uno de los tests de simulacién, se evalda la actuacion de los métodos propuestos
(VL-KF, N-EKF y N-UKF) mediante la consideracién de simulaciones de Monte Carlo. Para
ello, se define un nimero IV,,, de realizaciones distintas de los datos generados a partir del modelo
(5.137). En esta tesis, se ha elegido N,.,=50. Para cada repeticién j = 1, ..., N,.., se genera
una realizacién distinta de los vectores de pardmetros, hU)(n) y al)(n) (salvo en el caso de
pardmetros deterministas, en donde h)(n) y al)(n) toman siempre el mismo valor para todas

las realizaciones), y se genera también una realizacién vU )(n), n=20,..., Nr — 1, del ruido de

observacion. Utilizando tales valores, se construye ygT)(n) de acuerdo con la expresion siguiente:

D (n) = (a(y')(n))T 29 (n) + v (n), (5.145)

j . . i ; . T
donde z%(n) contiene las potencias 0 a P de z%(n), con z%(n) = (hWD(n))" xzx(n).
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A partir de los datos yg%(n) y del modelo planteado, se procede a obtener estimaciones
h()(n) y al)(n) utilizando cada uno de los métodos propuestos. Con los valores obtenidos, se
calcula el error cometido en la identificacién de cada peso del filtro lineal y cada coeficiente del

polinomio de Taylor:

& (n) = b (n) =B (n), i = 0,...,N —1, (5.146)
ei(n) =af (n) @ (n), k = 0,..., P. (5.147)

Considerando los errores calculados para todas las repeticiones de MC, podemos evaluar su
media y su varianza segun las expresiones siguientes:

e ]la media se estima mediante

Nrea

— 1

E{e,(n)} = & S ey, i=0,...,N—-1, (5.148)
rea ]:1
— 1 Nrea .
Efea(n)} = > D), k=o0,...,P, (5.149)
rea ]:1
e la varianza se estima mediante
— 1 Nrea
var{enm)} = =Y (¢ - E{en(m)}) , i=0,....N=1,  (5.150)
rea ‘]:1
— 1 Nrea o — 2
var {ea, (n)} = > (€D (n) —E{eak(n)}> , k=0,...,P (5.151)
rea le

Debe hacerse notar que los procedimientos recursivos empleados en el proceso de estimacion
(KF, EKF 6 UKF) proporcionan medidas de su propia evolucién, pues ademés de calcular 6(n),
que es una estimacién de la esperanza del estado 8(n) del sistema, también calculan Cg,(n),
que es una estimacién de la matriz de covarianza del error €g(n) cometido en la estimacién de
los parametros. Sin embargo, dado que en las metodologias propuestas en esta tesis se afade un
paso final en cada iteracién del filtro, en la cual se modifican las estimaciones para introducir
las restricciones deseadas, es necesario volver a calcular la media y la varianza del error a partir

de estas nuevas estimaciones.

5.8.3 Estimacion del modelo con los métodos VL-KF, N-EKF y N-UKF

Los problemas inversos planteados en los tests de simulacién descritos en el apartado anterior
se resuelven considerando en el proceso de estimacion los mismos 6rdenes N y P utilizados para
simular los datos.

Los resultados para el test de simulacion I.1 se muestran en liﬁ\gura 5.3. La media estimada
del error en la identificacién del primer peso del filtro lineal, E{ep,(n)}, se presenta en la figura
5.3(a), calculada para cada uno de los métodos analizados. Puesto que en este test el orden
del segundo subsistema es P=1, las metodologias N-EKF y N-UKF proporcionan los mismos
resultados. Asi, en la figura 5.3 se muestra en verde la actuacién de VL-KF y en rosa la de N-
EKF y N-UKF. Debe observarse que, por ser el polinomio g de orden P=1, las aproximaciones
N-EKF y N-UKF coinciden también tedricamente con VL-KF. Sin embargo, el planteamiento
difiere debido a que el vector de parametros estimado por los filtros es diferente en uno y otro caso.
Esto afecta a la estimacion de las matrices de covarianza y justifica asi las diferencias encontradas
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en los resultados obtenidos con el método VL-KF y los conseguidos con N-EKF y N-UKF'. La
varianza estimada, var {ep,(n)}, se utiliza para calcular la desviacién estdndar, que se presenta

en la figura 5.3(a) sumada y restada a los valores de £ @)} Los resultados correspondientes a
la identificacién del dltimo peso hy_1(n) se muestran en la figura 5.3(b). Puede apreciarse c6mo
los tres métodos proporcionan resultados practicamente idénticos, convergiendo a los verdaderos
valores de ho(n) y hy—1(n) utilizados en la simulacién. Esta misma afirmacién es valida para
la estimacién de los restantes pesos intermedios, para los que se comprueba que la media del
error en su estimacién queda siempre por debajo de 6-1072 y la varianza por debajo de 1073. En
cuanto a la estimacién de los coeficientes ag(n), k = 0, 1, del polinomio de Taylor g, se presentan
los resultados relativos a la media y desviacién estandar del error en la figura 5.3(c) para ag(n)
y en la figura 5.3(d) para a;(n). Puede también comprobarse en este caso la convergencia de los
métodos propuestos a los valores de ag(n) y ai(n) utilizados en la simulacién de los datos.

01 (a) 01 (b)

error epq (n)
°

error epy (1)
o

-0.1 -0.1
) 5000 10 15000 ) 5000 10 15000
tiempo n lioso) tiempo n ((Oso)

@ (@

error eao( )
°

error €4 (n)
o

-0.1 -0.1
0 5000 10f 15000 0 5000 100 15000
tiempo n ltoso) tiempo n ((Oé))

Figura 5.3: En (a) y (b) se presentan media £ desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho(n) ¥ €nn,(n), respectivamente, para el test I.1. En (c) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a €,,(n) y €4, (n), respectivamente. En cada una de las gréficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos
N-EKF y N-UKF.

Para el test 1.2, los resultados se presentan en la figura 5.4. En este caso, el método VL-
KF se presenta en verde, N-EKF en celeste y N-UKF en rosa. En la figura 5.4(a) se muestra
la media y la desviacién estdandar del error correspondientes al peso hg(n), mientras que los
resultados para hy_1(n) se muestran en la figura 5.4(b). Para los restantes pesos h;(n), el
error presenta una media inferior a 0.019 y varianza inferior a 1.8-107%. Puede también en
este caso observarse un alto grado de coincidencia entre los valores a los que convergen las
estimaciones y los verdaderos valores h;(n) definidos en la simulacién, siendo este resultado
aplicable a cualquiera de los tres métodos analizados. Los resultados de la estimacién de los
coeficientes ag(n), k = 0, 1, 2, se presentan en las figura 5.4(c) y 5.4(d). Los tres métodos son
capaces de identificar tales coeficientes.

En el test II.1, puede afirmarse que los métodos propuestos son capaces de seguir las varia-
ciones temporales simuladas para los pesos h;(n) del filtro lineal a la vez que llevan a una répida
convergencia en la identificacién de los coeficientes de la funcién g. Esto se ilustra en la figura 5.5.
En las figuras 5.5(a) y 5.5(b), donde se muestran la media y desviacién estandar de los errores
€ho(n) v €ny_, (), respectivamente, puede apreciarse que los resultados proporcionados por el
método VL-KF son levemente mejores que los de N-EKF y N-UKF. En cuanto a los coeficientes
ax(n), k = 0, 1, los métodos propuestos convergen a los verdaderos valores tedricos, tal como
puede comprobarse a partir de las figuras 5.5(c) y 5.5(d).

Para el test I1.2, los resultados relativos a la estimacién de los pesos ho(n) y hn—_1(n) se
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Figura 5.4: En (a) y (b) se presentan media + desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho(1n) ¥ €ny, (n), respectivamente, para el test 1.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a €4,(n), €4, (N) ¥ €4, (1), respectivamente. En cada una de las graficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.
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Figura 5.5: En (a) y (b) se presentan media £ desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho(n) ¥ €ny.,(n), respectivamente, para el test II.1. En (¢) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a €,,(n) y €4,(n), respectivamente. En cada una de las gréficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos

N-EKF y N-UKF.

presentan en las figuras 5.6(a) y 5.6(b). En este caso, el comportamiento del método VL-KF
estd algo por debajo de los de los otros dos métodos, aunque resulta inapreciable a la vista de la
grafica. El método N-UKF es sélo ligeramente mejor que N-EKF. Por otra parte, se muestran
en las figuras 5.6(c)-5.6(e) las medias y desviaciones estandar de los errores en la estimacién de
los coeficientes ag(n), k = 0, 1, 2. Puede comprobarse que los tres métodos acaban convergiendo
a los valores verdaderos utilizados en la simulacién de los datos.

El test III.1 confirma que los métodos propuestos son capaces de seguir a la vez variaciones
temporales lentas de la respuesta impulsional h(n) y del vector de coeficientes a(n) de la funcién
polinémica g, aunque en este caso los errores son mayores que en los anteriores tests. En las
figuras 5.7(a) y 5.7(b) se presentan los resultados relativos a la estimacién de h(n) y en las figuras
5.7(c) y 5.7(d) los relativos a a(n). De los métodos testeados, el que proporciona una mejor
aproximacion a los valores verdaderos utilizados para simular es VL-KF, si bien las diferencias

no son sustanciales.

Para el test I11.2, los resultados se muestran en la figura 5.8. El método N-UKF es el que mejor
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Figura 5.6: En (a) y (b) se presentan media + desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho (1) ¥ €nn, (1), Tespectivamente, para el test IL.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a €4,(n), €4, (N) ¥ €4, (1), respectivamente. En cada una de las graficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.
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Figura 5.7: En (a) y (b) se presentan media + desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho(1n) ¥ €ny,(n), respectivamente, para el test IIL.1. En (c) y (d) se muestran los resultados
correspondientes a €4,(n) y €, (n), respectivamente. En cada una de las gréficas, la curva de
color verde es la asociada al método VL-KF, mientras que la rosa corresponde a los métodos

N-EKF y N-UKF.

sigue las variaciones en el tiempo de los pesos del vector h(n), mientras que en la estimacién de
los coeficientes del vector a(n) es mas preciso VL-KF.

Como conclusién del estudio de simulaciéon planteado en esta seccidn puede extraerse que,
para el tipo de variaciones de los parametros que se han simulado, los tres métodos propuestos
(VL-KF, N-EKF y N-UKF) son capaces de realizar una buena estimacién. En los casos en los que
el orden del segundo subsistema es P=2 se observa que el método N-UKF es ligeramente superior
al método N-EKF. A este respecto hay que sefialar que cabria esperar diferencias mayores entre
ambos métodos si se hubieran simulado funciones altamente no lineales. Los vectores h(n) y
a(n) que se han generado en cada uno de los seis tests disenados toman valores dentro del rango
de los que pueden encontrarse en el analisis de la relacién QT'/RR sobre registros reales, que es
el propésito del estudio que se realiza en el Capitulo 6. Considerando la actuacién del método N-
UKEF en el estudio de simulacién propuesto y contrastdndola con la de VL-KF, puede aseverarse
que, aun siendo ambos muy similares, se recomienda la utilizacion de VL-KF cuando el orden
del sistema es P=1, mientras que N-UKF resulta més apropiado cuando se trata de estimar
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Figura 5.8: En (a) y (b) se presentan media + desviacién estandar de los errores de estimacién
€ho (1) Y €y, (n), respectivamente, para el test II1.2. En (c), (d) y (e) se muestran los resultados
correspondientes a €4,(n), €4, (N) ¥ €4, (1), respectivamente. En cada una de las graficas, la curva
de color verde es la asociada al método VL-KF, la celeste a N-EKF y la rosa a N-UKF.

sistemas de orden P=2, més si cabe teniendo en cuenta que el nimero de parametros que deben
estimarse en este caso es sustancialmente menor si se utiliza N-UKF que si se opta por VL-KF.
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Capitulo 6

Modelado QT/RR tiempo-variante.
Respuesta a cambios stibitos del
ritmo cardiaco

6.1 Objetivos

En este capitulo se analiza dindmicamente la dependencia del intervalo Q1 respecto del intervalo
RR sobre registros ECG que presentan cambios muy marcados en el ritmo cardiaco. Los registros
se obtienen de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales. Cada uno
de estos cambios provoca una alteracién muy sustancial de la frecuencia cardiaca, en algunas
ocasiones aumentandola y en otras disminuyéndola. Se dispone, por tanto, de un escenario
muy apropiado donde evaluar la respuesta de la repolarizaciéon. Para investigar la dependencia
QT /RR, se considera un modelo como el descrito en la Seccién 5.2 (ver figura 5.1), que es capaz
de seguir la evolucién temporal de la adaptacién del intervalo QT a lo largo del registro. Ademas,
dado que el modelo propuesto es general, ya que no considera funciones especificas de la relacién
entre el QT y el RR, el mismo modelo puede aplicarse también para estudiar la dependencia de
otros indices de la repolarizacion con respecto al ritmo cardiaco. En particular, en este estudio
analizamos también el indice T, [148], que mide la amplitud de la onda T. Este indice, que ya
se describié en la Seccién 2.4.6, es dependiente del ritmo cardiaco y sus valores se hacen cada
vez mayores seguin el ritmo se acelera, indicando asi que la onda T se vuelve mds alta [100]. El
interés de investigar los cambios en la morfologia de la onda T segiin varia el ritmo cardiaco ha
quedado puesto de manifiesto en diversos trabajos [100,148], por lo que consideramos también
en nuestro estudio el andlisis dindmico 7T, /RR, ademas del ya mencionado andlisis QT /RR.

A partir del modelo de la figura 5.1, se detallan los objetivos de este capitulo tal como se
expone a continuacién. En la descripcion de cada uno de estos objetivos se hace referencia sdlo
al intervalo QT', pero el mismo andlisis se aplica también considerando como senal de salida del
sistema propuesto la serie de medidas de T, : yr.(n), n =0, ..., Ny — 1. Los objetivos son:

e Identificacion, para cada registro analizado y cada instante temporal n, del perfil 6ptimo
de histéresis, que representa la dependencia del intervalo yqr(n) respecto de la historia
xgrr(n) de intervalos RR previos. Este perfil viene dado por la respuesta impulsional h(n)
del subsistema lineal de la figura 5.1.

e Evaluacién de la medida de RR promedio, zgg(n), n = 0, ..., Ny — 1, con la que se
relaciona de manera 6ptima cada intervalo QT, yqr(n), n =0, ..., Ny — 1. Esta medida
se corresponde con la salida del subsistema lineal y es la entrada al subsistema no lineal
de la figura 5.1.
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e Calculo de la funcién polinémica que modela la relacién entre el intervalo QT y el intervalo
RR promedio, RR, en un entorno de cada medida RR. Esta funcién g (., a(n)) es la
representada en el segundo subsistema de la figura 5.1.

e Investigacion de las diferencias en la adaptacion del intervalo QT ante aceleraciones y
deceleraciones del ritmo cardiaco.

6.2 Datos

6.2.1 Poblacion de estudio

En este estudio se evaltan registros ECG de 33 sujetos sanos, todos ellos varones, con una media
de edad de 33.00£7.62 anos. Los registros se recogieron en el hospital Saint George’s (Londres,
U.K.) y se grabaron mientras los sujetos seguian un protocolo establecido de cambios posturales
(de posicién supina a sentado, de sentado a levantado, .. .). Las duraciones de los registros oscilan
entre 50 minutos y 2 horas.

6.2.2 Medidas electrocardiograficas

Todos los registros analizados corresponden a ECGs continuos de 12 derivaciones digitalizados
con frecuencia de muestreo de 500 Hz. Para cada registro se selecciona la derivacién que presenta
mayor relacién senal a ruido y sobre ella se miden los indices RR, QT y T,. Para llevar a cabo las
mediciones, se utiliza el sistema de delineaciéon automatica basado en la transformada wavelet
que se describe en [149]. Para eliminar posibles outliers de las series de RR, QT y T, obtenidas, se
hace uso de un filtro MAD (Desviacién Absoluta Media) [124]. Por iltimo, las series se interpolan
con frecuencia de muestreo de 1 Hz y se filtran utilizando un filtro paso-bajo con frecuencia de
corte 0.05 Hz, de modo que se eliminan las componentes de baja y alta frecuencia debidas a las
influencias de las dos ramas (simpético y parasimpético) del SNA [125].

6.3 Andlisis de la adaptaciéon QT /RR y T./RR

6.3.1 Seleccién de los 6rdenes del modelo

Para investigar la adaptacién latido a latido de los indices QT y T, a los cambios en el ritmo
cardiaco se consideran las metodologias introducidas en las Secciones 5.6 y 5.7. La aplicacién
de dichas metodologias para la identificacién del sistema propuesto requiere, en primer lugar,
establecer el orden N del subsistema lineal, representado por h(n), y el orden P de la funcién
polinémica g (., a(n)). En lo que sigue vemos cémo se eligen los valores de N y P en el analisis
de cada uno de los indices QT y T,.

Intervalo Q)7T: Para el orden N, una eleccién apropiada es N=50, tal como ya se justificé en
el Capitulo 5 sobre la base de los resultados obtenidos en el Capitulo 4.

En cuanto al orden P del segundo subsistema, dado que en el andlisis de registros reales sélo
puede valorarse la actuacién de las distintas metodologias de estimacién mediante el cdlculo del
error a la salida del sistema, procedemos de la forma siguiente. Tomamos la serie zgg(n) como
senal de entrada al sistema y la serie yqr(n) como salida del mismo. Cada una de estas sefales se
repite tres veces y, una vez realizado el procesado correspondiente, se considera el andlisis sobre
la dltima repeticién, evitando asi considerar la parte transitoria inicial del algoritmo. A partir de
las sefiales de entrada y salida, procedemos a la estimacién de los vectores de pardmetros h(n)
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y a(n) considerando como posibles érdenes del subsistema no lineal P=1 6 2. De acuerdo con
los resultados de las simulaciones presentados en la Seccién 5.8, en el caso de P=1 utilizamos
la metodologia VL-KF, mientras que si P=2 empleamos N-UKF. Aplicando cada una de estas
dos metodologias, obtenemos las correspondientes sefiales estimadas a la salida del sistema, que
denotamos por Yo p(n), donde P=1 6 2. Evaluamos el error cuadratico medio a través de

1 Nr—1 3
€qrp = (F Z (yar(n) — @\QT,P(n))2) . (6.1)
T n=0

Los resultados del andlisis muestran que las diferencias entre la utilizaciéon de P=1y P=2 son
minimas, quedando éstas siempre por debajo de 1 ms. En consecuencia, puede concluirse que
para modelar localmente la relacién entre el intervalo QT y el intervalo RR, basta considerar
un desarrollo de Taylor de primer orden. La metodologia utilizada para el andlisis es VL-KF'.

Indice T,: Para la determinacion del orden N indicativo del tiempo de memoria del indice T,
se realiza un estudio previo siguiendo los mismos pasos que se detallaron en las Secciones 4.3.1
y 4.3.2 para el intervalo Q7. Procediendo de este modo sobre los registros de la base de datos
analizada en el presente capitulo, comprobamos que el tiempo necesario para cubrir el 90 % de
la adaptacién de T, es inferior a 1 minuto en todos los registros analizados excepto uno. Mas
aun, observando los perfiles de adaptacién obtenidos es posible apreciar que, al igual que ocurria
con el intervalo ()T, el proceso comprende dos fases claramente diferenciadas: una primera fase
de adaptacion muy rapida y una segunda fase mucho mas lenta que tarda bastante mas tiempo
en completarse. En el caso de T,, la fase rdpida tiene lugar en menos de 10 s y con ella se cubre
més del 50 % del proceso total de adaptacién. En cualquier caso, para el anélisis tiempo-variante
de la relacién T,/RR que se desarrolla en este capitulo, se considera el mismo orden N=50 que
se utilizé para el intervalo QT y se espera corroborar que, efectivamente, la adaptacion de T, es
mas rapida.

Con respecto al orden P del segundo subsistema, se calcula el error er, » de modo analogo
a como se hizo para el intervalo Q7. Pueden ahora observarse mayores diferencias segin que el
orden elegido para el segundo subsistema sea P=1 6 P=2. En particular, las diferencias entre
los dos ordenes son de entre 50 y 150 uV en la mayoria de los registros analizados, siendo la
elecciéon P=2 mas favorable. Esto implica que, para modelar localmente la relacién entre T, y
RR, resulta mas conveniente utilizar un polinomio cuadratico que uno lineal. La metodologia
N-UKF es, en este caso, la seleccionada para el analisis.

6.3.2 Promediado del RR con perfil individualizado dinamico

Con los valores establecidos en la seccién anterior para los 6rdenes N y P del sistema que
modela la relacién QT'/RR y, andlogamente, la relacién T,/ RR, procedemos ahora a determinar
de manera individualizada el estado de dicho sistema a lo largo del tiempo de registro. La
metodologia de estimacién empleada para tal fin es VL-KF en el caso del anélisis QT /RR, y N-
UKF para el andlisis T,/ RR. El uso de estas dos diferentes metodologias ha quedado justificado
en la Seccién 6.3.1 y es consecuencia del orden P elegido como 6ptimo en cada uno de los casos.
Tal como se detallé en las Secciones 5.6 (para la metodologia VL-KF) y 5.7 (para N-UKF), estd
garantizado que las soluciones h(n) y a(n) obtenidas cumplen con las restricciones deseadas, por
lo que, en cada instante n, el vector fl(n) representa un verdadero perfil de histéresis en el que
se cuantifica porcentualmente la influencia que sobre el intervalo yqr(n) (andlogamente yr,(n))
ejercen cada uno de los 50 intervalos RR que le preceden, contenidos en xzg(n). Asimismo, el
vector a(n) obtenido de la estimacién proporciona la forma éptima de relacionar localmente el
intervalo QT, o el indice T}, con la historia de intervalos RR previos, siendo tal relacién lineal
en el caso de QT y cuadratica en el caso de T,.



Capitulo 6. Modelado QT'/RR tiempo-variante. Respuesta a cambios siibitos del
152 ritmo cardiaco

6.3.3 Determinacién de la memoria efectiva

A partir del perfil de pesos dindmico IAl(n) derivado en la seccién anterior, se propone una
medida cuantitativa del tiempo que requiere cada uno de los indices analizados, QT 6 T,, para
seguir los cambios que se producen en el ritmo cardiaco. Dicha medida, que se actualiza en cada
instante temporal n, se denota por LQTO (n) y se calcula, para cada perfil h(n), a partir del modelo
exponencial que lo aproxima. A este respecto cabe sefialar que, en cada tiempo n, se dispone de
una tal aproximacion exponencial, que es la que se utiliza cuando se incorpora la regularizacién
dindmica en las metodologias VL-KF y N-UKF (ver expresiones (5.97) y (5.133)). La definicién
de LgTo(n) considera que el modelo exponencial de aproximacién, que se ha estimado a partir
de los IV intervalos RR inmediatamente precedentes, puede extenderse hasta definir una curva
de 300 pesos, como las tratadas en el Capitulo 4 para el andlisis QT'/RR tiempo-invariante.
Para esta curva, se calcula su suma acumulada y se determina la duracién en segundos de la
ventana que cubre un 90 % de la adaptacién del intervalo QT y del indice T,, respectivamente.
De esta forma, la medida dindmica L};(n) también representa la duracién de la ventana en la
que quedan recogidos todos aquellos ciclos cardiacos previos que tienen una influencia notable
sobre la medida de la repolarizacién correspondiente al instante n. Si el modelo exponencial se
expresa mediante:

b (n) ~ k(n)ai(n), i=0,...,N —1, (6.2)

consideramos su extensién hasta completar una longitud N=300:

hi(n) = k(n)a*(n), i=0,...,N — 1, (6.3)

donde k(n) en la expresion (6.2) y £(n) en (6.3) son constantes de normalizacién. A continuacién
definimos el vector § que representa la suma acumulada de h:

~ Nﬁlv
bi(n) = > hj(n) ,i=0,...,N—1. (6.4)

J=

Estableciendo el umbral n=0.1, determinamos el primer indice ¢y para el cual 6i0 (n) < n, resul-
tando:

o = [loga(n) (77 +a(n)(1 - 77))} (6.5)

donde [.] denota la funcién parte entera. Puede observarse que para 0 < a(n) < 1y N grande
(en este caso, N =300), se tiene que oV (n) es muy préximo a 0, por lo que puede aproximarse
19 mediante:

7 ] (6.6)

io ~ [loga(n) ’7} - [lna(n)

La medida LJ,(n) = i, para io definido en (6.6), resulta sélo dependiente del valor de a(n) que
se determina en la iteracién n del algoritmo adaptativo empleado para la estimacion.

Esta medida del tiempo de adaptacion supone una generalizacion para el analisis tiempo-
variante de la medida L;‘)ro definida en la Seccién 4.3.3 para el analisis tiempo-invariante. Puede
apreciarse que, dado que LgTo(n), segin se ha definido en este capitulo, varia con n, resulta
ahora posible detectar aquellos episodios del registro donde la adaptacion de la repolarizacién es
anormalmente lenta, si es que esto ocurre. Por tanto, desde el punto de vista clinico, se dispone
de una técnica con la cual evaluar posibles heterogeneidades temporales en la repolarizacién
ventricular.
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6.3.4 Relaciéon QT/RR y T,/RR en aceleraciones y deceleraciones del ritmo
cardiaco

En cada registro se evalian los valores que toma la variable Lgo(n) separadamente en periodos
de ritmo cardiaco estable e inestable. Especificamente, se considera la técnica descrita en la
Seccion 4.3.5, mediante la cual se determinan aquellos segmentos del registro donde la serie de
RR presenta transiciones muy abruptas. Se denota por G, al conjunto que contiene los indices
de cada uno de estos segmentos y se define nl como el instante final del segmento j-ésimo,
j € Gpa. Puesto que puede ser util, desde el punto de vista clinico, distinguir las aceleraciones
de las deceleraciones del ritmo cardiaco, se considera la particion Gpy, = Gp U GG, donde Gp
contiene los indices de episodios donde el ritmo cardiaco disminuye y G, aquéllos donde el
ritmo aumenta. Los cardinales de cada uno de estos tres conjuntos se denotan por Jpa, Jp y
J, respectivamente. Se calcula el tiempo medio de adaptacién en periodos de deceleracién y
aceleracién mediante:

o= 3 Lhnd), (6.7)

o Jj€GD
1 .
Sy = T Z LQTO(”Q' (6.8)
A
JEGA

Para poder establecer una comparacion con el tiempo de adaptaciéon medido en periodos de ritmo
cardiaco estable, se procede asimismo a determinar aquellos periodos del registro que presentan
tal condicién. Para ello, se utiliza la misma técnica descrita en la Seccién 4.3.5, pero en este caso
se seleccionan aquellos indices j de segmentos para los cuales o2, (j) < 0.5 72, garantizando
asi que las variaciones del RR en tales segmentos son de magnitud muy pequena. Se denota
por Gy al conjunto de los indices seleccionados, con cardinal Jg, y se evalia el tiempo medio de
adaptacién mediante: .

s = - Z Lgo(nl), (6.9)

® jeGs

donde ahora n? indica el instante final de un segmento de ritmo estable.

En el caso de la relaciéon QT /RR, que se ha comprobado que queda adecuadamente modelada
por un polinomio de Taylor de primer grado en un entorno de cada punto, resulta de interés
investigar las variaciones del coeficiente @j(n) con respecto a los valores de RR obtenidos a
la salida del subsistema lineal. La evaluacion de dichas variaciones se lleva a cabo calculando
el coeficiente de correlaciéon de Pearson entre a;(n) y zgg(n) separadamente en situaciones de

cambios abruptos del ritmo cardiaco (p’, j € Gpyx = Gp UG,) y en situaciones de ritmo estable
(p, j € Gs). Los valores medios pp, y ps se calculan mediante:

pn= g A = T (6.10)

JE€GDA S jeGs
6.4 Resultados

6.4.1 Adaptacion del QT a cambios en el RR

Seguimiento temporal de la histéresis: Con la metodologia utilizada en este capitulo
es posible evaluar dindmicamente la dependencia del intervalo QT respecto de intervalos RR
previos. En la figura 6.1 se muestran, a modo de ejemplo, los resultados del analisis para uno de
los registros de la poblacién de estudio descrita en 6.2.1. En las figuras 6.1(a) y 6.1(b) se presentan
las series de intervalos RR y QT correspondientes al registro analizado. En la figura 6.1(c) se
muestra la contribucién de los 10 intervalos RR inmediatamente precedentes a cada medida de
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9
QT, que viene expresada a través de Z hi(n). En la figura 6.1(d) se muestra la contribucién

i=0
de los restantes intervalos RR contenidos en la ventana de duracion N=50 segundos, esto es, se
N-1

representa Z hi(n).
i=10

A partir de la observacién de estas graficas es posible apreciar diferencias en la adaptacién
del intervalo QT segun se trate de episodios de ritmo cardiaco estable o inestable. En particular,
puede comprobarse que, ante cambios bruscos en la frecuencia cardiaca, se hace méas notable la
influencia de intervalos RR lejanos, lo que indica un mayor grado de memoria en la adaptacion
del QT'. Para profundizar mas en este tipo de situaciones, se ha seleccionado un fragmento del
registro completo de la figura 6.1 caracterizado por contener una transicién muy marcada del
ritmo cardiaco. Las series de RR y QT de tal fragmento se presentan en las gréficas 6.2(a) y
6.2(b), donde son claramente visibles los segmentos correspondientes a estabilidad, deceleracién
y aceleracién del ritmo. En la grafica 6.2(c) se muestra el tiempo de adaptacién del QT medido
segun la variable L9TO (n) descrita en la Seccién 6.3.3. Puede observarse que, en algunos instantes,
L3, (n) alcanza valores cercanos a los dos minutos, especialmente tras producirse una deceleracién
del ritmo. Junto con esta tultima grafica se acompanan los perfiles de adaptacién fl(n) extraidos
para ciertos instantes representativos dentro del fragmento analizado. La velocidad de caida de
cada una de dichas curvas evidencia que la adaptacién es mas lenta en episodios de inestabilidad
del ritmo cardiaco y todavia mas tras una deceleraciéon que tras una aceleracién del mismo.

Seguimiento temporal de la regresién QT /RR: En las graficas 6.1(e) y 6.1(f) se muestra
la evolucién de los coeficientes ag(n) y a1(n) de la funcién polindmica g que modela la relacién
entre QT y RR para el registro cuyas series se han mostrado como ejemplo en 6.1(a) y 6.1(b). Las
variaciones de la pendiente @ (n) reflejan cémo la relacién QT /RR se hace mas/menos acusada
al producirse una deceleracién/aceleracién en el ritmo cardiaco. Para el fragmento de registro
presentado en la figura 6.2, se muestran en los paneles 6.2(d), 6.2(e) y 6.2(f) tres dibujos en
los que el intervalo QT se enfrenta al intervalo RR, donde este tltimo se ha calculado en cada
caso para un valor de N distinto. El primero de estos dibujos corresponde a N=1, el segundo a
N=30y el tercero a N=>50. En el primer caso (N=1), en el que sélo se considera la dependencia
del QT respecto del RR inmediatamente anterior, el ‘loop’ QT/m es mucho més ancho que
en el segundo caso (N=30) y la diferencia es atin mds pronunciada si se compara con el tercer
caso (N=>50), para el cual el ‘loop’ pricticamente se ha cerrado. Este hecho nos da una idea de
la importancia de tener en cuenta el tiempo de adaptacion del intervalo QT si desea darse una
expresion analitica de la relacién entre QT y RR.

Comparacién deceleraciones / aceleraciones / periodos estables del ritmo cariaco:
Los resultados cualitativos presentados para un determinado sujeto de la poblacién de estu-
dio pueden cuantificarse para todos los sujetos examinados utilizando las variables sp, sx y
Ss, que miden el tiempo medio de adaptacién al final de periodos de deceleracién, aceleracién
y estabilidad de la frecuencia cardiaca, respectivamente. Si promediamos los valores de estas
variables entre todos los registros, se obtienen las siguientes medias y desviaciones estandar:
sp=48.401+25.70 s, 5,=34.791+13.63 s y s4=27.38+15.14 s. El p-valor en la comparacién de sy vs
ss es p=2.2-10"%, mientras que el de s, vs ss es p=4.4-10"2. Pueden apreciarse diferencias signi-
ficativas entre las tres condiciones evaluadas. Por otra parte, la forma de dependencia QT /RR
también presenta caracteristicas distintas segun las condiciones en las que se lleva a cabo la
evaluacién. Asi, tras un cambio brusco en los valores de zgg(n), puede observarse un cambio
en la pendiente a;(n) del modelo lineal tiempo-variante que relaciona zgg(n) con ygr(n). Esto
queda reflejado a través de una elevada correlacién pp, encontrada para muchos de los registros
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Figura 6.1: En (a) y (b) se muestran las series de intervalos RR y QT de uno de los registros
analizados en este estudio. En (c) y (d) se presenta la evolucién temporal de los pesos del filtro
lineal obtenidos a partir de las series mostradas en (a) y (b). En concreto, la figura (c) muestra
la contribucién de los diez primeros pesos del subsistema lineal, mientras que la figura (d) recoge
la contribucién de los restantes pesos hasta completar los 50 del filtro FIR lineal empleado. En
(e) y (f) se presenta la evolucién temporal de los coeficientes de la no-linealidad obtenidos a
partir de las series de (a) y (b).
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Figura 6.2: Las gréaficas (a) y (b) muestran las series de intervalos RR y QT de un segmento
seleccionado de la figura 6.1 que presenta un cambio notable en el ritmo cardiaco. Los circulos
indican los puntos seleccionados para el andlisis posterior. La figura (c) representa el tiempo de
adaptacién medido a través de la variable LJ,(n) (definida en la Seccién 6.3.3) para el segmento
considerado, asi como los perfiles 6ptimos de pesos de la adaptacién QT /RR correspondientes a
los puntos marcados con un circulo. En (d), (e) y (f) se muestra la no-linealidad en un entorno
de cada valor de RR para ciertos instantes alrededor de los puntos seleccionados. En la gréfica
(d) se considera un filtro lineal de orden N=1, en la grafica (e) de orden N=30 y en la (f) de
orden N=50.



6.5 Discusion 157

analizados, siendo la media y desviacién entre registros 0.62+0.23. En segmentos donde el ritmo
cardiaco se muestra estable, la correlacion pg resulta significativamente menor, siendo su media
y desviacién entre registros 0.32+0.41. El p-valor en la comparacién pps vs ps es p=8.3-1074.

6.4.2 Adaptacion del 7, a cambios en el RR

Seguimiento temporal de la histéresis: En la figura 6.3 se muestran los resultados del
andlisis T,/RR para el mismo registro que se presenté en la figura 6.1. En 6.3(a) y 6.3(b) se
presentan las series de RR y T,, mientras que en 6.3(c) y 6.3(d) se presentan las contribuciones
de los primeros y de los ultimos intervalos RR en la determinacién de cada medida de 7,. Los
resultados obtenidos en este caso estan en la misma linea que los encontrados para el andlisis
del intervalo Q7. Sin embargo, puede apreciarse como la adaptacion de T, es mas rapida que la
del QT', quedando reducido el efecto de memoria a tan sélo unos pocos segundos. Se considera
también ahora el andlisis de un fragmento del registro con un cambio muy marcado del ritmo
cardiaco y se presenta para este fragmento el tiempo de adaptacién Lg;o(n), asi como los perfiles
de adaptacién T,/RR evaluados en determinados instantes (ver figura 6.4). Puede comprobarse
que el valor méximo alcanzado por L9T0 (n) es ahora inferior a medio minuto, en contraste con los
casi dos minutos alcanzados en el caso del intervalo QT'. Esto se refleja en perfiles de adaptacién
con caida muy rapida, incluso tras un cambio abrupto en el RR.

Seguimiento temporal de la regresién T,/RR: En las gréficas 6.3(e), 6.3(f) y 6.3(g) se
muestra la evolucién de los coeficientes ag(n), aj(n) y az(n), respectivamente, a lo largo del
tiempo de registro. Puede observarse como estos coeficientes cambian sibitamente de valor al
producirse una alteracién sustancial del ritmo cardiaco. No obstante, dado que ahora la funcién
utilizada para relacionar T, y RR es un polinomio de orden 2, no resulta evidente evaluar si tal
relacion se hace mas o menos acusada con las aceleraciones o deceleraciones del ritmo, ya que
es necesario considerar la contribucién conjunta de a;(n) y az(n).

Comparacién deceleraciones / aceleraciones / periodos estables del ritmo cariaco:
El andlisis T, / RR arroja los siguientes resultados relativos al tiempo medio de adaptacién evalua-
dos en periodos de deceleracién, aceleracién y estabilidad del ritmo cardiaco: sp,=19.524+7.53s,
54=20.294+10.43s y s5s=19.54+8.61s. El p-valor en la comparacién s, vs sg es p=0.99 y para
sa vs sg es p=0.76. En este caso no existen diferencias significativas entre las tres condiciones
evaluadas.

6.5 Discusion

6.5.1 Interpretacion de resultados y relacion con estudios previos

Tiempo y perfil de la adaptacién: El anélisis dindmico de la relacién Q7T'/RR llevado a
cabo en este capitulo ha permitido comprobar que el intervalo QT presenta distintas respuestas
ante cambios en el ritmo cardiaco en funcién de la forma de dichos cambios. Cuando se produce
una deceleracién en el ritmo cardiaco inducida por un cambio postural forzado, se observa que
la adaptacién del intervalo QT es considerablemente mas lenta que cuando se produce una
aceleracién. Este resultado, que en algunos casos es evidente a partir de la observacién de las
series de intervalos QT y RR, queda cuantificado en nuestro estudio a partir de la variable Ls:JFo (n),
a través de la cual puede realizarse un andlisis automatizado de la adaptacién con vistas a la
posterior aplicacién clinica. La razén que puede explicar las diferentes respuestas del intervalo
QT ante cambios en el ritmo cardiaco es que, en el caso de las aceleraciones, el intervalo QT
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Figura 6.3: En (a) y (b) se muestran las series de intervalos RR y T, de uno de los registros
analizados en este estudio. En (c) y (d) se presenta la evolucién temporal de los pesos del filtro
lineal obtenidos a partir de las series mostradas en (a) y (b). En concreto, la figura (c) muestra
la contribucién de los diez primeros pesos del subsistema lineal, mientras que la figura (d) recoge
la contribucién de los restantes pesos del filtro FIR lineal empleado. En (e), (f) y (g) se presenta
la evolucién temporal de los coeficientes de la no-linealidad.
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Figura 6.4: Las gréaficas (a) y (b) muestran las series de intervalos RR y T, de un segmento
seleccionado de la figura 6.3 que presenta un cambio notable en el ritmo cardiaco. Los circulos
indican los puntos seleccionados para el andlisis posterior. La figura (c) representa el tiempo de
adaptacién medido a través de la variable LJ,(n) (definida en la Seccién 6.3.3) para el segmento
considerado, asi como los perfiles 6ptimos de pesos de la adaptacién T,/RR correspondientes a

los puntos marcados con un circulo.
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debe adaptarse tan riapido como sea necesario para evitar el solapamiento entre latidos. Sin
embargo, en el caso de las deceleraciones, no existe ningiin mecanismo que fuerce la velocidad
de adaptacion de la repolarizacion, por lo que ésta puede tardar mas tiempo en completarse.
Asimismo, se ha observado en este estudio que en periodos donde el ritmo se muestra estable,
el retardo en la respuesta del QT es significativamente menor que en los episodios de cambios
notables.

Los resultados obtenidos en este capitulo a partir de la investigacién sobre registros de
cambios posturales se han contrastado con los descritos en el Capitulo 4 cuando se analiz6 la
dependencia QT'/RR sobre registros de pacientes post-infarto de miocardio. En el Capitulo 4 se
concluy6 que el tiempo medio de respuesta del intervalo Q7' ante cambios muy marcados en el
ritmo cardiaco era superior a los 2.5 minutos. En el anélisis realizado en el presente capitulo sobre
sujetos sanos realizando una serie de cambios posturales se ha comprobado que el tiempo medio
de adaptacién del intervalo QT tras una aceleraciéon brusca del ritmo cardiaco es de algo mas
de medio minuto, mientras que tras una deceleracién se requiere casi un minuto. Debe notarse
que los tiempos de adaptacion obtenidos del anélisis dinamico llevado a cabo sobre registros de
sujetos sanos son considerablemente inferiores a los encontrados sobre pacientes post-infarto, lo
cual responde a la idea intuitiva de que el deterioro en la fisiologia cardiaca se corresponde con
una respuesta mas lenta de la repolarizacién ante cambios en el ritmo cardiaco. La ventaja de la
metodologia dindmica utilizada en este capitulo es que puede evaluarse la dependencia QT /RR
a lo largo del registro, por lo que pueden detectarse heterogeneidades en la adaptacion ante
determinados cambios de ritmo, aunque el tiempo medio de respuesta se encuentre dentro de
unos limites normales. Asimismo, los resultados de nuestro estudio guardan también una estrecha
relacién con los presentados en [74], donde se evalia la histéresis del intervalo QT en respuesta a
cambios en el RR controlados por marcapaseado ventricular. En dicho estudio se describe que el
tiempo requerido por el QT para completar el 90 % de su adaptacién es de 2.27 minutos cuando
el ritmo cardiaco aumenta y de 3.15 minutos cuando disminuye, encontrandose que tales tiempos
son independientes de la magnitud de cambio (entre 20 y 60 lpm) y del nivel inicial del ritmo a
partir del cual se produce el cambio. Las conclusiones de nuestra investigacién expuestas en la
Seccién 6.4.1 estdn en la misma linea de estos resultados en lo referente a las diferencias en los
tiempos de respuesta frente a aceleraciones o deceleraciones del ritmo cardiaco. Es importante
sefialar que, aunque el entorno en el que se lleva a cabo el anélisis en [74] es claramente diferente
al de nuestro estudio, en ambos trabajos se ha tratado de considerar exclusivamente la relacién
entre QT y RR, minimizando la influencia de otros factores fisiolégicos sobre el intervalo QT (en
[74] a través del control por marcapaseado ventricular y en nuestro estudio filtrando las series
de RR y QT para eliminar las componentes de baja y alta frecuencia debidas a la actividad
simpética y parasimpética del SNA).

En cuanto al indice T,, los resultados presentados en la Seccién 6.4.2 indican que la adaptacién
es considerablemente mas rapida que la del intervalo QT'. Existen trabajos en la literatura en los
que se cuantifican las variaciones de 7, en relacién al ritmo cardiaco [99,100], pero en ninguno
de ellos se evalia la dependencia de este indice con respecto a otros ciclos cardiacos previos mas
alla del inmediatamente anterior.

Modelado local de la relacién entre la repolarizacién y el ritmo cardiaco: Teniendo
en cuenta la influencia de la historia de intervalos RR previos sobre cada medida de QT se
dispone de la serie RR en la que se ha compensado el efecto del retardo en la adaptacién de
la repolarizacién. En este estudio se ha encontrado que la relaciéon entre el QT y esta medida
RR puede modelarse localmente por un polinomio de Taylor de grado 1. La consideracién de
polinomios de grado superior no reduce apenas el residuo del ajuste QT /RR, por lo que puede
concluirse que tal relacién es esencialmente lineal en un entorno de cada medida RR. Aunque
en diversos trabajos [104] se ha cuestionado la asuncién de linealidad de la relacién entre los
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intervalos QT y RR, debe observarse que en nuestro estudio la funcién de regresién g se considera
variante en el tiempo, por lo que su cardcter lineal sélo se refiere a pequenos entornos en los que se
realiza el ajuste de los datos y no al registro completo. La consideracién de que la pendiente a1 (n)
pueda variar en el tiempo ha permitido comprobar que sus cambios estan altamente correlados
con los cambios en RR. Esto conlleva que para ritmos cardiacos decrecientes la relacién entre
QT y RR se vuelva més acusada (mayor tasa de variacién relativa) que para ritmos cardiacos
crecientes.

En el caso del indice T, existen diferencias mas significativas segin que el orden de la funcién
g utilizada para modelar la relacién T, /RR sea P=1 6 P=2. En este caso, no es posible concluir
que la utilizacién de funciones lineales es suficiente para modelar localmente tal relacion.

6.5.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

Como ya se puso de manifiesto en la Seccion 4.6.2, la medicién del intervalo QT es siempre
una tarea problemadtica dada la dificultad de determinar con precisiéon el final de la onda T. La
metodologia que hemos utilizado para delinear los registros de nuestra poblacién de estudio es
la que se describe en [149], que ha sido validada en bases de datos anotadas, confirmando sus
buenas prestaciones. Ademads, para evitar que posibles medidas erréneas proporcionadas por el
delineador afecten al andlisis posterior, se ha aplicado un método que rechaza todos aquellos
valores que pueden considerarse outliers, tal como se describe en 6.2.2.

La aplicacién de los filtros de tipo Kalman (KF, EKF, UKF) conlleva la descripcién de las
matrices de covarianza de los ruidos de proceso y de observacién, que en este estudio se han
denotado por Q(n) y o2(n). En la prictica, no suele tenerse conocimiento de estas matrices,
como sucede en nuestra aplicacién para el andlisis de la relacién QT'/RR, por lo que se hace
necesario estimar sus valores para poder ser utilizados en la implementacién del filtro. En este
estudio hemos desarrollado un método, basado en la autocorrelacion del vector de estado, que nos
permite llevar a cabo tal estimacién. Otros métodos han sido propuestos en la literatura para tal
efecto [150,151,152], aunque algunos de ellos se han aplicado sélo para representaciones estado-
espacio lineales y otros requieren hacer asunciones tales como que las matrices de covarianza se
mantengan constantes a lo largo del tiempo. A este respecto cabe senalar que siempre que el
modelo de proceso utilizado para representar la evolucion del sistema sea un modelo ‘random-
walk’ y la matriz de covarianza Q(n) del ruido de proceso sea constante, ocurre que la varianza
de cada componente del vector de estado crece con el tiempo n. De hecho, para n — 400, la
varianza creceria hacia infinito. Sin embargo, es cierto que para periodos de tiempo limitados
y si la varianza del ruido de proceso es pequena, tal efecto de crecimiento es practicamente
inapreciable, tal como sucede en los ejemplos de simulacién propuestos en el Capitulo 5. Dichos
ejemplos fueron disenados de forma que en ellos se simulan tipos de variaciones de los parametros
que pueden darse en situaciones reales cuando se analiza la dependencia QT'/RR. Los resultados
de las simulaciones realizadas apoyan la conveniencia de la metodologia empleada para el analisis
de registros reales que se ha desarrollado en este capitulo.

La metodologia dindmica para la caracterizacion de la adaptacion latido a latido del intervalo
QT se ha aplicado sélo sobre registros de cambios posturales. Aunque este tipo de registros
suponen un modelo muy adecuado donde investigar la respuesta de la repolarizacién a los cambios
en el ritmo cardiaco, el objetivo final es utilizar esta metodologia sobre la base de datos EMIAT
descrita en la Seccién 4.2.2. Con ello se pretende comprobar si el andlisis dindmico es capaz
de mejorar los resultados de estratificacién de riesgo descritos en el Capitulo 4. El hecho de
que el andlisis latido a latido permita detectar heterogeneidades en la adaptacion, aunque éstas
sucedan sélo en determinados instantes del registro, sugiere que dicha mejora puede alcanzarse.
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Capitulo 7

Analisis de amplitudes, pendientes y
alta frecuencia del QRS

7.1 Introduccion

El objeto de nuestra investigacién es ahondar en el estudio de los cambios inducidos por la is-
quemia en el periodo de depolarizacién ventricular. Como ya se ha comentado en la Secciéon 77,
distintos trabajos han documentado alteraciones en las componentes de alta frecuencia del com-
plejo QRS durante episodios isquémicos. Sin embargo, los parametros propuestos en la literatura
para cuantificar tal informacién presentan el inconveniente de que o bien adolecen de capacidad
para distinguir ente sujetos sanos y pacientes con enfermedad coronaria o bien no tienen una
interpretacién clara del fenémeno fisiolégico que representan. Es por ello que en nuestro trabajo
nos proponemos profundizar en esta cuestion con el objetivo de proporcionar marcadores que,
por una parte, sean capaces de reflejar tales cambios isquémicos y, a la vez, sean ttiles en el
diagnéstico clinico.

Es conocido que, en una fase avanzada de la isquemia, las propiedades electrofisiolégicas de
las células de los ventriculos se ven sustancialmente alteradas, reduciéndose tanto la velocidad
de la fase 0 como la amplitud de sus potenciales de accién debido a un aumento en el nivel
de potasio del espacio extracelular [153,154, 155]. Tales modificaciones a nivel celular pueden
manifestarse en el ECG de superficie a través de un ensanchamiento del QRS y un decrecimien-
to de su amplitud. En concordancia con esto, hipotetizamos en esta tesis que la evaluacién de
las pendientes de subida y de bajada del QRS puede proporcionar indicadores sensibles de las
alteraciones inducidas por la isquemia. Esta aproximacion que proponemos evita los problemas
asociados con el filtrado, que distorsiona la sefial y puede enmascarar la verdadera naturaleza de
las componentes de alta frecuencia del QRS. Ademsds, el hecho de que los indices de pendiente
que aqui se proponen no requieran que se realice un promediado de la sefial para su evaluacién,
sino que se miden directamente sobre cada latido del ECG estdndar, sugiere que las medidas
proporcionadas pueden ser méds robustas. Para investigar esta cuestion, medimos las pendientes
del QRS y su contenido de alta frecuencia en registros grabados antes y después de una inter-
vencién de angioplastia coronaria transluminal percutdnea (PTCA). Asimismo, para completar
el estudio, proponemos también calcular las amplitudes de cada una de las ondas que componen
el complejo QRS. Todos estos indices, asi como otros indices tradicionales derivados del ECG,
entre los que se encuentra la anchura del QRS, se comparan entre si con el objetivo de deter-
minar cudl de ellos muestra una mayor capacidad para la deteccién de la isquemia. Junto con
el andlisis de registros reales se lleva a cabo también un estudio de simulacién para tratar de
explicar los cambios observados como consecuencia de la oclusién coronaria.
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7.2 Preprocesado

Previo a la evaluacién de los distintos indices a partir de la senal ECG, se realiza un preprocesado
de la misma que incluye: deteccién de QRS, con el fin de determinar el tiempo de ocurrencia
de los distintos latidos, y posterior seleccién de latidos considerados como normales, utilizando
para ello el método que se describe en [156]; atenuacién de las variaciones de linea de base
mediante la técnica de interpolacién con ‘splines’ cibicas [157]; y, finalmente, delineacién de las
ondas del electrocardiograma usando el método que se propone en [149], validado en bases de
datos anotadas. En lo que sigue, denotamos por z;(n), n =0,...,91 — 1, al latido i-ésimo de la
derivacion bajo andlisis.

Los indices que miden las pendientes y las amplitudes del complejo QRS, asi como el resto de
indices locales que se evalian en este estudio, pueden calcularse directamente sobre cada latido
de la senal ECG estandar. Sin embargo, los indices de alta frecuencia del QRS requieren de
un promediado que garantice que la medicién se realiza en condiciones de bajo nivel de ruido.
Antes de promediar distintos latidos es necesario proceder al alineamiento de los mismos para
evitar la distorsiéon en la senal resultante del promediado. En este estudio, el alineamiento se
lleva a cabo desplazando cada latido individual el niimero de muestras necesario para conseguir
la maxima correlacién cruzada con un latido patréon. El patron se construye tal como se describe
a continuacién. Inicialmente se toma el primer complejo QRS del registro como latido patrén.
Si la correlacién cruzada entre el patrén y el segundo QRS del registro es mayor de 0.97 (para
el desplazamiento con el que se alcanza el maximo valor), entonces los dos primeros latidos se
promedian para construir un mejor patron. En caso de no superar el umbral, se descarta el primer
latido y se utiliza el segundo como patrén. Este procedimiento se repite hasta encontrar diez
latidos consecutivos con correlacién cruzada entre ellos superior a 0.97. El promediado de estos
diez latidos define el patrén, con el cual se van comparando cada uno de los latidos posteriores
del registro. Para aceptar uno de tales latidos individuales de modo que entre a formar parte de
los que se utilizan en la definicién de la senal promediada se sigue el criterio de que la correlacién
cruzada con el patrén quede por encima de 0.97.

Para el registro de control, se lleva a cabo el promediado en bloques de 10 segundos sin
solapamiento entre ellos y la forma de promediar es la estdndar (esto es, se les asigna el mismo
peso a todos los latidos del segmento). El latido promedio resultante se denota por z;(n), donde
j indica el indice del bloque.

Para el registro de PTCA, se utiliza un promediado exponencial que permite seguir los
cambios morfolégicos de la senal ECG durante la oclusion coronaria a la vez que reduce el nivel
de ruido. El latido Z;(n) resultante del promediado exponencial se obtiene de acuerdo con la
expresién

fz(n) = (1 — Oéi) fz;l(n) —+ o xl(n), (71)

donde el peso «; se define inversamente proporcional al nivel de ruido de z;(n). Este nivel de
ruido se calcula a partir del valor RMS de la sefial que resulta de filtrar paso-banda (150-250
Hz) el latido x;(n) en el intervalo de 100 ms de duracién que tiene su inicio 100 ms después
del final del complejo QRS. De entre todos los latidos promedio construidos segin (7.1), se
selecciona para el andlisis posterior uno tomado cada 10 segundos desde el inicio de la oclusién.
A cada uno de los latidos seleccionados se le denota por Z;(n), con j el indice correspondiente.
Aquellas derivaciones para las cuales no es posible obtener un latido promedio en los ultimos 30
segundos de inflado (debido a una pobre correlacién con el patrén) se descartan para el andlisis
subsiguiente.

Una vez que se dispone de los latidos promedio correspondientes al registro de control y al
de PTCA, se calcula el nivel de ruido de cada uno de éstos utilizando la misma definicién que
se ha dado en el parrafo anterior cuando se evaluaba el ruido sobre los latidos individuales del
registro. Se proponen dos criterios distintos para el rechazo de derivaciones consideradas como
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ruidosas: el primer criterio elimina derivaciones para las que el nivel de ruido medido al final de
la oclusién es superior a 0.75 ©V; el segundo criterio las elimina si la diferencia entre el nivel de
ruido medido durante el control y al final de la oclusién es mayor de 0.35 uV.

7.3 Indices analizados

7.3.1 Amplitudes del QRS (Q., R. y S.)

Sobre cada latido de cada derivacién de la sefial ECG preprocesada se miden las amplitudes
de las ondas Q, R y S, que denotamos por @Q,, R. y S., respectivamente. Estas medidas se
determinan utilizando el delineador [149].

7.3.2 Pendientes del QRS (Zys e Ips)

Otros dos indices que proponemos en este estudio para cuantificar cambios isquémicos en el
QRS, también medidos sobre cada latido individual, son los siguientes:

e T.s: pendiente de subida del complejo QRS.

e T,s: pendiente de bajada del complejo QRS.

Para el calculo de Zyg e Zps se aplica un procedimiento en tres etapas. Primero, se determinan
las localizaciones temporales de los picos de las ondas Q, R y S utilizando [149]. Estas posiciones
se denotan por nq, ng, y ns, respectivamente. Para aquellos latidos en los cuales el delineador es
capaz de proporcionar el valor de ny pero no puede determinar ng 6 ng, se realiza una segunda
busqueda. En el caso de la onda Q) se examina el intervalo que cubre desde 2 ms después del
inicio del QRS hasta 2 ms antes de ny y se identifica ng como el instante temporal asociado
con la amplitud més baja de la sefial en dicho intervalo. Andlogamente, ng se determina a partir
del intervalo que comienza 2 ms después de ny y termina 2 ms antes del final del QRS. Debe
hacerse notar que la determinacién de nq, ng, y ns no es un punto critico en la medicién de las
pendientes, ya que tales posiciones solo se utilizan para delimitar el intervalo sobre el cual se
evalian las pendientes.

El segundo paso en el cédlculo de Zyg e Zpg es la determinacién del instante ny asociado con
la maxima pendiente de la sefial ECG entre ng y ng (esto es, el maximo global de la derivada
entre ng y ng) y, andlogamente, del instante ny, que lleva a minima pendiente entre ny y ng.

Finalmente, se ajustan un par de rectas, siguiendo el criterio de minimos cuadrados, a la
senial ECG en ventanas de 15 ms de duracién centradas alrededor de ny y np, respectivamente;
las pendientes resultantes se denotan por Zyg € Zps. En la figura 7.1 se muestra un ejemplo del
procedimiento que acaba de describirse.

7.3.3 Indices de alta frecuencia (Zyy (fosf1))

Se consideran en esta tesis indices de alta frecuencia que miden la energia de la senal ECG en
bandas frecuenciales por encima de 50 Hz. Cada uno de los indices considerados se denota por
Tur (fo,51) Y se determina, para cada latido promedio, a partir de la sefial que resulta de filtrar
paso-banda el latido utilizando un filtro de Butterworth con banda de paso entre fy y f1 Hz.
En cada caso, el filtrado que se requiere para la definicion de Zyg (4, r,) se realiza procesando la
senal tanto hacia delante (forward) como hacia atras (backward) para evitar la distorsién en la
fase.
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Figura 7.1: Latido patrén utilizado en el estudio de simulacién. La grafica muestra asimismo la
forma de medir la pendiente de subida Zys v la pendiente de bajada Zpg del complejo QRS.

Con todo ello, se define el indice Zyy (f, r,) como el valor RMS de la sefial filtrada (fo—f1 Hz)
calculado en el periodo temporal comprendido por el complejo QRS, donde el inicio y el final
del mismo se identifican a partir del latido promedio sin filtrar utilizando el delineador descrito
en [149]. En este estudio medimos Zyy (4, s,) para diferentes valores de fo tomados entre 50 y
250 Hz cada 25 Hz y valores de f; que van desde 100 hasta 300 Hz también tomados cada 25
Hz. El indice Zyp (150, 250) €s el habitualmente empleado en la literatura [158,159,160].

7.3.4 Otros indices locales del ECG
Consideramos también en este estudio varios indices, tradicionalmente utilizados para el diag-
nostico clinico, que se miden en un punto especifico del ECG o a partir de dos puntos si se trata

de duraciones de intervalos. Estos indices se evaldan sobre cada latido de cada derivacién del
registro. Entre los indices considerados se encuentran los siguientes:

e QRS,, que mide la duracién del complejo QRS.

QT, que representa la duracién del intervalo Q7.

e ST, que mide el nivel del segmento ST y se estima como la diferencia entre la amplitud
de la senial medida 60 ms tras el final del QRS y la amplitud promedio de la senal en un
segmento isoeléctrico de 10 ms que cubre hasta 15 ms antes del inicio del QRS.

e T, que representa la amplitud del maximo de la onda T, o minimo si se trata de una
onda invertida. Se calcula como la diferencia entre la amplitud méxima (o minima) y la
amplitud medida en el segmento isoeléctrico descrito anteriormente.

e T, que indica la posicién del pico de la onda T respecto del punto fiducial del complejo

QRS.

7.4 Cuantificacion de cambios isquémicos

En este estudio proponemos caracterizar la capacidad de un cierto indice Z para seguir los
cambios inducidos por la isquemia haciendo uso del pardmetro Rz, que se definié originalmente
en [161]. Este pardmetro se define como el cociente entre el cambio observado durante el registro
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de PTCA, que denotamos por Az(¢;), y las fluctuaciones normales del indice observadas durante
el registro de control, que se miden a través de la desviacién estandar o7z:
Az(t))
Ra(ty) = 220 (7.2)
o1

El cambio Az(t;) se calcula ajustando por Minimos Cuadrados un polinomio lineal a los valores
de 7 desde el comienzo de la oclusién (esto es, t=0) hasta t=t;, donde los instantes temporales
t; se toman en incrementos de 10 s desde t=0. Esta estrategia de ajuste reduce el efecto que
pudieran tener sobre Az medidas del indice Z consideradas como outliers. En nuestro trabajo,
el pardmetro Rz se calcula para cada uno de los indices en el conjunto siguiente: {Q., R., S.,

IU57 z'.D87 IHF (fo,f1)» QRSd7 QT7 ST: Ta’ Tp}'

7.5 Datos reales

La poblacién de estudio estd constituida por 108 pacientes de la base de datos STAFF-III,
sometidos a una intervencién de PTCA en una de sus arterias coronarias principales [158,161].
Todos los registros se grabaron en el Charleston Area Medical Center (West Virginia, USA). Del
grupo total de pacientes, 25 fueron excluidos para el analisis posterior por uno de los motivos
siguientes: tuvieron taquicardia ventricular, sufrieron un procedimiento de emergencia durante
la intervencién o presentaron pérdida de senal durante la adquisicién del ECG. Para los 83
pacientes (55 hombres, 28 mujeres) que forman parte de nuestro estudio, la localizacién de las
oclusiones se distribuye de la siguiente forma: arteria descendente anterior izquierda (LAD) en
27 pacientes, arteria coronaria derecha (RCA) en 38 pacientes y arteria cincunfleja izquierda
(LCX) en 18 pacientes.

Se registraron nueve derivaciones estandar (V1-V6, I, II y III) utilizando un equipo de
Siemens-Elema AB (Solna, Suecia). Estas derivaciones fueron digitalizadas con una frecuencia
de muestreo de 1 kHz y una resolucién en amplitud de 0.6 V. Se generaron, ademds, derivaciones
aumentadas aVR, aVL y aVF a partir de las bipolares (I, I y III), de modo que el an4lisis puede
llevarse a cabo sobre las doce derivaciones estandar.

Para cada paciente, se analizan dos electrocardiogramas: el ECG de control, grabado justo
antes de la oclusién coronaria, y el ECG de PTCA, grabado durante la oclusién. La duracién
del registro de control es de alrededor de 5 minutos, mientras que el ECG de PTCA tiene una
duraciéon que oscila desde 1 min 30 s hasta 7 min 17 s, con una media de 4 min 26 s. Debe
notarse que el periodo de oclusién es considerablemente més largo que el de los procedimientos
de PTCA habituales, ya que el protocolo consistié en una unica oclusiéon prolongada en lugar
de una serie de oclusiones breves.

7.6 Datos simulados

En este trabajo se han disenado varios tests en los que se simulan cambios en el complejo
QRS con el objetivo de evaluar la actuacién de Zys e Ips y contrastarla con la de Zyp (150, 250)-
Hemos elegido estos tres indices porque en la literatura se ha sugerido que Zyp (150, 250) €8 un
muy buen marcador de los cambios isquémicos ocurridos en el ECG como consecuencia de la
oclusiéon coronaria producida por PTCA, atribuyéndose tales cambios a una ralentizacion de la
velocidad de conduccién en el miocardio [158,162]. En nuestro estudio partimos de la hipdtesis
de que los mismos mecanismos que causan tal ralentizacién pueden también ser responsables de
la reduccién en las pendientes del QRS. Es por ello que consideramos de interés analizar cudles
son los cambios en el QRS que hacen que se modifiquen los indices Zys, Zps € Zyr (150, 250) Y
estudiar en qué medida tienen lugar tales modificaciones.
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Todos los cambios que simulamos se generan aplicando transformaciones sucesivas a un
complejo QRS patrén, que se obtiene de promediar varios latidos alineados correspondientes a
un periodo de 10 s de uno de los registros de control considerados en el estudio. El registro se
ha elegido porque presenta una SNR alta y todos los latidos del periodo de 10 s seleccionado
tienen entre si una elevada correlacién (superior a 0.97). El complejo QRS promedio, que se
muestra en la figura 7.1, se utiliza como patrén para todos los tests de simulacién y se denota
por z¢(n),n=0,...,91— 1.

Tomando el QRS patrén como punto de partida, se proponen cinco tests diferentes. Cada
uno de los tests comienza con un periodo de control al que le sigue un periodo de cambio que
intenta reproducir la fase de oclusién coronaria. El periodo de control, que es comun a los cinco
tests, se define mediante una sucesiéon de L. = 100 complejos QRS, cada uno de los cuales se
denota por z;(n),i = 1,..., L.. La forma de construir z;(n) es ahadiendo al patrén z,(n) una
sefial v;(n) obtenida de un latido particular:

zi(n) = zr(n) +vi(n), i=1,..., L. (7.3)

El mismo registro utilizado para generar el patrén se considera también para extraer las senales
v;(n) como resultado de restar a cada complejo QRS individual el correspondiente complejo
QRS promedio. Estos QRS promedio que se restan se calculan en bloques de 10 s, tal como se
describi6 en la Seccién 7.2. Puesto que la senal v;(n) puede tener una duracién diferente a la del
patrén zr(n), antes de realizar la suma en la expresién (7.3), se procede a recortar o ensanchar
v;(n) mediante interpolacién lineal. Por la forma en que se han simulado los complejos x;(n) del
periodo de control, puede observarse que la variabilidad introducida en dicho periodo es similar
a la de los registros ECG reales grabados antes de la angioplastia.

A continuacién se describen los periodos de transformacién de cada uno de los cinco tests
propuestos en este estudio. En cada uno de ellos, se crea una secuencia de L; = 30 complejos
QRS. La razén por la que sélo se simulan 30 complejos QRS es que desea tratarse en todo
momento con patrones QRS fisiolégicamente plausibles. Al aplicar las distintas transformaciones
solo puede garantizarse que la duracién de los QRS generados queda por debajo de 135 ms si el
numero L de complejos simulados es menor o igual que 30.

Test 1: Las senales simuladas se forman ensanchando gradualmente el QRS patréon de tal modo
que tanto la serie de duraciones de pico de la onda Q a pico de la onda R como la de duraciones
de pico de R a pico de S siguen ambas una relacién lineal. Explicitamente, denotamos por ng, ng
y ng a las localizaciones temporales de los picos de las ondas Q, R y S, respectivamente, dentro
del complejo patrén zr(n) (ver figura 7.1). Denotamos por 9y a la longitud del intervalo de
subida del QRS y por 91, a la del de bajada. Generamos la fase de subida del i-ésimo complejo
QRS interpolando linealmente en 91y + ¢ — 1 instantes temporales equiespaciados la parte del
complejo patrén zr(n) que va desde ng hasta ny. Andlogamente, se simula la fase de bajada
interpolando linealmente en 91, 44— 1 instantes la parte de z1(n) desde ny hasta ng. Finalmente,
se anade la senal v;(n) al generar z;(n) de manera que también se tiene variabilidad en el periodo
de transformacién. Debe observarse que, como el patrén zr(n) se va ensanchando gradualmente,
los complejos QRS generados, z;(n), i = 1,..., L, tienen longitudes M; cada vez mayores. En
consecuencia, las senales v;(n) que se anaden en su generacién deben ajustarse para hacer coinci-
dir su longitud con el correspondiente valor 91;. Esto se consigue interpolando linealmente v;(n)
en N; instantes temporales equiespaciados. En la figura 7.2(a) se muestran el primer y el dltimo
complejos QRS simulados en este test 1. En la figura 7.2(b) se muestra el resultado de filtrar
cada uno de éstos con un filtro paso-banda que sélo deja pasar las componentes frecuenciales
entre 150 y 250 Hz.

Test 2: La secuencia de complejos QRS simulados se obtiene en este caso como resultado de
acortar las amplitudes de pico a pico del complejo QRS siguiendo una ley inversamente lineal.
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Para ello, se consideran escalados del patrén zr(n) por factores m; cada vez menores:

Nr — Nq l‘T(nQ) 1—1
ng—no+i—1 zp(ng) ng—ng+i—1

Puesto que zr(n) toma valores tanto negativos como positivos, previo a realizar el escalado
para generar x;(n), se sustrae el valor minimo alcanzado por zr(n) y, tras el escalado, vuelve a
sumarse esa misma cantidad. Asi, si denotamos

m= _mn zr(n), (7.5)

entonces el i-ésimo complejo QRS simulado se obtiene mediante:
zi(n) =m; - (zr(n) —m) + m+vi(n). (7.6)

Las senales v;(n) son las mismas que se describieron en el control. Puede apreciarse que, tal como
se han generado los complejos z;(n) en este test 2, sus pendientes de subida van a coincidir con
las simuladas en el test 1. Sin embargo, las pendientes de bajada no tienen por qué coincidir
en los dos tests. Esto es debido a que se utiliza el mismo factor de escalado m; para la fase
de subida y la de bajada con el propdsito de que el complejo x;(n) definido tenga una forma
adecuada. En la figura 7.2(c) se presentan el primer y el dltimo complejos QRS simulados en el
test 2, mientras que la figura 7.2(d) contiene sus respectivas versiones filtradas.

Test 3: Las senales simuladas se generan anadiendo al patrén x(n) senales de alta frecuencia.
Cada una de estas sefiales s;(n) se obtiene como resultado de multiplicar una sefial fuente s(n)
por un factor 3;:

si(n) = B;-s(n),i=1,..., L. (7.7)

La sefial s(n) se crea restando el patrén x,(n) al dltimo complejo QRS individual del segmento
de 10 s a partir del cual se obtuvo dicho patrén. El residuo que queda de la resta se filtra entre
150 y 250 Hz para garantizar que la sefial s(n) resultante s6lo tiene componentes frecuenciales en
esa banda. Los factores 3; se eligen tales que Zyp (150, 250) decrece de modo inversamente lineal
segtin ¢ varfa desde 1 hasta L¢. Al tltimo factor 3r, se le fuerza a que tome valor 0 de forma
que el ultimo complejo simulado coincide con el patrén x(n), mientras que el primer factor 3y
se elige para que la caida relativa del indice Zyg (150, 250) durante el periodo de transformacion
sea del mismo orden que la impuesta sobre las pendientes Zys e Zpg en el test 1. Asi, pues, en
este tercer test los complejos x;(n) quedan definidos por:

zi(n) = zr(n) + B - s(n) + vi(n), (7.8)

donde los factores §; se determinan tal como se describe en el parrafo siguiente y las senales
v;(n) son idénticas a las utilizadas en el control. El primer y ultimo complejos QRS simulados
se presentan en la figura 7.2(e), junto con sus versiones filtradas, que se muestran en la figura
7.2(f).

Para determinar los factores (3; que aparecen en la expresién (7.8), empezamos introduciendo
las notaciones siguientes:

N—-1 RIC N—-1
Ki=Y (), K=Y ), K=Y yn)sh), (7.9)
n=0 n=0 n=0

donde yr(n) denota el resultado de filtrar paso-banda el patrén zr(n) entre 150 y 250 Hz y s(n) es

la senial fuente descrita anteriormente. El indice Zyr (150, 250) medido sobre el complejo x; (n) antes

K1+ 2Ky + 26K
N

de anadirle el ruido v;(n) toma un valor igual a . Como desea establecerse
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una caida inversamente lineal para la serie de valores de Zyy (150, 250), debe satisfacerse la relacion
siguiente:

K1+ B2Ks + 26, K 1 )
= =1,...,L 7.10
M ai—i—b’ ? ) s by ( )

para ciertos niimeros reales a y b, con a > 0, determinados a partir de las imposiciones que se
detallan a continuacion. Por una parte, se desea forzar que

Br, =0 (7.11)

y, por otra, que

K1+ B Ky + 25K K
— == 7.12
\/ N Vo = (7.12)

siendo u = A - 07,,,.(150,250), donde A es el valor tomado por el pardmetro Rz, en el instante
final del test 1 (medido sin haber incorporado las sefiales aditivas v;(n)) y oz, ,(150,250) es la
desviacion estandar de Zyy (150, 250) en el periodo de control. Procediendo de esta manera queda
garantizado que la magnitud relativa de cambio alcanzada por Zyr (150, 250) €n este tercer test
coincide con la de la pendiente de subida Zyg en el test 1. La tnica causa que puede hacer que
finalmente tales magnitudes de cambio no coincidan es la diferente forma en que la adicién de
las senales v;(n) afecta a cada uno de los indices.

Una vez planteado el problema (7.10) con las condiciones adicionales impuestas en (7.11) y
(7.12), ya pueden calcularse los factores (;, i = 1,..., L. Para ello, determinamos en primer
lugar los pardametros a y b que definen la caida inversamente lineal despejando de las ecuaciones
(7.11) y (7.12):

1 N VR
a= \/—=-F|, b=F—-a, con F=—— 7.13
Lt—1< K > T U (7.13)

Con los valores obtenidos para a y b volvemos a la ecuacién (7.10) y elevamos al cuadrado
cada uno de los términos a ambos lados de la igualdad. Quedan asi planteados los siguientes
problemas, uno para cada valor de i:

K1+ 32Ky 4+ 23, K 1 .
L = =1,..., L. 7.14
M (ai+b)2’ ? ) s Ht ( )

Puede observarse que se trata, pues, de encontrar las raices de cada uno de los siguientes poli-
nomios de segundo orden, que denotamos por P;(():

con

N

A=Ky B=2K G=K-r—0s

(7.16)

siendo a y b los obtenidos en (7.13). Resulta sencillo comprobar que cada polinomio P;(3) tiene
una unica raiz positiva, que es la que identificamos como §;. Ademads, puede también corroborarse
que tales raices (3; satisfacen la relacién siguiente:

0<6; < Biz1,1=2,..., L. (7.17)

En consecuencia, hemos encontrado la solucién buscada y hemos comprobado que cumple todas
las condiciones que se le exigian para la simulacién del test 3.
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Test 4: El periodo de transformacion de este test combina los cambios absolutos en el QRS
que se describen en los tests 1 y 3. Asi, la secuencia de complejos z;(n),i = 1,..., L, introduce
perturbaciones de la misma magnitud relativa para las pendientes Zyg e Zpg (segin se incorporan
en el test 1) y para Zyr (150, 250) (segun se incorporan en el test 3). Puesto que en el test 1 los
complejos simulados tienen una anchura cada vez mayor, es necesario ajustar las longitudes de
las senales que van a sumarse a ellos. Asi, en la construccién del i-ésimo complejo simulado en
este test 4, se realiza una interpolacién lineal de la senal fuente s(n), previamente a su filtrado,
para que su longitud coincida con la de z;(n). Asimismo, se interpola linealmente la senal v;(n)
con el mismo objetivo. En la figura 7.2(g) se presentan el primer y el tltimo complejos QRS del
periodo de transformacién y en la figura 7.2(h), sus versiones filtradas.

Test 5: En este test las senales simuladas en el periodo de transformacion recogen los cambios
descritos en los tests 2 y 3. No se requiere interpolacion lineal de las sefiales que se suman en
este caso, ya que todos los complejos tienen la misma longitud. En la figura 7.2(i) se muestran
el primer y tultimo complejos generados y en 7.2(j), sus versiones filtradas.

7.7 Resultados

7.7.1 Resultados sobre registros reales

De las 996 derivaciones examinadas (83 pacientes, 12 derivaciones por paciente), 800 cumplieron
con los criterios de aceptacién descritos en la Seccién 7.2 y fueron aceptadas para el andlisis
posterior. Este nimero representa un porcentaje del 80 %.

7.7.1.1 Alteraciones en las amplitudes del QRS

Las amplitudes de las ondas del complejo QRS se ven alteradas como consecuencia de la isquemia
inducida por la angioplastia. Como ejemplo, se muestran en las figuras 7.3(a), 7.3(b) y 7.3(c) las
series de @,, R, y S, obtenidas para uno de los pacientes de la poblacion de estudio, tanto en el
periodo de control como en el de PTCA. Puede observarse en este ejemplo que los tres indices
tienden a reducir su valor absoluto durante el tiempo de inflado.

En la figura 7.4 se presentan las variaciones absolutas de estos tres indices en promedio entre
todos los pacientes del estudio durante cinco minutos de oclusién. La representacién, que se hace
en términos de los pardmetros Ag,, Ag, v Ag, definidos en la Seccién 7.4, se muestra para dos
derivaciones particulares, V3 y -aVR. Debe notarse que las curvas que se muestran se calculan
para un ntmero de pacientes que es cada vez menor segiin avanza el tiempo, ya que la duracién
de la oclusién no es igual para todos los pacientes. Puede observarse a partir de la figura 7.4 que
las amplitudes absolutas del QRS se ven disminuidas durante el inflado, siendo este efecto mas
notable en el caso de las ondas R y S.

7.7.1.2 Alteraciones en las pendientes del QRS

El anélisis de las pendientes de subida y de bajada del QRS indica que éstas se ven alteradas
durante PTCA, tal como se muestra en el ejemplo presentado en la figura 7.5 para otro de los
registros examinados en este estudio. En la figura 7.5(a) se muestra Z,g durante el periodo de
control y el de PTCA, mientras que en 7.5(b) se muestran los valores de Zps. Puede apreciarse
que Zys, que es bastante estable durante el control, muestra una reduccion progresiva durante el
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Figura 7.2: Las graficas (a), (c), (e), (g) e (i)
muestran el primer y ultimo complejos QRS
simulados en los tests 1, 2, 3, 4 y 5, respec-
tivamente. Las gréficas (b), (d), (f) (b) y (§)
representan sus versiones filtradas en la banda
150-250 Hz.
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Figura 7.3: Evolucién de las amplitudes de las ondas Q, R y S durante control y PTCA medidas
en la derivacién V6 para uno de los pacientes del estudio. Las lineas verticales indican el final
del registro de control, el principio del de oclusién y el final del de oclusién, respectivamente. El
tiempo transcurrido entre el control y la oclusién aparece senalado como //.
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Figura 7.4: Evolucién temporal de las variaciones absolutas de @,, R, y S., en promedio entre
pacientes durante cinco minutos de oclusion.

60 (a) -10 (b)

-15
-20

-25

(uV / ms)

Ips (1V / ms)

-30

2 35
5 45 -
_40.\/-
1 1]
1q 2 4 "o 2 4 450 2 4 o 2 4
tiempo (min) tiempo (min)

Figura 7.5: Evolucién de las pendientes de subida y bajada del QRS medidas en la derivacién V6
para uno de los pacientes del estudio. Las lineas verticales indican el final del registro de control,
el principio del de oclusion y el final del de oclusién, respectivamente. El tiempo transcurrido
entre el control y la oclusién aparece senalado como //.
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inflado. De la misma forma, 7,5 muestra una variacién sustancial desde el comienzo del inflado,
haciéndose cada vez menos acusada.

La figura 7.6 contiene las variaciones absolutas de las dos pendientes, Az, ¥ Az,g, Pro-
mediadas entre pacientes durante cinco minutos de oclusién, para las derivaciones V3 y -aVR.

Puede concluirse de las figuras 7.6(a) y 7.6(b) que tanto la pendiente de subida como la de bajada
son menos acusadas segin avanza la oclusién, lo cual se manifiesta mediante valores negativos

decrecientes de Az, y valores positivos crecientes de Az .
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Figura 7.6: Evolucién temporal de las variaciones absolutas de Zys (con V) e Zpg (con A), en
promedio entre pacientes durante cinco minutos de oclusion.

7.7.1.3 Comparacion de Zys, Ips e indices de alta frecuencia

Se consideran los indices Zyr (f,,1,) €valuados en cada derivacién de cada registro analizado para
todos los posibles valores de fy y fi que se describieron en la Secciéon 7.3.3. Para cada uno
de estos indices, se calcula el pardametro RZHF o) Y S€ promedia entre pacientes durante el
tiempo de inflado. El resultado se promedia entre derivaciones, quedando asi s6lo la dependencia
con respecto al tiempo. Se determina entonces el maximo valor alcanzado durante el tiempo de
inflado. La representacién de tal valor maximo en funcién de fy y f1 se muestra en la figura 7.7.
Puede deducirse de esta figura que la mejor banda de frecuencia para la deteccién de cambios
isquémicos es la que cubre 125-175 Hz.

Se considera el indice frecuencial 6ptimo, Zyy (125, 175), ast como el habitualmente empleado
en la literatura, Zyy (150, 250), ¥ se realiza la comparacion entre estos indices y las dos pendientes

Rege (fo.fr) ™)

- 300
st 150 200

fo (Hz) 250 100 f1 (Hz)

Figura 7.7: Rz para el indice Zyy (4,, ,)- Notar que Rz se calcula sélo para fi > fo. El méximo
valor alcanzado por Rz aparece sefialado con ¢y, mientras que el asociado con Zyx (150, 250) S€

marca con e.
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del QRS, Zys e Zps. En la figura 7.8 se muestra la evolucién temporal de los cuatro indices,
evaluada a través de los correspondientes valores absolutos de Rz promediados entre pacientes
durante cinco minutos de oclusién. La gréfica 7.8(a) corresponde a la derivacién V3, mientras que
7.8(b) corresponde a la derivacién -aVR. Puede observarse que Zy, (125, 175) tiene una actuacion
mejor que Zyr (150, 250), aunque, en cualquier caso, sus factores de cambio quedan lejos de los
alcanzados por Zyg e Zps, especialmente de los de este ultimo.
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Figura 7.8: Evolucién temporal de los valores absolutos de Rz, en promedio entre pacientes
durante cinco minutos de oclusion.

7.7.1.4 Comparacién con otros indices locales del ECG

La capacidad para detectar cambios isquémicos de los tres indices de amplitud Q,., R. y S.,
y de los dos indices de pendiente, Zys e Zpg, se compara con la de otros indices medidos en
puntos especificos del ECG, entre los que se encuentran: QRS,, QT, ST, T, y T,. A partir de
los resultados que se muestran en la figura 7.9 puede concluirse que los indices que presentan
variaciones relativas de mayor magnitud son Zpg, S, y ST. En particular, se observa que en
aquellas derivaciones donde la proyeccién del complejo ST-T es elevada, por ejemplo V2-V4, la
capacidad del indice ST, representativo del periodo de repolarizacién, es claramente superior a la
de los indices de la depolarizacién. Por el contrario, en derivaciones con complejos ST-T de baja
amplitud, tales como V1, V6, aVF o -aVR, el indice ST muestra valores de Rgr sustancialmente
menores que los hallados en otras derivaciones y, en tales casos, los indices de la depolariacién
Ios, Zus ¥y S, presentan variaciones relativas de mayor magnitud que las de ST.

derivacién V3 derivacion -aVR
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Figura 7.9: Evolucién temporal de los valores absolutos de Rz, en promedio entre pacientes
durante cinco minutos de oclusion.

Para los indices de depolarizacién se observa que, aun en aquellas derivaciones donde sus
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prestaciones son mejores que las de los indices de la repolarizacion, su respuesta a la isquemia
inducida no es rapida sino que sus correspondientes Rz alcanzan valores mas significativos sélo
a partir del segundo minuto de oclusién.

7.7.2 Resultados de simulacién

El resultado de medir los indices Zys, Zps € Zyr (150, 250) €n €l test 1 de simulacién se presenta en
las figuras 7.10(a)—(c). En la figura 7.10(d) se presenta, para cada uno de estos tres indices, el
valor absoluto del pardmetro Rz calculado de acuerdo con la expresién (7.2). Puede apreciarse
a partir de las figuras 7.10(a) y (b) que las pendientes del QRS decrecen en valor absoluto
siguiendo esencialmente una curva de cardcter inversamente lineal. También Zyy (150, 250) decrece
de forma inversamente lineal (ver figura 7.10(c)), aunque su grado de reduccién calculado a través
de Rz (150, 250) ©5 considerablemente menor que el alcanzado por Rz,q y Rzpg, tal como se

comprueba a partir de la figura 7.10(d).

Para el test 2, la evolucién de los indices Zys, Zps € Zyr (150, 250) S€ presenta en las figuras
7.10(e)—(g). Las variaciones relativas cuantificadas a través de Rz expresado en valor absoluto
se muestran en la figura 7.10(h). También en este caso puede observarse el decrecimiento inver-
samente lineal de las pendientes en valor absoluto. El indice Zyy (150, 250) tiene una reduccion
menor que la de estos dos indices de pendiente.

Los resultados del test 3 se presentan en las figuras 7.10(1)—(1) para Zys, Zps € Zur (150, 250)-
Puede observarse que Zyy (150, 250) decrece de modo inversamente lineal y su factor de cambio
relativo es ligeramente superior al alcanzado por las pendientes en el test 1. La razén por la
que no coinciden exactamente se debe a que el efecto de anadir las senales de ruido v;(n) no se
contabiliza en la determinacion de los factores §; que definen el test 3. La caida de las pendientes
del QRS en valor absoluto es inferior en este caso a la de Zyy (150, 250), aunque la pendiente de
subida se ve mas alterada por la perturbacién inducida que la pendiente de bajada.

Las figuras 7.10(m)—(o) muestran la evolucién de Zys, Zps € Zyr (150, 250) durante los periodos
de control y transformacién del test 4. En la figura 7.10(p) se presenta el valor absoluto de
Rz para los tres indices, pudiendo comprobarse que Rz es mayor para Zys e Ipg que para
Tur (150, 250)- Ademds, puede observarse que los tres indices presentan variaciones relativas de
magnitud més elevada que las encontradas para ellos en los tests 1 y 3, debido a la combinacién
de efectos inducidos por ambos tests.

Finalmente, los resultados del test 5 se recogen en las figuras 7.10(q)—(t). También en este
caso se observa que los resultados de Rz, ¥ Rzp,4 son superiores a los de RIHF (150, 250) ¥ todos
ellos, a su vez, mayores que sus correspondientes en los tests 2 y 3.

Debe notarse que los saltos que hay en la separacién de los valores de los indices representados
durante los periodos de control y de transformacién en las figuras 7.10(i)—(k), 7.10(m)—(o) y

7.10(q)—(s) no afectan a la evaluacién del cociente que define Rz, ya que el numerador y el
denominador se calculan separadamente a partir de cada uno de los dos periodos.

7.8 Discusion

7.8.1 Interpretacion de resultados y relacion con estudios previos

Trabajos previos sobre alta frecuencia del QRS. En este estudio se proponen varios in-
dices para cuantificar los cambios isquémicos durante la depolarizacién. Por una parte, se sugiere
la medicién de las amplitudes de cada una de las ondas (Q, R y S) que forman el complejo QRS.
Por otra parte, se propone la evaluacion de las pendientes de este complejo, tanto de subida
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Figura 7.10: En la fila de arriba se muestran los resultados del test de simulacién 1. Las graficas
(a), (b) v (c) representan la evaluacién de Zys, Zps € Zyr (150, 250), mientras que la grafica (d)
contiene los correspondientes valores absolutos de Rz. Anilogamente, en la segunda fila se
muestran los resultados del test de simulacién 2 (graficas (e), (f), (g) y (h)); en la fila tercera
los correspondientes al test 3 (graficas (i), (j), (k) y (1)); en la fila cuarta los del test 4 (graficas
(m), (n), (o) y (p)) vy en la ultima fila los relativos al test de simulacién 5 (graficas (q), (r), (s)
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(entre Q y R) como de bajada (entre R y S). Los trabajos més recientes en la literatura en los
que se trata la deteccién de la isquemia a partir del analisis de la depolarizacién consideran ha-
bitualmente el indice Zyp (150, 250)- En varios estudios se ha documentado que Zyy (150, 250) toma
valores mas reducidos en pacientes con cierto tipo de patologias cardiacas tal como se describio
en la Seccién ?7. Sin embargo, a pesar de la capacidad de Zyy (150, 250) pPara mostrar diferencias
entre pacientes con cardiopatia isquémica y sujetos sanos y para reflejar anormalidades en la
conduccion, este indice no es capaz de identificar individuos con y sin enfermedad coronaria
[163]. Esta limitacién se debe a la elevada variabilidad entre sujetos que presenta Zyg (150, 250),
el cual, sin embargo, permanece practicamente inalterado en registros consecutivos de un mismo
individuo [164,165]. En consecuencia, la utilizacién de Zyg (150, 250) queda restringida al anélisis
de la isquemia a lo largo del tiempo en un individuo especifico. Dos posibles razones pueden
explicar la limitacion asociada a este indice de alta frecuencia. La primera tiene que ver con el
propio fenémeno fisiolégico que trata de cuantificarse a través de Zyr (150, 250)- La segunda se
debe a la forma de evaluar el indice mediante el filtrado paso-banda del complejo QRS, que pue-
de introducir distorsién (smearing). Por tanto, resulta esencial desarrollar indices alternativos,
obtenidos directamente del ECG estandar, que superen este inconveniente.

Trabajos previos sobre el QRS en el ECG estandar. En diversos trabajos se ha tratado
de cuantificar cambios adversos en el complejo QRS de la senal ECG estandar y, en algunas
ocasiones, se han comparado con los cambios observados en Zyp (150, 250)- En [165], se midi6
la amplitud pico a pico del QRS estandar en derivaciones ECG promedio de pacientes con
cardiopatia isquémica, y se calculé también Zyyp (150, 250)- Se encontré que la variacién espacial
de las componentes de alta frecuencia depende de otros factores ademas de la amplitud pico a
pico del QRS. En otro estudio tedrico, se desarrollé un modelo de las células cardiacas y se simulé
isquemia [166]. Pudo comprobarse que durante la fase avanzada de la isquemia, el complejo QRS
se ensanchaba considerablemente y, al mismo tiempo, su amplitud decrecia.

Estudio de simulacién. Basdndonos en las observaciones realizadas en [166] y en los re-
sultados obtenidos en [165], proponemos en esta tesis un estudio de simulacién para tratar de
averiguar céomo la prolongacién de la duracion del QRS, el decrecimiento de sus amplitudes y
la adicién de senales de alta frecuencia (150-250 Hz) afectan al comportamiento de Zys, Zpg, €
Tur (150, 250)- € demuestra que cualquiera de las condiciones simuladas altera claramente las me-
didas de los tres indices. En consecuencia, podemos subrayar que las transformaciones generadas
en los tests 1 y 2, que implican directamente una reduccion de las pendientes del QRS, causan
también una disminucion de su contenido de alta frecuencia. Reciprocamente, la alteracion de las
componentes de alta frecuencia del QRS simulada en el test 3 supone asimismo una modificacién
de las dos pendientes del QRS. Por tanto, es claro que, aunque no representan necesariamente
el mismo fenémeno fisiolégico, parte de la informacién proporcionada por Zyg (150, 250) €S comun
a la de Zys e Zpg. Cuando en los tests se simula también una situacién de control en la que se
introduce variabilidad comparable a la de registros ECG, se comprueba que los cambios relativos
de Zys e Ips son, en general, mayores que los de Zyy (150, 250)-

Estudio sobre registros PTCA. En la presente tesis, los indices propuestos, Q,, R,, S.,
Tus e Ipg, se han evaluado sobre ECGs obtenidos de pacientes antes y durante PTCA. Como
se hipotetizaba, se demuestra que las amplitudes del QRS decrecen y sus pendientes se hacen
menos acusadas durante la isquemia inducida, siendo este efecto especialmente notable para S,
e Ips. La justificacién de que sean estos dos indices los que se muestran més sensibles a los
cambios isquémicos tiene que ver con el hecho de que, tras varios minutos de oclusién coronaria,
la isquemia lleva a un incremento en el tiempo de activacién ventricular, que resulta indicativo de
la ralentizacién de la velocidad de conduccién. Asi, segin avanza el tiempo, algunos potenciales
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de accion empiezan con retraso a la vez que otros ya han completado la depolarizacién. Esto
tiene un efecto muy marcado sobre la parte de bajada del QRS, la cual reduce su amplitud y su
velocidad de caida.

En nuestro estudio, se demuestra que Zys e Zpg tienen mejores prestaciones para detectar
la isquemia que Zyr (150, 250)- De hecho, puede concluirse a partir de las figuras 7.8(a) y (b)
que el factor de cambio asociado a Zps es mas del doble que el de Zyg (150, 250)- Comparando
estos resultados con los obtenidos en los tests de simulacién (figuras 7.10), se aprecia que los
resultados encontrados en el andlisis de registros ECG son similares a los obtenidos en los tests
de simulacién 1 y 2, cuando la evaluacién se realiza a través del cociente Rz, o / RIHF (150, 250)°
Sin embargo, tales resultados son claramente diferentes a los obtenidos en los tests 3, 4 y 5.
En consecuencia, podemos avalar la hipotesis de que los cambios en las pendientes observados
durante PTCA son principalmente debidos a un ensanchamiento del QRS o a una disminucién
de sus amplitudes més que a una reduccién en su contenido de alta frecuencia (150-250 Hz)
exclusivamente o a una combinaciéon de estos efectos. Con respecto a la duracién del QRS
durante PTCA, puede observarse en la figura 7.9 que el factor de cambio Rgrs, alcanza un
valor méximo que se encuentra entre 4 y 8 unidades, dependiendo de la derivacién. De acuerdo
con los resultados de nuestro estudio, la capacidad de Zpg para reflejar cambios isquémicos es,
en media entre derivaciones, superior a la de QR.S,. Este hecho puede explicarse porque Zpg se
ve también alterado por las modificaciones en las amplitudes del QRS y porque la variabilidad
en el periodo de control es proporcionalmente mayor para (QRS,; que para Zpg, probablemente
debido a que las pendientes resultan menos sensibles a imprecisiones en la medicién. Por otra
parte, la comparacion entre los indices propuestos y el indice ST ha mostrado que los resultados
dependen en gran medida de la derivaciéon que se analice. En derivaciones con baja proyeccién
del complejo ST-T, la amplitud S, y la pendiente Z,¢ presentan tasas de variacion mayores, lo
que indica que estos indices pueden aportar informacién complementaria a la proporcionada por
el nivel de ST.

También en esta tesis se ha hecho un andlisis de otras bandas frecuenciales distintas de la
habitualmente utilizada en la literatura. Nuestros resultados revelan que la banda de frecuencias
125-175 Hz resulta la mas sensible a los cambios isquémicos, si bien es cierto que resultados
similares se alcanzan con otras bandas alrededor de ésta, ya que la grafica 7.7, donde se representa
Rz, (foufr) COTRO funcién de fy y f1, es bastante plana alrededor del éptimo. En cualquier caso,
aunque existan bandas de frecuencias més bajas con mejores prestaciones para la deteccién de
la isquemia, su comportamiento queda todavia lejos del de Z,g, pudiendo comprobarse que las
variaciones de este ultimo son hasta dos veces mayores que las de los indices de frecuencia.
Ademds, los indices de pendiente tienen la gran ventaja de ser méds faciles de calcular, ya que no
requieren realizar un promediado de senal sino que pueden obtenerse directamente del ECG. Por
todas estas razones que se han ido exponiendo, sugerimos la consideraciéon de Zpg, y también de
S.,, para cuantificar cambios isquémicos. Aun asi, se requieren mas estudios clinicos para evaluar
la actuacion de Zpg en otros escenarios distintos.

7.8.2 Limitaciones del estudio y extensiones futuras

Los indices Zys e Zps se han propuesto como alternativa al tradicionalmente empleado Zyr (150, 250)
y se ha comprobado que aportan mayor informacién para la deteccién de isquemia. Sin embar-
go, Tys e Ips no se han comparado en esta tesis con el indice RAZ que describe la morfologia
de las componentes de alta frecuencia del QRS. Puede resultar interesante llevar a cabo esta
comparacién, ya que el indice RAZ ha mostrado capacidad para la identificaciéon de pacientes
con enfermedad coronaria.

En este trabajo se ha realizado un andlisis de la evolucién temporal de distintos indices
con el propésito de caracterizar los cambios inducidos por la isquemia. Ademé&s de este andlisis
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temporal, se desea en un futuro completar el trabajo llevando a cabo un analisis espacial que
permita relacionar los cambios observados con la localizacién de la isquemia. Asimismo, otra linea
futura que desea anadirse al trabajo se refiere al estudio de la correlacion entre la magnitud de
los cambios en los indices examinados y el grado de severidad de la isquemia.

Las amplitudes y pendientes del QRS propuestas en esta tesis han mostrado una gran capa-
cidad para la deteccién de cambios isquémicos a través de la comparacién entre los registros de
control y de PTCA de cada paciente analizado. Sin embargo, queda pendiente por demostrar el
valor de estos indices para discriminar pacientes con y sin enfermedad coronaria utilizando un
sblo registro, por ejemplo obtenido a través de la prueba de esfuerzo. La utilidad clinica de estos
indices queda, por tanto, condicionada a los resultados que se obtengan de este otro andlisis.



Capitulo 8

Conclusiones y extensiones futuras

A continuacién se presenta un resumen de las aportaciones més importantes realizadas en esta
tesis, asi como una descripcién de posibles lineas futuras de la misma.

8.1 Conclusiones

8.1.1 Contribucién al estudio de la repolarizaciéon

Interés de investigar la repolarizacion cardiaca. En diversos estudios experimentales se
ha puesto de manifiesto la estrecha relacion que existe entre las heterogeneidades de la repo-
larizacién ventricular y la génesis de arritmias. Esto ha contribuido a que se hayan publicado
en la literatura muy diversas formas para cuantificar tales heterogeneidades a partir de la senal
electrocardiografica. Sin embargo, no se ha establecido hasta la fecha un método robusto que
permita estratificar pacientes de acuerdo con su riesgo de sufrir procesos arritmicos malignos y, a
partir de ello, determinar el tratamiento mas indicado en cada caso. En esta tesis, investigamos
la repolarizacion cardiaca a partir del andlisis de la relaciéon entre dos intervalos de la senal
ECG: el intervalo QT y el intervalo RR, y proponemos una serie de marcadores clinicos para la
estratificacion del riesgo.

Anilisis tiempo-invariante de la relacién Q7 /RR. En primer lugar se ha propuesto un
modelo tiempo-invariante para describir la relacién QT'/RR en el que la serie temporal de in-
tervalos RR se considera como sefial de entrada a un sistema, la serie de intervalos QT es la
salida del mismo y dicho sistema se asume compuesto de dos bloques. El primer bloque es un
filtro FIR invariante en el tiempo y el segundo es una funcién no lineal biparamétrica, también
tiempo-invariante, que responde a uno de entre diez posibles modelos de regresion considerados
para representar un amplio espectro de los patrones QT /RR fisiolégicamente plausibles. Este
modelo se apoya en la hipdtesis de partida de nuestro trabajo, segin la cual el intervalo QT
estd influenciado por una historia de intervalos RR previos y tal dependencia puede modelarse
a través de un promediado ponderado de tales intervalos. Asi, el primer subsistema del mode-
lo que proponemos representa la ‘memoria’ o histéresis del intervalo Q7 con respecto al RR.
El segundo subsistema indica cémo evoluciona el QT en funcién de la medida ponderada RR
obtenida a la salida del primer subsistema.

Se ha planteado como objetivo la identificaciéon de cada uno de los subsistemas del modelo
propuesto sélo a partir del conocimiento de las senales de entrada (RR) y de salida (QT"). Se han
analizado las caracteristicas del problema inverso planteado y se ha mostrado la necesidad de
incorporar restricciones al mismo, tal como que la suma de los pesos del filtro lineal sea 1. Ade-
mas de ésta, se anaden otras restricciones adicionales para poder posteriormente interpretar los
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resultados adecuadamente. Asimismo, se ha estudiado la condicién de ‘ill-posed’ del problema y
se ha propuesto la incorporacién de condiciones de regularizacién para estabilizar su solucién. Se
ha contemplado la resoluciéon del problema de identificacién desde la perspectiva determinista
(asumiendo que los pardmetros de cada uno de los subsistemas son desconocidos pero determi-
nistas) y desde la perspectiva Bayesiana (asumiendo que los pardmetros son aleatorios y estan
definidos a través de una cierta funcién de densidad de probabilidad). Se han revisado diferentes
estimadores dentro de cada una de estas categorias y se han resaltado sus caracteristicas en
relacion al tipo de problemas que nos atanen en esta tesis.

La evaluacién de prestaciones de los distintos estimadores examinados se ha realizado a
través de datos simulados. Se han considerado diferentes tests de simulacion, dependiendo de las
caracteristicas de los parametros del sistema generado y de si el modelo de regresién utilizado
para definir la relacién QT'/RR tiene o no la propiedad de ser lineal. Cada test planteado
se ha resuelto utilizando estimadores deterministas y Bayesianos y, en la evaluacién de éstos,
se ha tratado de determinar bajo qué condiciones (del operador de regularizacién en el caso
determinista y de la matriz de covarianza a priori en el caso probabilistico) hay coincidencia
entre unos y otros estimadores. Como conclusidn, se sugiere que, para la resolucién de problemas
con parametros deterministas y conteniendo, en general, funciones no lineales, el estimador de
Minimos Cuadrados ofrece buenas prestaciones simpre que se considere el problema regularizado
con condiciones extraidas a partir de los datos observados. Esta es la estrategia que se adopta
para la aplicacion al andlisis de registros reales cuando, conociendo sélo las series de RR 'y QT
desea identificarse el modelo que los relaciona.

Adaptacién del intervalo QT a cambios en el RR y riesgo de muerte arritmica. Las
caracteristicas de la relacién QT /RR se han determinado para pacientes que han sufrido infarto
de miocardio y a los que se les ha realizado un seguimiento clinico posterior durante 2 anos.
Apréximadamente la mitad de los pacientes habian recibido tratamiento con amiodarona (un
farmaco antiarritmico) y los restantes habian recibido placebo.

Para cada paciente se ha analizado un registro ambulatorio de 24 horas, a partir del cual se
ha extraido lo que en esta tesis denominamos perfil de histéresis, esto es, una curva de pesos
normalizada en la que cada peso indica la influencia que sobre cada medida de QT ejerce cada uno
de los intervalos RR previos. Con el perfil de histéresis obtenido, hemos cuantificado el tiempo
de adaptacién requerido por el QT individualmente para cada registro. Se ha comprobado que
el tiempo medio de adaptacién para la poblacion de estudio investigada es de casi dos minutos
y medio, si bien existen grandes diferencias entre individuos tanto en el tiempo como en el perfil
de adaptacién.

Asimismo, se ha determinado para cada paciente el modelo de regresién que resulta 6ptimo
para modelar sus datos de Q7T y RR y, a partir de dicho modelo, se ha propuesto una férmula
para corregir el intervalo QT por los efectos del ritmo cardiaco. Esto nos ha permitido comparar
intervalos QT de distintos pacientes.

Para robustecer la evaluacién de la histéresis en la relacién Q7' /RR, se ha propuesto focalizar
el andlisis en episodios del registro donde el ritmo cardiaco presenta cambios muy marcados.
Se ha comprobado que la adaptaciéon en dichos episodios es mas lenta. Por otra parte, se ha
considerado el andlisis de la relacién entre QT y RR separadamente en horas diurnas y horas
nocturnas. Se ha observado que la adaptacién tiende a ser mas rapida durante la noche, lo cual
puede explicarse debido a la menor variabilidad del ritmo cardiaco en esa franja del dia.

Finalmente, se han propuesto una serie de marcadores de riesgo derivados del analisis rea-
lizado, entre los que se encuentran el tiempo de adaptacién, la pendiente del ajuste parabdlico
QT/RR, el intervalo QT corregido medio en las 24 horas de registro, el residuo del ajuste 6p-
timo QT /RR y una medida de la variabilidad del ritmo cardiaco. Utilizando estos marcadores
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se ha comprobado que la amiodarona modifica sustancialmente todo el proceso de adaptacién
del intervalo QT'. Ademas, en el grupo de pacientes tratados con este fArmaco, se han apreciado
diferencias significativas entre aquéllos que sobrevivieron y los que sufrieron muerte arritmica
durante el seguimiento clinico. En particular, se ha observado que los supervivientes tratados
con amiodarona tienen intervalos Q7' corregidos més prolongados, pendiente del ajuste parabo-
lico QT /RR més acusadas y también mayores valores del residuo en la relacién QT /RR. Por
contra, las victimas en el grupo de amiodarona presentan valores de los marcadores de riesgo
muy similares a los encontrads para todos los pacientes en el grupo de placebo. Las conclusiones
de nuestro estudio apuntan que las caracteristicas de la relacién entre los intervalos QT y RR
pueden utilizarse para evaluar prospectivamente la eficacia del tratamiento con amiodarona y
con ello identificar a los pacientes que, aun con riesgo arritmico alto, no se estén beneficiando
de la terapia y para los cuales seria recomendable la implantacion de un desfibrilador.

Anilisis tiempo-variante de la relacién Q7T /RR. Se ha generalizado el modelado de la
relacién QT /RR al caso en que dicha relacién varia a lo largo del tiempo de registro. Se ha
considerado que el patrén de histéresis (filtro FIR que define el primer subsistema del modelo
propuesto) ya no es tinico por registro sino que, ademds, tiene dependencia temporal. También la
funcién (no lineal) que relaciona QT con la medida RR promedio (RR) a la salida del filtro puede
tener dependencia temporal y se asume que esta representada, en un entorno de cada punto,
por un polinomio de Taylor de un cierto grado P, P>0. Se justifica la generalizacién tiempo-
variante, por su importancia, desde el punto de vista clinico, para detectar heterogeneidades en
la repolarizacién que puedan aparecer solo en instantes puntuales del registro.

Para el problema inverso planteado, ahora con la caracteristica de ser no estacionario, se ha
discutido acerca de la necesidad de incluir restricciones que garanticen que su solucion es tnica,
de forma analoga a como se procedid en el caso tiempo-invariante. Se ha estudiado también el
caracter ‘ill-posed’ del problema inverso y se ha puesto énfasis en la necesidad de incorporar
regularizacién, ya que, en este caso, si no se anadieran condiciones de regularizacion, el vector
de parametros del sistema global se estimaria a partir de una tnica observacién a la salida del
sistema. Se han revisado los fundamentos de la teoria de la estimacién basada en representacio-
nes estado-espacio, tanto lineales como no lineales, y se han deducido las implementaciones de
algunos filtros de tipo Kalman que pueden utilizarse para la resoluciéon de problemas inversos
no estacionarios.

Se han propuesto dos estrategias esencialmente diferentes para la resolucién del problema
planteado en nuestra tesis. Como la estimacién se realiza en entornos no estacionarios, las dos
estrategias propuestas consideran la estimacién simultanea de todos los parametros del sistema,
de modo que la estimacién actual de cada uno de los parametros pueda ser tenida en cuenta para
la estimacion futura de los restantes. La primera de las estrategias propuestas, que denominamos
VL-KF, se basa en linealizar el problema mediante la consideracién de una serie de Volterra.
Con ello, se estd en disposicion de formular una representacion estado-espacio lineal para el
problema, que se resuelve aplicando el filtro de Kalman. A la hora de aplicar este filtro, se
incorpora una regularizacién a través de condiciones deducidas de las observaciones, se realiza
una estimacién de las matrices de covarianza que intervienen en la implementacion y se incluyen
las restricciones que garantizan que la solucién cumple con los requisitos deseados. La segunda
estrategia propuesta trata directamente con el problema no lineal planteado originalmente y, en
consecuencia, la representacién estado-espacio que se formula es no lineal. Esta estrategia tiene,
a su vez, dos versiones, que denominamos N-EKF y N-UKF. El desarrollo del procedimiento para
cada una de estas versiones es andlogo al de la primera estrategia (VL-KF), con la diferencia de
que el filtro aplicado es ahora el filtro de Kalman extendido (para N-EKF) o el filtro de Kalman
‘unscented’ (para N-UKF).

Para comprobar cudl de las tres metodologias descritas resulta mas apropiada para la re-
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solucién de problemas como los que se plantean al tratar de modelar la relacion QT/RR con
un sistema tiempo-variante, se propone un estudio de simulacién. En dicho estudio se disenian
diversos tests en los que se trata la estimacién bajo distintas circunstancias, dependiendo del
orden P del subsistema no lineal y del tipo de variaciones de los parametros simulados. Se ha ob-
servado que las tres metodologias tienen buenas prestaciones, presentando tnicamente pequenas
diferencias entre ellas. Como conclusién, se sugiere utilizar el método VL-KF cuando el orden
del subsistema no lineal es P=1 y el método N-UKF cuando sea P>1.

Adaptacion latido a latido del intervalo QT y de la amplitud de la onda T a cambios
abruptos en el RR. Se ha aplicado el anélisis tiempo-variante de la relacién Q7'/RR al estudio
de registros obtenidos de sujetos sanos mientras éstos realizan una serie de cambios posturales.
Cada uno de estos cambios conlleva generalmente un cambio muy marcado del ritmo cardiaco,
donde resulta de interés analizar la respuesta del intervalo Q7. El mismo modelo tiempo-variante
propuesto para describir la relacién QT /RR, se considera también para el estudio de la relacién
T./RR, donde T, denota la amplitud de la onda T. Este indice T, se ha documentado que crece
con el ritmo cardiaco y se ha sugerido que el estudio de sus variaciones puede aportar informacién
clinica relevante.

A partir de los resultados derivados de nuestro estudio se ha comprobado que la adaptacién
del intervalo QT es muy diferente tras una aceleracién o una deceleracién del ritmo cardiaco.
Mientras que el tiempo medio de adaptacion tras una aceleracion es solo de algo mas de medio
minuto, en el caso de las deceleraciones es cercano a un minuto. Para la amplitud de la onda T, se
ha observado que su respuesta es mucho mas rapida, completandose el proceso de acomodacién
en apenas unos segundos y sin encontrarse diferencias entre aceleraciones y deceleraciones.

8.1.2 Contribucién al estudio de la depolarizaciéon

Interés de investigar la depolarizacion cardiaca. Estudios recientes sugieren que la reduc-
cién en el contenido de alta frecuencia, entre 150 y 250 Hz, del complejo QRS (representativo
del periodo de depolarizacién ventricular en la sefial electrocardiografica) puede ser un buen
marcador de isquemia, superando las prestaciones del tradicionalmente empleado nivel de ST.
La deteccién de la isquemia tiene un alto interés clinico, ya que muchos pacientes isquémicos
pueden acabar desarrollando procesos arritmicos malignos que finalmente podrian desembocar
en muerte subita cardiaca. En esta tesis abordamos el estudio de la depolarizacién cardiaca a
partir del anélisis de las amplitudes y las pendientes del QRS, bajo la idea de que, al poder
evaluarse estos indices directamente sobre la senal ECG, sin necesidad de filtrar y promediar,
pueden proporcionar medidas méas robustas que las relacionadas con la alta frecuencia del QRS.

Analisis de amplitudes, pendientes y alta frecuencia del complejo QRS. En esta tesis
se proponen los siguientes indices para la deteccién y caracterizacion de la isquemia de miocardio:
por una parte, Q., R, y S., que denotan las amplitudes de las ondas Q, R y S, respectivamente;
por otra parte, las pendientes del QRS, tanto de subida como de bajada, que denotamos por Zyg e
Tps. Estos indices se han evaluado sobre registros obtenidos antes y durante una intervencién de
angioplastia coronaria transluminal percutdnea (PTCA). Durante esta intervencién, se genera
una isquemia controlada que dura varios minutos. Se ha comprobado que las amplitudes del
QRS disminuyen en valor absoluto durante la oclusién coronaria, siendo este efecto méas notable
para S,. Al mismo tiempo, las pendientes Zyg e Zps se hacen menos acusadas, confirmando asi
la hipétesis de partida de nuestro estudio, segin la cual las pendientes se reducen debido a una
disminucién de la velocidad de conduccién en el miocardio.

Se han comparado los indices propuestos en esta tesis con el indice Zyy (150, 250) habitualmente
empleado en la literatura, que mide la energia de las componentes del complejo QRS en la banda
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150250 Hz. Se ha observado que los indices de pendiente Zys e Zpg resultan mucho mas sensibles
a los cambios isquémicos. Se ha propuesto también en nuestro estudio la evaluacion de otras
bandas frecuenciales, alternativas a la estandar 150-250 Hz, y se ha comprobado que la banda
mas idonea para caracterizar los cambios inducidos por la isquemia es la que cubre el rango
125-175 Hz. En cualquier caso, se ha visto que las prestaciones del indice de frecuencia medido
sobre esta banda siguen quedando muy por debajo de las de los indices de pendiente.

Se ha contrastado también la actuacién de los indices propuestos con la de otros indices
tradicionales medidos en puntos especificos del ECG, tales como ST, QT, QRSy, T, 6 T,. Se
ha observado que los resultados son altamente dependientes de la derivaciéon analizada. En
derivaciones con elevada proyeccion del complejo ST-T, por ejemplo V2-V4, el indice ST es
mucho mas sensible a la isquemia que cualquiera de los restantes indices evaluados. Sin embargo,
en derivaciones con baja proyeccién del complejo ST-T, tales como V1, V6, aVF 6 -aVR, los
indices de la depolarizacién S, e Zps muestran mayor capacidad para reflejar los cambios debidos
a la isquemia. Se sugiere que una combinacién de los indices ST e Zpg puede proporcionar una
herramienta robusta para el diagnéstico de la isquemia.

Para finalizar el andlisis de la depolarizacién, se ha propuesto un estudio de simulacién en el
que se construyen secuencias de complejos QRS obtenidas de aplicar sucesivas transformaciones
sobre un QRS patréon. Entre estas transformaciones se incluyen: ensanchamiento del QRS, re-
duccién de sus amplitudes, adicién de senales de alta frecuencia y combinaciones de éstas. Se ha
comprobado que los cambios observados en los registros de PTCA pueden explicarse a través del
ensanchamiento del QRS y la reduccion de sus amplitudes, pero no a través de la modificacién
de su contenido de alta frecuencia o el efecto conjunto de ésta y las otras causas.

8.2 Extensiones futuras

En el desarrollo de esta tesis se han encontrado lineas de investigacién que no han podido ser
abordadas, bien por alejarse de los objetivos marcados o por falta de tiempo. A continuacién se
describen algunas de estas lineas.

Extensiones futuras del analisis de la repolarizacién

e El andlisis de la relacion QT'/RR sobre registros reales, tanto en el caso tiempo-invariante
como en el caso tiempo-variante, se ha desarrollado considerando tunicamente las series
de intervalos medidas sobre una derivacién, aquélla seleccionada por presentar mejores
caracteristicas para la medicién. Aunque los intervalos medidos automéaticamente han sido
sometidos posteriormente a un proceso de verificacion en el que los errores detectados han
sido corregidos, la evaluacién del intervalo QT suele ser una tarea problemaética, dada la
dificultad de determinar con precision el final de la onda T. Para robustecer las medidas
de intervalos QT utilizadas en nuestro analisis, podria utilizarse informacién obtenida de
varias derivaciones. En [48] se ha propuesto una aproximacién con la que, a partir de tres
derivaciones ortogonales, se genera una nueva direccién donde proyectar la informacién de
las tres derivaciones caracterizada por ser aquélla en la cual la porcién terminal de la onda
T presenta una mayor energia.

e La metodologia de andlisis dindmico de la relacién QT'/RR se ha evaluado sobre la base de
datos de cambios posturales descrita en la Seccién 6.2.1. Las conclusiones extraidas de esta
evaluacién pretenden establecer las bases para la propuesta de nuevos indices que puedan
ser utilizados en la estratificacién del riesgo. La comprobacion de que la respuesta del
intervalo QT varia a lo largo del tiempo de registro en funcién de los cambios en el ritmo
cardiaco, siendo ademas diferente ante aceleraciones o deceleraciones de éste, sugiere que
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los marcadores extraidos del andlisis tiempo-variante pueden aportar informacién clinica
adicional a la de los indices derivados del andlisis tiempo-invariante. La extension del
trabajo desarrollado en esta tesis pasa por la aplicacién de la metodologia de andlisis
dindmico de la relaciéon QT/RR sobre la base de datos EMIAT, que se describié en la
Seccién 4.2.1.

Ademss del intervalo QT existen otros indices derivados del electrocardiograma que tienen
una fuerte dependencia del ritmo cardiaco y cuyo andlisis puede ser interesante desde el
punto de vista clinico. En el Capitulo 6 se extendié el andlisis para considerar también la
relacién T, /RR, donde T, representa la amplitud de la onda T. En una extensién futura de
este estudio pretende desarrollarse también el andlisis considerando indices relacionados
con la dispersion de la repolarizacion asi como otros descriptores de la morfologia de
la onda T. Aunque se han publicado algunos trabajos en la literatura en los que se ha
documentado que estos indices morfolégicos varian con el ritmo cardiaco, no existe ningin
estudio en el que se cuantifique el tiempo de adaptacién de estos indices o se dé una
expresion matematica de su relaciéon con el RR. Se trata, por tanto, de un campo en el
que seguir investigando para mejorar en la estratificacién del riesgo.

En esta tesis se ha modelado la dependencia del intervalo QT respecto del RR. Ademas del
ritmo cardiaco existen otros factores que afectan al intervalo QT', siendo de gran importacia
la influencia directa que sobre él ejerce el sistema nervioso auténomo. En este estudio, se ha
realizado un paso previo al anélisis en el que las series de QT y RR se filtran (ver Secciones
4.2.2'y 6.2.2) para eliminar las influencias de las ramas simpética y parasimpdtica del SNA,
justificando asi un modelo en el que el intervalo Q7' depende esencialmente de un factor,
que es el RR. Una ampliacién del estudio consistiria en la formulacién de un modelo en
el que la salida seguiria siendo la serie temporal de QT', pero que contaria ahora con mas
de una entrada, de modo que pudieran tenerse en cuenta las influencias de los sistemas
simpatico y parasimpatico sobre el intervalo QT', tanto de forma directa como a través del
RR. De este estudio ampliado podrian extraerse conclusiones referidas tanto a la fracciéon
de dependencia del QT con respecto al RR como a la fraccion relativa a otros factores no
correlados con el ritmo cardiaco.

Extensiones futuras del andlisis de la depolarizacién

e Puesto que el analisis temporal de los cambios en el ECG durante la isquemia inducida

por PTCA ha revelado que existen alteraciones sustanciales en las amplitudes y pendientes
del QRS, podria llevarse a cabo también un andlisis espacial en el que se estudiara la
distribucién por derivaciones de tales alteraciones separadamente en cada uno de los grupos
de oclusién. Este andlisis podria servir para localizar la regién afectada por la isquemia y
ayudar a identificar la arteria ocluida.

Algunos de los registros de la base de datos STAFF-III descrita en la Seccién 7.5 se
acompanan de imagenes de escintigrafia de miocardio antes y durante el periodo de oclusién
coronaria, obtenidas inyectando al paciente 99mTc-sestamibi. Con estas imédgenes puede
construirse un mapa de perfusién con el que cuantificar la severidad y extension de la
isquemia. A partir de esta cuantificacién, puede investigarse la correlacién existente entre
los indices de amplitud y pendiente del QRS y el grado de severidad y/o extensién de la
isquemia.

La comparacién de los indices propuestos en esta tesis y el habitualmente empleado en la
literatura Zyp (150, 250) podria extenderse para contrastar también nuestros indices con una
medida de la morfologia de las componentes de alta frecuencia comtinmente denominada
RAZ. Esta comparacién podria ser relevante, ya que el indice RAZ se ha mostrado capaz
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de identificar pacientes con enfermedad coronaria en situaciones donde Zyy (150, 250) 10 lo
era.

e La sensibilidad a los cambios isquémicos de las amplitudes y pendientes del complejo
QRS se ha evaluado a través del andlisis comparativo de dos registros por cada paciente:
uno grabado previo a la oclusién coronaria y otro durante la oclusién. El siguiente paso
es estudiar si estos indices son capaces de discriminar pacientes con y sin enfermedad
coronaria a partir de un sélo registro de cada uno de ellos, obtenido, por ejemplo, durante
prueba de esfuerzo. Con este otro estudio podran extraerse conclusiones claras acerca de
la utilidad clinica de los indices propuestos.
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